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Capftulo I 


UNIDADES FISICAS - ANALISIS DIMENSIONAL 
ERRORES EN LAS MEDIDAS 


A) UNIDADES Y SISTEMAS 

- FORMULARIO - 

Equivalence entre unidades fundamentales expresadas en el sistema 

INTERNACIONAL (SI) O GlORGI. 

Longitud Masa 


1 deci'metro (dm) 

1 centi'metro (cm) 

1 mih'metro (mm) 

1 micra (n) 

1 milimicra (m/u) 

1 angstrom (A) 

1 unidad X (uX) 

1 fermi (fm) 

1 decametro (dam) 
1 hectometro (hm) 
1 kilometro (km) 

1 ano luz 
1 parsec (pc) 

1 milla* (mile) 

1 pie (ft) 

1 pulgada (in) 

1 yarda (yd) 


= 10" 1 m 
= 10' 2 m 
= 10" 3 m 
= 10’ 6 m 
— 10’ 9 m 
= 10~ 10 m 
= 10' 13 m 
= 10-' 5 m 
= 10 m 
= 10 2 m 
= 10 3 m 

= 0,965 X 10 16 m 
= 3,07 X 10 16 m 
= 1 609 m 
= 0,3048 m 
= 2,54 X 10' 2 m 
= 0,9144 m 


1 grarao (g) = 10' 3 kg 

1 tonelada metrica (t) = 10 3 kg 

1 libra-masa (lbm) = 0,4536 kg 

1 slug = 14,59 kg 

1 ton, long (2240 lb) =1016 kg 
1 ton, short (2000 lb) = 907,2 kg 
1 unidad de masa ato- 
mica(u) = 1,661 X 10’ 37 kg 

1 unidad tecnica de 
masa (utm) = 9,806 kg 


Tiempo 

1 aho (a) 

1 dia (d) 

1 hora (h) 

1 minuto (min) 


3,156 X 10 7 s 
86400 s 
3600 s 
60 s 


INTENSIDAD DE CORRIENTE ELECTRICA 

1 IIEEI = 3,336 X 10" 10 A 


Esta es la milla terresire. La milla marina equivale a 1 852 m. 








SlSTEMAS DE UNIDADES 

SISTEMA 

MAGNITUDES 

FUNDAMENTALES 

UNIDADES 


Longitud (L) 

Metro 

SI. 

Masa (M) 

Kilogramo 

(Giorgi) 

Tiempo (T) 

Segundo 


Intensidad (A) 

Amperio 


Longitud (L) 

Centimetro 

UEE 

Masa (M) 

Gramo 

(CGS en mecanica) 

Tiempo (T) 

Segundo 


Permitividad (e) 

€o = 1/4 7T 


Longitud (L) 

Metro 

Tecnico 

Fuerza (F) 

Kilopondio 


Tiempo (T) 

Segundo 


Longitud (L) 

Pie 

ABSOLUTO 

Masa (M) 

Libra-masa 

INGLES 

Tiempo (T) 

Segundo 


Intensidad (A) 

Amperio 


Problema 1. Teniendo en cuenta la equiValencia entre las unidades fundamentales 
(vease el formulario), determinar los factores de conversion de: 

1. km/h a mile/h 

2. lb/ft 3 a g/cm 3 

3. t • m/s 2 a slug • yd/s 2 


Solution 

1) 

1 km _ i Q3 m — 10 3 mile _ q 6215 m ^ e 

h h 1609 h ~~ ’ h 

2 ) 

j Jb_ = 0,4536 kg = 0,4536 X 10 3 g 0Q16 
ft 3 0,3048 3 m 3 0,3048 3 X 10 6 cm 3 ’ cm 3 

3) 

1 LE = 103 k £J? = 103 s !^l d = 74 956 4 s 1^0. d 

s 2 s 2 14,59 X 0,9144 s 2 ’ s 2 

Problema 2. Pasar al si las siguientes unidades: 

1. 1 yarda/s 

2. 1 milla/h 
















3. 1 poundal (pdl) = 1 lb • ft / s 2 

4. 1 slug/ft 3 


Solution 


1 ) 


2 ) 

3) 

4) 


1 * = 0,9144 ™ 


, mile 1609 m n 446Q m 

h 3600 s ’ s 

1 'll! 1 = 0,4536X0,3048 = 0,1382 N 

s 2 s 2 

1 ^ = 515,241 * 

ft 3 0.3048 3 m 3 m 3 


Problema 3. Pasar al sistema absoluto ingles las siguientes unidades: 

1. kg • m 2 

2. utm / cm 3 

3. kg • m 2 / h 


Solution 


1 ) 

2 ) 

3) 


1 kg • m 2 


- - - lb • ft 2 = 23,73 lb • ft 2 

0,4536 X 0.3048 2 


utm _ 9,806 X 10> 0.3048 3 ]b _ x 1()5 lib 

cm 3 " 0,4536 ft 3 ’ ft 3 


kg • m 2 1 lb • ft 2 

h " 0,4536 X 0,3048 2 3600 s 


6.592 X 10‘ 6 


lb • ft 2 
s 


Problema 4. Definir el esteno, unidad de fuerza en el sistema mts (metro, tonelada 
masa, segundo). Calcular su equivalencia con la dina, el newton y el kilopondio. 

Solucion 


Si en la ecuacion fundamental de la dinamica: 

F=Ma 


hacemos: 

M- It y a = 1 m/s 2 => F= 1 esteno 
«El esteno es la fuerza que aplicada a una tonelada masa, le comunica una aceleracion de un 
metro por segundo coda segundo.» 

1 t = 10 6 g 

=> 1 esteno = 10 8 dyn 


1 m/s 2 = 100 cm/s 2 
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1 N = 10 5 dyn 


1 esteno = — 8 = 10 * * 3 * N 
10 5 


1 kp = 9,8 N => 1 esteno = — =102,04 kp 

9,8 F 


B) ANALISIS DIMENSIONAL 


ECUACION DIMENSIONAL DE UNA MAGNITUD S EN BASE L, M, T: 

[ 5 ] = L*M*r 

Condiciones de equidimensionalidad (homogeneidad) de una magni- 
tud tal que: 

[S] = L'lt?r 

cuando viene expresada en funcion de otras tres P, Q y R por la formula: 

[S] = P X 'Q X2 R X > 


siendo: 

[/ 3 ] = L a, A/ b, r i 
[Q] = U 2 M* 2 T 2 
[/?] = i a3 M b3 r 3 


a x x i + a 2 x 2 + a 3 x 3 = a 
b\X\ + b 2 x 2 + b 3 x 3 = b 
C\X\ + c 2 x 2 + C 3 X 3 = c 


Problema 5. 

1. Conocida la ecuacion de dimensiones de la velocidad [v] = LT~ ] determinar las de la 
aceleracion a y la fuerzaF, sabiendo que: [a] = [v]/[f] y que [F] = [M ] [a], siendo / el 
tiempo y M la masa. 

2. Determinar la ecuacion de dimensiones de la constante de gravitacion universal que 
interviene en la conocida Ley de Newton: F—GMM'/r 2 (MyM'masas;F=fuerza;r = 
distancia entre los cuerpos). 

3. Determinar la ecuacion de dimensiones del numero n. 

4. Determinar la ecuacion de dimensiones de un seno, un coseno y una tangente. 

5. Determinar la ecuacion de dimensiones de la energiafTF) sabiendo que: [W] = [F] [r] 

6 . Determinar la ecuacion de dimensiones de la constante de tension superficial (a) 
sabiendo que: [a] = [W]/[A], (A: superficie). 

7. Determinar la ecuacion de dimensiones del coeficiente de viscosidad ( 77 ) sabiendo que: 
[v] =[F][r]/[A][v]. 

8 . Determinar la ecuacion de dimensiones del numero de Reynolds (R), sabiendo que 
0 ] = [/?] [r?]/[p] [r] (p: densidad). 
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Solution 


1) Sistema 


2) Sistema 


Giorgi: 


Tecnico: 


Giorgi: 


Tecnico: 


r T-iH = 

[a] M 
M 

W “TT " 


ir 


zr 


= LT ' 2 


= LT 


[F] = [M] [a] = MLT 

[F] = F 


[/*][/•] 

L 2 MLT 

[M] [A/'] 

MM 


L 2 F 

mm 

~P~ 


(LT ' 2 ) 1 


= L i AT l T~ 


= l*t~ a f~ 


c 

3) 7T — — 
D 


4) sena = - 


x 

cosa = — 
r 


y 

taga = — 
x 


5) Sistema 


6) Sistema 


C: longitud de la circunferencia 
D: longitud del diametro 


r 1 = E 1 = _L = 1 
[ 0 ] L 


7) Sistema 


8) Sistema 


Giorgi: 

Tecnico: 

Giorgi: 

Tecnico: 

Giorgi: 

Tecnico: 

Giorgi: 

Tecnico: 


[>] L 

[sena] =- = — = 1 

[r] L 

[x] L 

[cosa] -= — = - = 1 

[r] L 

|>] L 

[taga] = f-f = - = 1 
[x] L 

[W] = [F] [r] = MLT ' 2 L = MDT 

[W] = [F][r] = FL 

[IV] MDT 1 

[ ct ]=— = - = MT 

[A] L 1 

[W] FL . 

[a]= — = - = FL 1 

[A] L 1 


M = 

M = 


[F] [r] MLT 2 L 


M1M 

OTM = _ 

[A][v] DLT - 


L 2 LT 

FL 


= ML'T 


= FL' 2 T 


IDl [v][p][r]_LT'ML- 1 L_ 
L^J - -- — —'—' * 




ML T 


[(-][p][r] LT^FL'^L 
[F] = = -- = 1 



Problema I- 5 


M 


FL T 


El numero de Reynolds es adimensional. 
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Problema 6. Determinar en el SI la ecuacion de dimensiones de las siguientes magnitu¬ 
des electricas (Base: L, M, T, A). 

1. De la constante de Coulomb (K) que interviene en la ley del mismo nombre: 
F = K qq'/r 2 , sabiendo que: [q ] = [/] [f]= AT 

2. De t sabiendo que: K — \/4irt 

3. Del potencial electrico (V): [ V] — [W]/[q~\ 

4. De la resistencia electrica (R): [/?] = [F]/[7] 

5. Del campo electrico (E): [F] = [F]/[g] 

6 . De la capacidad (C): [C] = [<?]/[ F] 

7. Del desplazamiento electrico (D): [D] = [e] [£] 

8 . Del campo magnetico: [5] = [F]/[<?] [y] 

9. De la permeabilidad magnetica (p): \B] = [^ ] [7]/[r] 

10. De la autoinduccion (L): [7.] = [£] [A ]/[/] 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 


Solution 


[F][rn MLT ~ 2 L 2 

[ K] = —= -= MUT A ' 

wun 

[«] = — = M' l L' 2 T 4 A 2 
[K] 

[W] ML 2 T " 2 , , 

[V] = — = - = ML 2 T " 5 /l" 

to) AT 

[V] ML 2 T ~ } A , , 

[i?l = — = -= ML 2 T' 2 A " 2 

[/] A 

[F] MLT -' 1 . . 

[£]= — = - = MLT 1 A ' 

to] at 


[C] = 


to! 


AT 


[V] ML 2 T 3 A'' 

[£>] = [e] [£] = M 'L-'T 4 A 2 MLT ' 3 A '' = L' 2 TA 

[F] MLT' 2 , . 

[5] = -EE- =- = MT -A ' 


M = 


to] M ATLT" 
[5] [r] _ MT ~ 2 A 'L 

ITT “ A 


= MLT ' 2 A ' 2 


[, B][A ] MT 2 A''L 2 , , 

[I] = l —LLJ = - = ML'T 2 A ' 

[/] A 


Problema 7. Teniendo en cuenta los factores de conversion entre las unidades de las 
magnitudes fundamentales en los sistemas Giorgi, CGS y ABSOLUTO ingles, determinar 
las equivalencias entre las unidades, en estos sistemas de las magnitudes: 

1. Fuerza ([F] = [M} [a]) 

2. Potencial electrico ([V] = [W] / [<?]) 
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Solution 


1) Como: 


[F] = MLT~ : 

de acuerdo con esto: 

1 unidad (Giorgi) de fuerza = 1 N = 1 kg • m • s' 2 
1 unidad (cgs) de fuerza = 1 dyn = 1 g • cm • s 2 
1 unidad (ai) de fuerza = 1 pdl = 1 lb • ft • s‘ 2 


luego: 


kg • m , , g • cm 

1 N = 1 = 10' X 10 2 —^— = 10 5 dyn 

s s‘ 


kg • m 

1 N= 1 -±— = 


1 


s“ 0,4536 X 0,3048 s 2 


lb-ft 

— =7,233 pdl 


1 dyn = 10' 5 N = 7,233 X 10' 5 pdl 

1 

1 pdl =- N = 0,13825 N = 13825 dyn 

7,233 


2) Como: 


[V] = ML 2 T' i A~' 

de acuerdo con esto: 

1 unidad (Giorgi) de potencial = 1 V = 1 kg • m 2 • s" 3 • A 
1 unidad (uee) de potencial = 1 g • cm 2 • s" 3 • (ueei)" 1 
1 unidad (ai) de potencial = 1 lb • ft 2 • s’ 3 • A’ 1 


luego: 


1 V = 


= 10 J X 10 J X 3,336 X 10‘ 10 

A • s 


g • cm 2 
(ueei) • s 3 


1 

300 


. „ kg-m 2 1 lb - ft ‘ lb-ft 2 

1 V = 1 - r = -- - r = 23,73 -r 

A-s 3 0,4536 X 0,3048- A-s 3 A-s 3 


1 UEE de Potencial = 300 V = 300 X 23,73 =7119 -- ft 

A-s 3 A-s 3 

lb-ft 2 

1 —- r = 0,042 V = 1,4 X 10 uee de Potencial 

A • s 


uee de Potencial 


Problema 8. Sabemos que el valor de la aceleracion de la gravedad en la superficie 
terrestre (go) es 9,8 m/s 2 . ^Cual es la aceleracion de la gravedad expresada en el sistema 
absoluto ingles? 
















Solution 


[go] = LT 


1 unidad (si) de aceleracion = 1 m/s 2 
1 unidad (ai) de aceleracion = 1 ft/s 2 


1 m/s 2 = 


ft/s 2 = 3,2808 ft/s 2 => go = 9,8 m/s 2 = 9,8 X 3,2808 ft/s 2 = 32,15 ft/s 2 


0,3048 


Problema 9. En las gasolineras inglesas los aparatos de medida de presion de neumati- 
cos de coche se miden en pdl/in 2 (poundal/pulgada 2 ). Si queremos hinchar la rueda de 
nuestro coche, a la presion de 1,8 kp/cm 2 . ^Que presion debe solicitarse en Inglaterra para 
obtener este resultado? 


Solution 


Sabemos que: 



y que por la definition del kilopondio se obtiene: 

1 kp = 9,8 N 


y como: 


1 kp/cm 2 = 9,8 X 10 4 N/m 2 



y como: 


2,54 2 X 10 

la presion que debe solicitarse sera: 


p = 1,8 X 9,8 X 10 4 X 7,233 X 2,54 2 X 10' 4 = 823 pdl/in 2 


Problema 10. Determinar la ecuacion de dimensiones del momento de inercia y 
comprobar la homogeneidad de las siguientes formulas fisicas: 




[N= momento del par; /= momento inercia; / = tiempo; <p,cuy a son respectivamente el 
angulo de giro, la velocidad angular y la aceleracion angular]. 


Solution 


Para la solution tenemos que determinar la ecuacion de dimensiones de un angulo, de una 
velocidad angular y una aceleracion angular. 


[radio ] L 


['] 


-= T~' 

T 
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(JJ = 


a = 








Ecuacion de dimensiones de / sera: 

1=1 m,r; => [I] = ML 2 
Ecuaciones de dimensiones del momento de un par: 


[N] = [F][r] 

[N] = [l)[ a ] 

[N] [/] = [/][«.] 

[JV] [*] = [/][*-’] 


[N] = ML 2 T~ 2 

[N] = ML : T 2 
[Ia] = ML 2 T 2 

[M] = ML'T~' 
[I<u) = ML : T-' 

[I< U -] = ML 1 T~ 1 
[, N<p] = ML : T 


homogenea 


homogenea 


homogenea 


Problema 11. 1. Demostrar la homogeneidad de las siguientes formulas fisicas: 

Impulso = variacion momento lineal Ft= A (Mv) (F— fuerza; / = tiempo; M— masa; 
v = velocidad) Trabajo — variacion energia cinetica. Fs cos <p = A (Mv 2 /2) (s = espacio; 
^ = angulo formado por Fy s.) 

2. Demostrar que el «trinomio de Bemouilli» es homogeneo, es decir, que sus tres 
sumandos tienen la misma ecuacion dimensional; el trinomio es: 

p + —p v 2 + hpg = constante 

(p = presion = fuerza/superficie; p = densidad = masa/volumen; v = velocidad; 
h = altura; g = aceleracion de la gravedad). 


Solucion 


1) Las ecuaciones anteriores seran homogeneas si las ecuaciones de dimensiones de los dos 
miembros son identicas. 

Ecuacion de dimensiones del impulso: 

[F][i] = MLT' 2 T=MLT’' 

Ecuacion de dimensiones, variacion momento lineal: 

[A/] [»>] = MLT~' 

Ecuacion de dimensiones del trabajo: 

[F][s] = MLT' 2 L = ML 2 T~ 2 
Ecuacion de dimensiones variacion energia cinetica: 


1 

2 


Mv 2 


= ML 2 T' 2 


2 ) 


\P} = 


Z! 

[A] 


MLT~ 2 

~ir 


= ML~'T' 2 
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p * 2 


M 

= — (LT'j 2 = ML' 2 L 2 T ' 2 = ML'T ' 2 


[hpg] = [h] [p] [ g ] = LML' 2 LT ' 2 = ML 'T' 


Problema 12. Teniendo en cuenta el problema 6, demostrar la homogeneidad de las 
siguientes formulas fisicas: 


1. 

2 . 

3. 


W- VI t =- 


/? 


5 = 


Hi 


v = ■ 


2nr 

1 

\A7 


/ = / 2 i?/ 


Solucion 


2 ) 


3) 


[^] = Mi 2 r 2 

[Wf] = ml 2 t 2 a ~'at= ml 2 t ~ 2 



M 2 L‘r 6 A ~ 2 
ML 2 T ‘A ' 2 


T=ML 2 T ~ 2 


[I 2 Rt] = A 2 ML 2 T' l A ~ 2 T= ML 2 T ' 2 


2ttt 


[B] = MT' 2 A'' 

mlt~ 2 a 2 a , , 

- =mt 2 a~' 

L 



H = ir' 


1 


1 




1/2 


M-^L' m T 2 AM m L x/ 1 T x A~ 


= LT~ 


L~ X T 


Problema 13. Suponiendo que el periodo de oscilacion de un pendulo simple 
(T— tiempo que tarda en dar una oscilacion) depende exclusivamente de la longitud del 
hilo (l), de la masa (M) de la particula que oscila y de la aceleracion de la gravedad (g) y 
que en la formula del periodo no intervienen mas que las magnitudes indicadas, en 
producto entre si (elevadas a exponentes diversos) y ligadas por un coeficiente numerico, 
deducir las leyes a que obedece el periodo de oscilacion de dicho pendulo. 
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Solucion 

La formula del pendulo tendra que ser de la forma: 

T=Kl'M'g z 

















Siendo la ecuacion de dimensiones de g (aceleracion), LT ~, se debe verificar para que la 
igualdad anterior sea homogenea: 


T=L x M y L*T 2z =L x+I A/ y r 2z 


y por tanto: 


y de aqui: 


x + z = 0 


y = 0 -22=1 



1 

x=— y = 0 


Luego la ecuacion sera: 

T=Kl x ' 2 M°g' x/2 



(el periodo es independiente de la masa; la hipotesis hecha en el enunciado, no es cierta.) 


Problema 14. Sabiendo que la velocidad de salida de un Hquido por un pequeno orificio 
practicado en la pared de una vasija es proporcional a la distancia vertical (h) del centro del 
orificio a la superficie libre del liquido y a la aceleracion de la gravedad (g); dudamos si tal 
velocidad es proporcional tambien a la masa especifica o densidad absoluta del liquido. 
Deseamos resolver nuestra duda y hallar la forma de la funcion: v —f (h, g, p). 

Solution 


Hagamos: 


v = Kh x g* p z 


(K = constante abstracta de ecuacion dimensional 1). 

[v] = LT" [h] = L te] = I7" 2 [p] = ML- J 

Igualemos las ecuaciones de dimensiones de primero y segundo miembro 


LT' 1 =L % VT' iy M t L' u =L** yU M l T 2y 


los exponentes de las mismas magnitudes simples, habran de ser iguales en el primero y segundo 
miembro, por lo que obtenemos el sistema de ecuaciones: 


0 = z 

\=x + y~3z 
-l = -2 y 


z = 0 
y= 1/2 
x = 1/2 


Valores que sustituidos en el de v , dan: _ 

v = Kh^g^_ = K sfhg 

Hemos obtenido la forma de la funcion y deducido que la velocidad de salida de un liquido por 
un orificio practicado en la pared de una vasija, es independiente de la densidad de tal liquido. 


Problema 15. Sabemos que la energia disipada en forma de calor (Q) por el efecto Joule 
en una resistencia electrica depende de la intensidad de corriente que la atraviesa (I), de la 
resistencia (R) y del tiempo (t) que circula la corriente por ella. Calcular la forma de la 
funcion: Q—f(l, R, t) 






Solution 


La funcion tendra que ser de la forma: 

Q = KI x R y t z 

siendo: 

[Q] = ML 2 T ~ 2 [I] = A [R] = ML 2 T' y A~ 2 [/] = T 

tendra que verificarse: 

ML 2 T~ 2 = A X M y L ly T~ iy A~ 2y V => ML 2 T~ 2 = M y L 2y V ~ 3y A x ~ 2y 
y por tanto: 


y=l 

luego la ecuacion sera: 


z - 3y = -2 => z=l 

x-2y = Q => x = 2 


Q = KI 2 Rt 


C) CALCULO DE ERRORES 
- FORMULARIO- 


Error absoluto: «Es la diferencia entre la medida exacta de una magnitud 
(xo)y la medida obtenida experimentalmente (x)». 

6 = Ax = Xo — X 

Error relativo: «Es el cociente del error absoluto al valor exacto de la 
magnitude. 

E=^ 

Xo 

Media aritmetica de un conjunto dew datos: 

1.x, - 2n,x, 

X = - X = - 

w w 

Error en la media aritmetica de un conjunto de n datos (Formula 
de Gaus): 


e = ± 



x) 2 

1 ) 


t = ± 


ln,(x, — x) 2 

«r« - i) 


Calculo de error relativo en medidas indirectas: 

Supongamos que la magnitud a queda determinada al conocer las medidas de 
b y c por la formula: 

b" 


a — k 

















en la que k, m y n son constantes conocidas. Se trata de calcular el error 
relativo de a una vez calculados los de bye. Tomemos logaritmos neperianos 
en la expresion anterior: 

i 11111. i da db dc 

In a = In k +n In b — m in c => -= n —— — m - 

a b c 

sustituyendo las diferenciales por incrementos finitos, haciendo positivos 
todos los terminos del segundo miembro: 

A a A b . Ac 

e =-= n —r— + m- 

a b c 

quedando, asi, determinado el error maximo de a en funcion de los de b y c. 

Se ha dado signo + a todos los terminos del segundo miembro puesto que la 
probabilidad de errores accidentaies por exceso y defecto es la misma y de 
esta manera nos colocamos en las condiciones mas desfavorables (sin com- 
pensaciones de errores) obteniendo el maximo error relativo. 


Acotacion de errores: 

En una medida directa, el valor de la magnitud problema esta comprendido 
entre los valores maximo y minimo obtenidos al realizar varias determinacio- 
nes experimentales. Las cifras comunes de tales medidas extremas, pueden 
considerate ciertas. 

En el caso de las medidas indirectas nos pondremos en las condiciones mas 
desfavorables, para obtener los valores extremos; es decir si: 



calcularemos el valor maximo de la medida de a, empleando el valor maximo 
experimental de b y el minimo de c; para obtener el minimo valor de la 
medida de a, emplearemos el minimo de b, y el maximo de c; a estara 
comprendida entre los dos valores obtenidos y las cifras comunes de ellos, 
pueden considerarse como ciertas. 


Problema 16. 

1. En la medida de 1 m se ha cometido un error de 1 mm, y en 300 km, 300 m. ^Que error 
relativo es mayor? 

2 . ^Que preferirias ganar, dos pesetas por cada cinco duros o el 8 %? 


l) 


Solution 

0,001 _ 1 
~ 1000 

300 1 

300000 “ 1000 


Los dos son iguales. 


25 
















2 ) 


8X25 


La ganancia es la misma 


8 % de 25 ptas — 

100 


2 ptas 


Problema 17. Como medida de un radio de 7 dm hemos obtenido 70,7 cm. Calcular: 

1. El error absoluto. 

2. El error relativo. 

3. El error absoluto y relativo en la medida de la longitud de la circunferencia de tal radio. 

4. El error absoluto y el relativo en la medida del area del circulo. 

5. El error absoluto y el relativo en la medida del volumen de la esfera de 7 dm de radio. 

Solucion 


1) Ax = 70,7 — 70 = 0,7 cm 

2) „ 0,7 

E = — = 0,01 (1%) 


3) 


Ax = 2 tt(70,7 - 70) = 2tt0,7 = 1,4tt cm 


E 


l,47r 

2tt70 



d%) 


Ax = tt(70,7 2 - IQ 1 ) = 98,49tt cm 2 
98,49 tt 98,49 

E = —— = —- = 0,0201 ( 2,01 %) 

70V 70 2 


4 

Ax = y 7 t(70,7 3 — 70 3 ) = 13857, 66tt cm 3 
3 

— tt(70,7 3 - 70 3 ) 

E =---= 0,03 (3 %) 

—tt70 3 
3 


Problema 18. Midiendo una longitud con una cinta de agrimensor cometemos errores 
del 0,5 %. i,Cual es el error absoluto y el relativo en la medida del area de un terreno 
rectangular de 100 X 50 m? 

Solucion 

A = ab 
In A = lnfl + In/? 
dA da db 

A a b 

AA A a Ab 

A a b 


A a 

- = 0,5 ( 

a 

Ab 

— =0,5« 


AA 

_ — i % 

AA 1 


AA = 50 m 2 

A 

5000 “ Too 
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Problema 19. 

1. Demostrar que los errores relativos de a = b/c y de a' = be, son iguales. 

2 . Demostrar que el error relativo en la medida del volumen de un cubo es tres veces 
mayor que en el de su arista. 


Solucion 


lnfl = ln£ — 

Inc 

In a' = 

In/? 4 

Inc 

da db 

dc 

da' 

db 

dc 

-=-— 

— 

- — 

-b 

_ 

a b 

c 

a' 

b 

c 

A a A b 

Ac 

A a' 

Ab 

Ac 

- =-— 

— 

- m 

- 4 

_ 

a b 

c 

a' 

b 

c 

V= l } => 

ln^=31n/ 

=> 

ii 

dL 

:3 - 

/ 


=$> 


A a A a' 
a a' 



Problema 20. Determinar el error relativo en la medida de la aceleracion de la 
gravedad, conocidos los errores relativos en las medidas de la longitud de un pendulo 
simple y de su periodo. Se suponen oscilaciones suficientemente pequenas para que 
cumpla la ley: T=2n \Jl/g 


Solucion 

2 / 

2 = 4”" -JT 

tomando logaritmos: 

dz dl dT 

lng = ln4 + 21n7r 4- In / — 21n T => - =- —2 - 

g / T 


&g 

g 


a/ Ar 

- +2 - 

/ T 


Problema 21. La ecuacion de estado de los gases perfectos es: pV= nRT al aplicarla 
para calcular la temperatura de un gas una vez medidos la presion, 1,22 atm con un error 
de ± 1 mm de Hg, y el volumen 1,92 1, con un error de ± 1 cm 3 , nos dio 
125 ° C. ^Cual es el error absoluto maximo que se puede esperar en esta ultima cantidad si 
se considera como exacto n (numero de moles), siendo R la constante universal de los gases 
perfectos? 


Solucion 


pV = nRT => \np 4 In V= \nn 4 In/? + In T 


dp dV dT 
~p~ ~V~ ~ ~Y 


ya que: 


dn 

- =0 

n 


dR 

- =0 

R 
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luego: 


Ap A V AT 
~y ~V~ ~ ~~T~ 


y como: 


0,1 


Ap = 1 mm de Hg = -atm 

obtenemos: 


AV= 1 cm 3 = 10" 


0,1 


10 " 


76X1,2 1,92 


AT 

398 


AT = 0,65 °K 


T = 398 °K 

r= 398 ± 0,65 °K 


Problema 22. Hemos realizado diez veces la pesada de un cuerpo obteniendo los 
siguientes resultados expresados en gramos: 

12,372 12,373 12,372 12,371 12,370 

12,374 12,372 12,372 12,371 12,373 

calcular el error de la media aritmetica. 

Solution 


Nunt de la pesada 

x, en gramos 

Xi~x m en mg 

(x-x m ) 2 

1 .* 

12,312 

0 

0 

2 .* 

12,373 

+ 1 

1 

3. a 

12,372 

0 

0 

4. a 

12,371 

-1 

1 

5. a 

12,370 

-2 

4 

6. 8 

12,374 

+2 

4 

7. a 

12,372 

0 

0 

8 . a 

12,372 

0 

0 

9. a 

12,371 

-1 

1 

10. a 

12,373 

+1 

1 

n(n- 1; = 10 X 9 = 90 

x= 12,372 g 


I(x-x)'-= 12 



12 

AX = ± V " 90" =±0 ’ 36 mg 


El resultado de nuestras pesadas es: 

m = 12,372 ± 0,00036 g 


que corresponde a un error relativo: 


E=± 


0,00036 X 100 

-% = ± 3 X 10 % 

12,372 


Problema 23. En la medida de una longitud hemos determinado los siguientes valores: 
1,32 cm 1,30 cm 1,32 cm 1,33 cm 1,32 cm 

1,31cm 1,32 cm 1,31cm 1,31cm 1,31cm 

Hallar el error de la media aritmetica y los errores relativos de las medidas del area y 
volumen de un cuadrado y un cubo que tenga por arista tal longitud. 


28 
















Solution 


Numero 
de la 
medida 

x en decimas 
de milimetro 

x—x m 

en centesimas 
de milimetro 

(X—X m ) 2 

l. a 

132 

+ 5 

25 

2 . a 

131 

- 5 

25 

3. a 

130 

-15 

225 

4. a 

132 

+ 5 

25 

5. a 

132 

+ 5 

25 

6 . a 

131 

- 5 

25 

7. a 

133 

+15 

225 

8 . a 

131 

- 5 

25 

9. a 

132 

+ 5 

25 

10 . a 

131 

- 5 

25 

n(n— 1 ) = 90 

x m = 131,5 


1 (x, — x m ) 2 = 650 


Al=e = ±* 


1 [x t ~x m ] 2 
n(n-\) 


— ± 


A=l- => \nA = 2 In/ 


650 

~90 

dA 


— ± 2,687 centesimas de mm 


dl 

— =2 - 

A l 


A A A/ 2,687 

-= 2 -= 2 -= 4,087 X 10‘ 3 

A l 1315 


0,4% 


. dV dl 

F=/ 3 => \nV = 31n/ => -=3- 

V l 


AV A/ 3 AA 3 

-=3 -=-= — 4,087 X 10" 3 = 6,13 X 10' 3 => 

V l 2 A 2 


0,6 - 


Problema 24. A1 determinar el valor de la expresion: x = 1 a 1 /b se han hallado 
para a y b los siguientes valores: 


valores de a 


2,2000 

2,1990 

2,2010 

2,1985 


valores de b 


4.1000 
4,0990 

4.1001 

4.1002 


Acotar el valor de x 

Solution 

2,201 2 

Valor maximo de x = 7 -= 8,2729 

4,099 

2,1985 2 

Valor minirno de x = 7 -= 8,2517 

4,1002 


8,2729^x^8,2517 




















Capftulo II 

MEDIDAS DE LONGITUDES Y ANGULOS 


-FORMULA RIO - 

Precision del nonius 

p = D — d — — 
n 

D: longitud de la division de la regia. d: longitud de la division del 
nonius. ru niimero de divisiones del nonius. 

Esferometro 

_ f + r 2 l 

R = -- r= - 

2/ n/3 

R: radio de la esfera a medir. f: «flecha» (Medida efectuada con el aparato). I 
media aritmetica de los tres lados del triangulo que determinan las tres patas 
del esferometro. r: radio de la circunferencia que pasa por los puntos en que 
se apoyan las patas del esferometro. 


Problema 1. Calcular la precision de un nonius que tiene 20 divisiones si la regia esta 
dividida en mm. 


Solucion 



1 mm 
20 


= 0,05 mm 


Probiema 2. Se tiene una regia dividida en medios milimetros y se desea colocarle un 
nonius para que aprecie centesimas de milimetro. ^Como hay que construirlo? 

Solucion 

D 

P = — 
n 


30 











(p = precision; D = longitud de una division de la regia; n = numero de divisiones del nonius 
que tienen la misma longitud que n — 1 divisiones de la regia). 


Se tomaran 49 divisiones de la regia y se dividiran en 50 partes iguales en el nonius. 


Problema 3. Un limbo circular esta dividido en medios grados y se le aplica un nonius 
construido de forma que 29 divisiones del limbo se han dividido en 30 partes iguales en el 
nonius. ^Cual es su precision? 


Solucion 


D 

0,5 grados 

30 minutos 

p — — 

— — 

-= 1 minuto 

n 

30 

30 


Problema 4. El paso de rosea de un palmer es de medio milimetro y su cabeza tiene 50 
divisiones. ^Cual es el espesor de un objeto si se han dado 6 vueltas y 23 divisiones? 


Solucion 

D 

P= — 
n 

D: paso de rosea, rv numero de divisiones del tambor. 

0,5 mm 

p =-= 0,01 mm 

50 

luego el espesor (e) sera: 

£> = 6 X 0,5 + 23 X 0,01 = 3,23 mm 


Problema 5. Las patas de un esferometro forman un triangulo equilatero de lado 8,65 cm. 
Aplicando el aparato a una superficie esferica, la medida de su flecha es de 0,1 cm. 
Calcular en litros la capacidad de la esfera. 


Solucion 


El radio de la circunferencia que pasa por los puntos en que se apoyan las patas del esferometro 

CS ‘ / 8,65 

r =-— =-— = 5 cm 


n/3 n/3 


El radio de la esfera viene dado por la formula: 

f + r 2 0,1 2 + 5 3 


R = 


2 / 


2X0,1 


= 125 cm 
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El volumen de la esfera es: 



irR^ — 8181231 cm 3 — 8181 1 


Problema 6. Supongamos que el aplicar un esferometro a un casquete esferico, la 
medida de la flecha —-/— es la tercera parte de la longitud del lado —/— del triangulo 
equilatero que forman los puntos de apoyo de esferometro. Demostrar que el radio de la 
esfera es de doble longitud que la flecha —. 


Solucion 


R = 



/ 


f + r> 

r= vf 


2 / 

/ 

3 

=> 



Problema 7. Considerando como cierta la definition de metro en funcion del cuadrante 
del meridiano terrestre, calcular: 

1. El numero de km del radio terrestre. 

2. Dibujar en escala de 1/10 8 , un circulo maximo terrestre. 

3 . ^Que relation hay entre la longitud de un meridiano terrestre y la de la circunferencia 
dibujada? 

4. En el dibujo que has realizado ^cuantas veces es menor el area de tal circulo, que la de 
un circulo maximo de la Tierra? 

5 . ^Cuantas veces es mayor el volumen de la Tierra comparado con el volumen de la 
esfera cuyo circulo maximo has dibujado? 

Solucion 


1) El radio terrestre vale: 


4 X 10 7 2 X 10 4 

Ro =-m =-km 

2 7T 7T 


2) El radio de la circunferencia terrestre en escala-- sera: 

' 10 8 


R = - 


10 8 


2X10’ 0,2 20 

:-s- =-m =-cm 

7J-10 8 7T 7T 


3) Circunferencia terrestre: 

Circunferencia de la representacion: C = 

4) Area de un circulo maximo: 


Co = 2ttR{) 
2 ttRo 


Area de la representacion: 


10 8 
Ao = ttRi) 
A 




= 10 8 


A o 


= 10 1 
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5) Volumen de la Tierra: 


3 

V u = - ttRu 

4 


Volumen de la representation: 


V t 



K 

V 


= 10 24 


Problema 8. Suponiendo la Tierra perfectamente esferica y sin ningun relieve, la 
rodeamos con un alambre por una circunferencia maxima. Aumentamos la longitud de tal 
hilo metalico en 6,28 m y volvemos a rodear la Tierra con el, de forma que todos sus 
puntos queden a la misma altura sobre el suelo; ^cuanto valdra esta altura? (h de la figura). 


Solucion 


Tomemos para n el valor 3,14: 





2ttRo 4- 6,28 = 2ir (Ro + A R) 


6,28 = 2nAR 


6,28 

h = AR = -= 1 m 

2n 


Problema II-8 


Problema 9. Calcular la distancia entre dos puntos del meridiano terrestre para que los 
radios de la Tierra que pasan por ellos formen un angulo de un minuto. (Radio terrestre = 
= 6370 km). 

Solucion 


El numero de radianes que corresponde a un minuto se calcula: 


180°. 7T 

1 


7T 

10800 


rad 


luego: 


d= ip Ro= - 6370 — 1,853 km 

10800 


Problema 10. La unidad de angulos empleada en artilleria es la «milesima verdadera» o 
angulo bajo, el cual se ve un metro a mil metros de distancia. Calcular en grados y radianes 
el valor de tal unidad. (Sustituir el arco de mil metros de radio y cuya cuerda es un metro, 
por la cuerda). 

Solucion 

arco 1 m 

angulo =- => 1°° (1 milesima) = -= 0,001 radianes 

radio 1000 

Si 180° equivalen a n radianes 
x 0,001 


0,180 

x = - = 0,0573° 


Problema 11. Para redondear se emplea practicamente en artilleria la «milesima 
artillera», que es el resultado de dividir un giro (360°) en 6400 partes iguales. Los 
goniometros militares emplean esta unidad de medida. El mas general es un limbo 
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Problema II-11 


dividido en 64 partes iguales y un tambor dividido en 100 partes iguales, de forma que un 
giro de tambor corresponde a una division del limbo. Se desea saber: 

1. i A cuantas milesimas artilleras corresponde una division del limbo? ^Cual es la 
precision del aparato en milesimas artilleras? 

2. Cuando el capitan de una bateria de la deriva a sus piezas de 3 543 milesimas artilleras. 
^Como colocara el apuntador, el limbo y el tambor con respecto a los indices que marcan 
su giro? 

Solution 

1) Como los 6400° ° las hemos dividido en 64 partes, cada una de estas partes valdra: 

6400 

- = 100 °° 

64 

La precision del aparato sera de 1°°, puesto que las 100 divisiones del tambor correspon- 
den a 1 division del limbo. 

2) Cuando el capitan ordene la deriva 3 543, el apuntador colocara en el limbo la division 35 y 
luego buscara en el tambor la division 43, colocandola frente al indice. 
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Capftulo III 

CALCULO VECTORIAL * 

A) ALGEBRA VECTORIAL 

- FORMULA RIO-. 

DlVERSAS FORMAS DE EXPRESAR UN VECTOR EN FUNCION DE SUS 
COMPONENTES COORDENADAS: 

a — x + y + z a(x, y,z) a — xi + yj + zk 

Modulo y cosenos directores: 

a = \/ x 2 + ~y 2 + z 2 

x y z 

cos a =— cos /3 =— cos y =— 

a a a 

cos 2 a + cos 2 P + cos 2 y = 1 

SUMA DE VECTORES: 

s = V, + V, + ... + V„ = ^ V, 
i=l 

siendo: 

v t =x t +y t + z, 

V2 = X 2 +yi + Z 2 


v„ = x n + y n + z„ 

s = x + y + z s = \/x 2 + y 2 + z 2 

X = X x + X 2 + ... + = ZXi 

y=yi +yi + - + y« = %y< 

Z = Z, + Z 2 + ... + Z n = XZj 


* Los problemas referentes a operadores (grad, rot, div, etc.) se veran en Teona de Campos 
(capitulo X). 
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Producto de un escalar por un vector: es un vector: 

ab — a a — ab 


Vectores unitarios: Son los que tienen de modulo uno: 


u° 


V 


V 


xi + yj + zk 
\[x 2 + y 2 + z 2 


Producto escalar de dos vectores: Es un escalar: 

v(xyz) v'(x'y'z') 

v V = vv'cosa 

en funcion de las componentes de los vectores: 

v / = xx' + y/ + zz' 

Propiedades: 

a) Goza de las propiedades conmutativa y distributiva. 

b) Si dos vectores son perpendiculares su producto escalar es cero. 

c) Si dos vectores tienen la misma direction y sentido su producto escalar es 
igual al producto de sus modulos. 


Producto vectorial de dos vectores: Es un vector: 


p = v X V 
p — vv'sena 

en funcion de las componentes de los vectores: 


vX v' = 


i J k 

x y z 
x / y z' 


Propiedades: 

a) Goza de las propiedades anticonmutativa y distributiva. 

b) Si dos vectores son paralelos su producto escalar es nulo. 

c) El modulo del producto vector es igual al area del paralelogramo que 
tiene a los dos vectores como lados. 







Producto mixto: Es un escalar cuyo valor es el volumen del paralelepipedo 
que tiene los tres vectores como lados. 


Propiedad: 


V — a • (bXc) 

V= a • [b X c\ = c • [a X b] = b • [c X a] 


en funcion de las componentes coordenadas de los vectores: 


a-[bXc] = 


a x a y a z 
b\ b y bz 
C X C y C Z 


Doble producto vectorial: Es un vector: 


Propiedad 


p = aX[bXc] 


a X [b X c] — (a ■ c)b — (a ■ b)c 


Problema 1. Dados los vectores: 

a— 3 / — 2j 
b = — 4i+ j 

calcular: 

1. El vector suma y su modulo. 

2. El vector diferencia y el angulo que forma con el eje OX. 

3. El vector c = 2a — 3b y el vector unitario que define la direccion y sentido de c. 


1 ) 

2 ) 


s = a + b = ~i —j 


d = a-b = li-3j 


Solution 


=> 


s = \/l 2 + l 2 = \/2 


3 

tag = -— 


<p = - 23° 11'55" 


3) 


2a— 6/ — Aj 
-3b= 121 — 3j 


c — 18/ — Ij 




c = n/18 1 + 7 2 = n/373 


c _ 18 7 

c \/373 * N/J73 7 


Problema 2. Se tienen dos fuerzas coplanarias y concurrentes cuyos modulos son: 
F, = 5 kp y F 2 = 7 kp, que forman respectivamente los siguientes angulos con el eje 
OX- 60° y -30°. Calcular: 
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1. La fuerza resultante. 

2. Su modulo. 

3. Angulo que forma con el eje OX. 


1) 



Problema III -2 


2 ) 

3) 


Solucion 

F = F l +F 2 = F x + F y = FJ + F y j 
F x = F, x + Fix 

Fy = Fly + Fly 


<Pi = 60 ° 


F )x = F, COS<£i = ykp 
5y/3 

Fi y = F, sen<pi = —— kp 


iPi = - 30 ° 


7\/3 

F 2x = F 2 cos</>2 = -y- kp 
7 

F 2 y = F 2 sen<p 2 = —— kp 


5 + 7n/3 
F x =-— kp 


5 n/ 3-7 
F y =---kp 



5 + 7 n /3 + 5 n /3 - 7 

F ~ 2 2 1 kp 


-v 



5 x/ 3-7 

'** 77773 ' 


<p = 5 ° 32 ' 15 " 


Problema 3. Deseamos volar en un avion a 500 km/h hacia el E, la velocidad del viento 
es 80 km/h. (,Cual debe ser la velocidad y rumbo de nuestro avion? 

1. Si el viento sopla hacia el S. 

2. Si el ciento sopla hacia el SE. 

3. Si el viento sopla hacia el SO. 

Solucion 


En los tres casos se verificara: 


V=v + c => v= V-c = v x i+ Vyj 
V x = 500 km/h 

V y = 0 


c 


Cx = C C0S<P 

Cy = c sen</> 
























1 ) 


V = 270 < 


Vx = K — c x = 500 — c cos^ 

Vy K Cy Cy 

° c, = 0 

Cy = —80 km/h 


<* = 

Vx 

taga = - 

Vy 

v K = 500 km/h 
Vy = 80 km/h 


v = 500/ + 80y 


V = x/500 2 + 80 2 = 506,3 km/h 


500 

ta 8 v>= "io" * 


a = 80° 54' 35" 
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F ix = Ficosvi = 4 


1 


= 2 kp 


x/3 r 

F iy = F 3 senc/?3 = 4 l — —-— I = —2\/3 kp 
r x/3 

F, = 3n/2 + 3 — +2 = 8,84 kp 


F,= 3V2 + 3 —- 2\J1 = 2,28 kp 


F = 8,84/ + 2,28 j kp 


F= v/8,84 2 + 2,28 2 = 9,1 kp 


8,84 

cos^ =- = 0,97 

9,1 


Problema III-5 


Problema 5. Teniendo en cuenta que la fuerza de interaction Newtoniana entre dos 
particulas de masa my m' que distan entre si r t es: 


mm 

F — —G - r 


G = 6,67 X 10~ n 


N • m 2 
kg 2 



resolver el siguiente problema: Supongamos que en el espacio intergalactico (fuera de toda 
influencia de cuerpos celestes) definimos un sistema de ejes rectangulares. Tres particulas 
de masa 4 kg las colocamos en (0,0), (2,2), (2, —2) medidas estas coordenadas en metros. 
Calcular la fuerza que ejerceran sobre una particula de masa 1 kg colocada en (4,0) m. 

Solution 

m l = m 2 = m 3 =4 kg 
r, = 4m r 2 = r 3 = 2\Jl m 

Los modulos de las fuerzas que actuan sobre la particula de masa m — 1 kg son: 

mm, ..1X4 .. 

F, = G — y— = 6,67 X 10'" —^ = 1,667 X 10 11 N 


mm 2 ., 

F t = G —= 6,67 X 10 " 
r 2 

mm 3 | * 

F 3 = G —=6,67 X 10 M 


16 

1 X 4 
8 

1 X 4 
8 


= 3,335 X 10" n N 
= 3,335 X 10~ n N 


siendo: 

obtenemo:: 
Ft 


F = F l +F 2 +F 3 = F x i + FJ 
</>, = -180° <? 2 = 135° ipi = 225° 


F„ = F,cos</>, = —F, = -1,667 X 10'" N 
Fi y — F,sen</>i — 0 

Fn = F 2 cos</> 2 = -3,335 X 10'"V2 / 2 = -2,358 X 10'" N 
Fiy = F 2 sen</> 2 = 2,358 X 10'" N 
























Fj, = F } cosq> 3 = -2,358 X 10'" N 
F h = F 3 senq> 3 = -2,358 X 10" N 


F, = F„ + F 2 , + Fu = -6,384 X 10'" N 

Fy = F,y + F 2 y + F,y = 0 


La fuerza resultante esta en el eje X y su sentido es hacia el origen. 

Problema 6. Si la expresion de la ley de Coulomb es: 


=> 

F=-6,384 X 10 " i N 




„ „ m 

F = Ko - r 


K 0 = 9X 10 9 


N • m 2 


C 2 


Calcular la fuerza que actua sobre una carga de 1 nC colocada en el punto (6,0)m debida a 
la siguiente distribution: En el origen de coordenadas una carga q x = 2 /j.C, en el punto 
(0,3)m una carga q 2 = 3/*C y en el punto (0,—3)m una carga q 3 = —3/uC (suponemos las 
cargas en el vatio). 

Solution 

r, = 6 m r 2 = r 3 = \/45 m 

Los modulos de las fuerzas que actuan sobre q son: 

qq x 10' 6 X 2 X 10' 6 

F, = Ko ——r— = 9 X 10 9 -- 5 X 10' 4 N 

r| 36 

qq 2 10' 6 X 3 X 10‘ 6 

F 2 = Ko-—r- = 9 X 10 9 -= 6 X 10' 4 N 

rj 45 

qq 3 10" 6 X 3 X 10' 6 

F 3 = Ko — 5 — = 9X 10 9 -= 6 X 10' 4 N 

r 3 45 


Siendo: 

*>= 0 ° 



COS</?2 = 


sen <£2 = — 


\/45 \/s 

3 __ 1 

V45 Vs 


COS ip} = — 


sen</?3 = — 


x/45 n/5 

3 1 


%/45 </s 


F, 


Fi, = 5 X 10' 4 N 

F|y = 0 

12 

Fu = —10' 4 N 

Vs 

6 

F 2 , =-10 4 N 

Vs 

•2 

Fj,=--10' 4 N 

Vs 

6 

Fjy = -—— 10 4 N 

Vs 


Fx = Fi, + F 2i + Fj, = 5 X 10' 4 N 
12 

Fy = Fly + F 2 y + Fjy = - 10'“ N 


12 


F = 5 X 1 O' 4 * —- 10'V N 

n/5 
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Problema 7. Si un vector forma con los ejes X e Y angulos de 60° y tiene de modulo 4 
unidades. Calcular 

1. Sus componentes coordenadas. 

2. Angulo que forma con el eje Z 


Solucion 

l. cr Metodo 

1) Sea a(x, y, z) el vector que nos piden, entonces: 


1 

x = flcosa = 4 —= 2 
2 


y = acosP = 4 —= 2 


a 2 = x 2 +y* + z 2 


z = s/a 1 -x 2 -/ = x/ 16-4-4 = 2v^ 


2 ) 


z sfl 

COS 7 = — = — => 

a 2 


7 = 45° 


2. 9 Metodo 


i i r r s/2 

cos 2 a + COS 2 /3 + COS 2 7 =1 => — -f — + COS 2 7 = 1 => cos 7 = \ l 1-— = —y =* 


7 = 45° 


x = acosa = 4-= 2 

2 


y = flcos /8 = 4-y—= 2 


n/2 


z = <2 cos 7 = 4—y = 2\fl 


Comprobaci6n 
a 2 = x 2 +y 2 + z 2 


a 2 = 4 + 4 + 4X2=16 


a = 4 


Problema 8. Un vector tiene por origen respecto de cierto sistema de referencia el punto 
O (—1, 2, 0) y de extremo P (3,-1, 2). Calcular: 

1. Componentes del vector OP. 

2. Modulo y cosenos directores. 

3. Un vector unitario en la direccion de el pero de sentido contrario. 

Solucion 

1) OP(x,y,z) 

x = 3 —(—1) = 4 

y = -1 — 2 = —3 

z = 2 — 0 = 2 


0P = 4i-3y + 2A: 
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2 ) 


0P = s/lfi+fT? = V4 2 + y + V = n/29 


4 

cosa =- 

V29 


3 

cos/3 = - 

n/29 


2 

COS 7 =- 

n/29 


OP 4 3 2 

— =-' + —7 =-j - 7 ^ k 

OP \/29 n/29 n/29 


Problema 9. Dados los vectores a (2,4, 6) y b (1,-2, 3). Calcular: 

1. El vector suma a + b , su modulo y cosenos directores. 

2. El vector diferencia a — b y el vector unitario que define su direction y sentido. 


1 ) 


Solucion 

a + = s (2 + 1, 4 — 2 ,6 + 3) = s (3, 2, 9) 

s= \/9 + 4 + 81 = \/94 


cosa = • 


x/94 


cos/? = 


x/94 


C0S7 = 


n/94 


2 ) 


a-b = d(2- l,4 + 2,6 —3) = d(l,6, 3) 

d 

d 


d=\f \ + 36 + 9= n/46 


1 6 3 

-f +-y H-A: 

V46 \/46 n/46 


Problema 10. Dados los vectores: a de modulo 3 y cosenos directores proporcionales a 
2,1 y —2, b que tiene de origen respecto de cierto sistema el punto O (— 1, —2, 1) y de 
extremo el punto P (3, 0, 2) y el vector c (2, 0, —3). Calcular: 

1. 2 a — 3 b + c 

2. | 3a-2b + 2c | 


Solucion 


Calculamos primeramente las componentes coordenadas de a y b. 
Si a (x x , y x , zj como: 


cosa cos/3 cos 7 


cosa = 


cos/3 = 


cos 7 = — 


2K 
K 
2 K 


que junto con: 


cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 7 = 1 
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nos queda: 


cos a = 


1 

4A? + A? + 4/^=l => K= — 


cos(3 = 


cos 7 = 


2 

I 

1 

1 

2 

T 


luego: 

jcj = a cosa = 2 

7,=a cos/? = 1 

z, = a cos7 = —2 

Si 6 fe, A z t ) entonces: 

x 2 = 3-(-1) = 4 
7 2 = 0 -(- 2 ) = 2 
z 2 = 2 - 1=1 


a (2, 1,-2) 


b (4, 2,1) 


1) 

2a = 4/ + 2y — 4 Ac 

-36 = - 12i-6y-3* 
c — 2 1 — 3 Ac 

2 ) 

3a = 6 /4- 3y — 6 Ac 

—26 = — 8 i — 4y — 2 Ac 
2 c = 4 1 - 6 * 


=> 


2 a — 36 + c = — 61 — 4y — 10 A: 


=> 3a —26 + 2c = 2i —y — 14Ac 


| 3a - 2fc + 2c | = V4 + 1 + 196 = ^201 


Problema 11 . Dados los vectores: a (1,-1, 2) y b (—1,3,4). Calcular: 

1. El producto escalar de ambos vectores. 

2. El angulo que forman. 

3. La proyeccion de b sobre a. 


Solution 


1) 


a • b = 1 (-1) + (-1) 3 + 2 X 4 = 4 


2 ) 


a • 6 = a b cosip 
a = \J\ + 1 + 4 = \/6 
b = Vl + 9+ 16= \/26 


a • 6 4 

=* COS<£ = -= - 

ab n /6 n/26 


= 4 > 


</> = 71° 19' 18" 
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3 ) 


a • b 


a • b = a proy a 6 => proy a 6 — 

a 



Problema 12. Demostrar que el vector unitario a , cuyos cosenos directores son: 
cosa = 1/3, cos/3 = 2/3 y cosy > 0 es perpendicular al vector b (6,-9, 6). 


Solucion 


«Para que dos vectores sean perpendiculares, su producto escalar tiene que ser cero.» 
Siendo: 


cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 7 = 1 
cos 7 > 0 


cos 7 = 


2 

3 


al ±,1,± 

V 3 3 3 


y como: 


1 

2 

2 

ab = — 6 + —(-9) + 

—6=2-6+4=0 

3 

3 

3 


queda demostrado que a y b son perpendiculares. 


Problema 13. Demuestrese que si la suma y diferencia de dos vectores tienen el mismo 
modulo, entonces son perpendiculares. 


Solucion 


Sean: 

vi = *, i + yj 

v 2 = x 2 i + yj 


Vi + v 2 = (x x + x 2 )i + (y x +y 2 )j 
V| - v 2 = (x { - x 2 )i + (y x — y 2 )j 


I Vi + v 2 1 = | v, - v 2 1 =* (*i + x i) 2 + (y\ +yi? = (x\~ x i? + (y\ ~yif 

4^2 + 47^2 = 0 => ^i+M = 0 

que establece que v, y v 2 son perpendiculares. 


v, • v 2 = 0 


Problema 14. Dados dos vectores a (2, 1, -3) y b (1,0, -2) hallese un vector unitario 
que sea perpendicular a ambos. 


Solucion 


Al ser aXb un vector perpendicular a ambos, el vector que nos piden tendra la misma direccion 
que aX b: 


1 j k 

2 1 -3 

1 0 -2 


aXb = 


= -2 i+j-k 


45 











el vector unitario es: 


aXb -2 i+j-k 2 1 1 

|aX*| v/4 + 1 + 1 \J6 \/6 \/6 


Problema 15. Dados los siguientes vectores: 

1 

a=- (21 + 3/ + 6j) 
1 

1 

b =—(3 *' — 6j + 2k) 
1 

1 

c = — (6* + 2 j — 3 k) 
1 

demuestrese: 

1. Que sus respectivos modulos valen la unidad. 

2. Que son perpendiculares entre si. 

3. Que c es el producto vectorial de a por b. 


Solucion 


1) 


a — Va , 2 + ~a} + a} ~ 

b = V*. 2 + T} + b} = 



MfMH 




= 1 


2 

= 1 


C — VCx 2 + Cy 2 H- Cl — 

2) Serd verdad si: 

ab = 0 




6-c = 0 


-y 1=1 


c • a = 0 


2 3 3 6 6 2 

a ' b — -1-- 0 

7 7 7 7 7 7 


6 • C : 


3 6 

77 


6 2 

77 


2 3 


7 7 


-= 0 


6 2 2 3 3 6 

c • a =-1-—-= 0 

7 7 7 7 7 7 
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3 ) 


3 2 + 6 \-^l 6 3 2 2 \- I 26 3 3 \ 6. 2. 3 

l 7 7 + 7 7 ) (77 7 7 ) y + ( 7 7 7 7 ) * ~7 ' + 7 7 “ 7 * ~ ‘ 


Problema 16. Si el producto vectorial de dos vectores a X b = 3« — 6j + 2k y sus 
modulos son 4 y \fl , respectivamente, calcular su producto escalar. 


a X b | = abstTup 


Solucion 

aXb | 


sen<p = 




|aX6| = N /49 = 7 ab — 4 \fl 

t , /-/ (| flX 6 |) 2 

a - b = abcosip = ab \J\ — senV = ab \ / 1 — - => 

V w 2 


a • b = x/W-(|aX6|) 2 = 3\/7 


Problema 17. Dados los vectores: a{ 2, -1,0), 6(3, -2, 1) y c(0, —2, 1). Calcular: 

1. (a + 6) • c 

2. (a - b) X c 

3. (a X b) • c (producto mixto) = abc 

4. (a • b) c 

5. (a X b) X c (doble producto vectorial) 


Solucion 


1) 

a + b = 5/ — 3j + k => ^ (a + 6) • c = 5 X OH- (-3) (-2) +1X1=7 


2 ) 

a — b = —i + j —k => 


(a — 6) X c = 


/ y k 
-l l -l 
0 -2 1 


= 3 1 + y + 2 Ac 


3) 

(aXb) = 


i j k 
2-1 0 
3 -2 1 


o tambien: 


= -i-2j-k 


(aX b) - c = (-1)0 + (-2) (-2) + (-1)1 = 3 


(aX b) • c — 



4) 

a • 6 = 2 X 3 + (-1) (-2) + 0X1=8 


(a*6)c=8c = —16/ + 8* 
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5) Teniendo en cuenta 3): 


(a X b) = 


(cXd) = 


(aXb)Xc = 


i j k 

-1 -2 -1 

0 -2 1 


= —4# +j + 2k 


Problema 18. Dados los vectores: a (1,0,-1), b( 1,3,0), c (2,-1,1) y d(0, 2, 1). 
Calcular: 

1. (a • b) (c • d) 

2. (a Xb) • (c X d) 

3. (a • b) (cX d) 

4. (aXfc)X(cXd) 


Solution 


1) a • /> = 1 X 1 +0X3 + (—1)0 = 1 

c • if = 2 X 0 + (-1) (-2) + 1 (-1) = 1 


(a-b)(c-d) = 1X1 = 1 


2 ) 

i j k 

1 0 -1 

1 3 0 


= 3 / —y + 3 Ac 


1 j k 

2 -1 1 

0 -2 -1 


= 3i + 2y-4* 


=* (a X b) • (c X d) = 3 X 3 + (-1)2 + 3(-4) = -5 


3) a • b = 1 

cXd=3i+2j—4k 


(a • b) (c X d) = 3 1 + 2j —■4 A: 


4) 


(fl X 6) X (c X rf) = 


i y * 

3-1 3 

3 2-4 


= -2i+/ + 9* 


Problema 19. Demuestrese que si a + b + c = 0, se verifica que aXb — bXc—cXa 


a + b + c = 0 


Solution 

c = — (a + b) 

b = - (a + c) 
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b X c = b X [~(a + b)] = {a + b)Xb = aXb + bXb = aXb 
c X a — [—(a + b)]X a = a X {a + b) = aX a + a X b = a X b 














Problema 20. Demostrar la identidad de Lagrange: ( a X b ) 2 + ( a • b ) 2 — siendo: 

(a X 6) 2 = (a X 6) • (a X b) y (a * ft) 2 = (a • b) (a • 6) 


Solution 


l. cr METODO 

Calculemos: (o X 6) • (c X rf) (Producto escalar de cuatro vectores) 


Llamando m = c X d y empleando las propiedades del producto mixto y del doble 
producto vectorial: 

(aXb)-(cXd) = m-(a Xb) = a-{bXm) = a-[bX(cXd)] = 
a - [(b - d) c — (b - c) d\ = (a - c ) {b - d) — (a • d) (b - c) 


Si se hace c = ayd = bst obtiene: 
(<a X bf = - (a • 6) 2 


(a X b) 2 + (a • 6) 2 = aW 


2. Q MfeTODO 


a • b = abcosip 


| a X 6 | = a£sen</> = a£\/l — cosfy = sjatb 1 — (a • b) 2 


y como: 


(a X 6) 2 = (flX6 )’(flXt) = (|flXi |) 2 


ya que e /producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado de su modulo; 
obtenemos: 


(a X b) 2 = aW - (a • by 


(a X b) 2 + (a • 6) 2 = a 2 * 2 


3. er METODO 


(aX by = (a X b) • (a X b) = (absent) 2 = a 2 tP- sen 2 </> 
(a • 6) 2 = (a- b) (a - b) = (abcosv) 2 = aW cosV 


sumando: 



Problema 21. Demostrar que el producto vectorial de cuatro vectores verifica. 
(aX b) X(cXd) = ( abd)c — (abc)d 
Solution 


Llamando: 


m = aXb 









tendremos: 

(aX b)X (cX cf) = mX (cX d) = (m • d)c-(m-c)d = [(aXb)-d\c- [(a Xb)-c]d = (abd)c - (abc ) d 



Problema 22. Definido un sistema de referenda cartesiana en el piano: OXY; y en el dos 
vectores unitarios cualesquiera u x y u 2 que forman los angulos a y P respectivamente con 
la direction positiva del eje OX. 

1. Demostrar que: 

u y = cosa i + senay 
u 2 = cos/?/ + sen/?y 

Calcular por aplicacion del producto escalar de ii, y u 2 los valores de cos(a — /?) 
Calcular por aplicacion del producto vectorial de w, y u 2 los valores de sen(a -/?) 

Solution 


ii, = xi + yj = Uycosai + M,senay = cos ai 4- sen aj 
u 2 = u 2 cosP i + u 2 stn($j = cos/2 / + sen fij 


2 ) 

ii, • u 2 = w,w 2 cos(a — p) = cos(a — 0) 
ii, • ii 2 = cosacos/2 + senasen/2 


cos(a ~ P) = cosacos/3 + senasen/2 


3) 


| w 2 X ii, | = w,w 2 sen(a — 0) = sen (a — fi) 


n 2 X ii, = 


i j k 

cosp sen/3 0 

cosa sena 0 


= (sena cos/3 — cosa sen P)k 


luego: _ 

sen(a — /3) = sena cos/3 — cosa sen/3 


Nota. —Para calcular el cos(a + P) y sen(a + /3), sustituir P por — /3; es decir: 
cos(a + P) = cos [a - (—/3)] = cosa cos (—p) + senasen(-/3) = cosa cos/3 — sena sen/3 
sen(a + P) = sen [a - (— >3)] = senacos(— p) - cosasen(— p) = sena cos/3 + cosasenj8 


Problema 23. Dados los vectores a (1, 3,-2) y ft (1,-1, 0). Calcular: 

1. Su producto vectorial. 

2. El area del paralelogramo que tiene a los dos vectores como lados. 

3. Un vector c, de modulo 6, perpendicular al piano en que se encuentran ay b. 


50 









Solution 


1) 


aXb = 


i j k 

1 3 -2 

1 -1 0 


= —2 / —2j —4fc 


2 ) 


3) 


/l = | a X 6 | = x/4 + 4 + 16 = \/24 = 2\/6 


aX6 —2i—2j—4k r 
c = 6-= 6---= v6 (—i —y —2 *) 


laXfc 


2n/6 


c (—\/6, —\/6, —2\/6) 


Problema 24. Calcular el volumen del paralelepipedo de la figura sabiendo que O (1,0,2), 
/l (3, 2, 4), 5 (2, 6, 8) y C (2, —3, 1), expresadas en metros. 

Solution 

a = OA = A - O = 2i + 2j + 2k 




b = OB = B- 

c = OC = C — 

y como: 


a x 


y=a-(bXc) = 

b x 



c x 

c> c 2 


2 2 2 
1 6 6 
1 -3 “1 


= 20 m 3 



Problema 25. Los tres vertices de un triangulo son: A (2,1,3), B (2— 1,1) y C (0, —2,1). 
Calcular: 

1. Area del triangulo. 

2. Angulo A 

Solution 


i) 

1 



5 = — |/42? X AC\ 

2 


/IB = B — /l = -2j-2k 


«• j k 


=> /4^X^C = 

<N 

1 

CN 

1 

O 

AC = C — A = -2i-2j-2k 


-2 -3 -2 


\ABXAC\ = \/4+ 16+ 16= n/36 = 6 
2 ) 

AB-AC- \AB | \AC\ cosA => 


= —2/ + 4j —4k 


S=—\AB X AC | =3 unidades cuadradas 


cos/1 =- 


AB AC 
\AB | \AC\ 


C ( 0 ,- 2 , 1 ) 
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AB AC = 0(—2) + (-2) (-3) + (-2) (-2) = 10 
\AB\ = s/4 + 4 = 2\fl 
\AC\ — n/4 + 9 + 4= \/T7 


COS/1 = 


10 


2n/34 


= 30° 57' 49" 


Problema 26. Tres vertices de un paralelogramo ABCD tienen por coordenadas: 
A (2, 0, 2), B (3, 2, 0) y D (1, 2,-1). Calcular: 

1. Las coordenadas del vertice C. 

2. Area del paralelogramo. 

3. Angulo en B. 


Solucion 



S = \AB X AD\ = n/ 4 + 25 + 16 = ^45 = 3\/5 unidades cuadradas 


C (2, 4-3) 


/ll? • y4D = 1 (-1) 4-2X24- (-2) (-3) = 9 
\AB\ = x/1 +4 + 4 = x/9 = 3 
|^Z>| = Vl + 4 + 9 = x/l4 


AB AD 3 

cos/4 = - = - 

\AB\ \AD\ y/\4 


A = 36° 41' 57" 


5= 180° - ^ = 143° 18'3" 



Problema III-27 


Problema 27. Deducir la ley de los cosenos de un triangulo, por medio del producto 
escalar. 


Solucion 

a = b + c 

multiplicandola escalarmente por si misma: 

a • a = (b + c) • (b + c) => a 2 = b 2 + c 2 + 2 b • c 
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y como: 


b • c = bccos(7r — a) = —bccosa 


I a 2 = b 2 + c 2 — 2bccosa 


Nota.— Para a = 90° (triangulo rectangulo): cosa = 0 


a 2 = b 2 + c 2 


(Teorfma de Pitagoras) 


Problema 28. Deducir la ley de los senos de un triangulo por medio del producto vector. 


Solucion 


l. cr METODO 

El modulo del producto vectorial de los vectores v y v' es el area del paralelogramo que tiene v y 
v' como lados. Las areas de los paralelogramos A CBE y A BFC son iguales (igual base y 
altura) con lo que: 


luego: 


\aXb\ = \b X c\ 

a c 

absenC = bcsenA => - = - (1) 

servl senC 


tambien las areas de los paralelogramos A BCD y A BFC son iguales, luego: 

\aXc\ = \bXc\ 


con lo que: 

a b 

acsenB = bcsenA => - = - (2) 

sem4 seni? 


igualando (1) y (2) nos queda: 


a b c 
senA sen B senC 



E 

Problema III-28 


2.® MfcTODO 

Los modulos de los productos vectoriales de dos cualesquiera de los lados son iguales, pues 
representan el doble del area del triangulo: 

\aX b\ = \bX c\ = \cX a\ => absenC = bcsenA = casenB 

dividiendo por a be: 

absenC bcsexhA casextf 

abc abc abc 

Problema 29. Demostrar que las alturas de un triangulo se cortan en un punto. 

Solucion 


abc 
servl sen# senC 


l. cr METODO 

Hay que demostrar que CO es perpendicular a AB o sea que OC • AB = 0. Teniendo en cuenta 
que dos de las alturas se cortan en O. 
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de (3): 


CA = OA — OC 
AB = OB — OA 
BC = OC — OB 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 



Problema III-29-l. a 


BC 0/4=0 = OC • OA - OB • OA 


de (I): 

CA OB = 0 = OA OB - OC OB 

OC OA-OB OA+OA OB-OC-OB = 0 => OC[OA-OB\ = 0 

de (2): 

OA — OB = -AB 

OC (-AB) = 0 => OC AB = 0 c.q.d. 



2 5 METODO 

Tomamos como hipotesis que la alturas AP y C£) se corian en O. Si demostramos que 
OB - AC = 0 tendremos demostrado lo que queremos: 

OB AC = -v40) • (AO + OC) = AB AO + AB OC -AO 2 - AO OC 

y como: 

AB AO = AO proy aoAB = AOXAP = AO (AO + OP) 

AB • OC— 0 (por hipotesis) 

AO OC = AO proyecAo OC=AOX OP 
Sustituyendo: 


Problema III-29-2. 3 


OB - AC = AO (AO +OP) -AO 2 — AO X OP =0 c.q.d. 


3.' r METODO 

Supongamos que las alturas que parten de B y Cse cortan en O (x, y); tendremos que demostrar 
que BC es perpendicular a AO, o lo que es lo mismo BC • AO = 0; en efecto: 

En la figura se ve que: 


* = *3 => OfeyJ y PfeO) 


y tambien: 


y = co tag a = (x 2 — x-J - 

y 3 


BC = (x 3 - X 2 J i + yj 


AO = x 3 1 + (x 2 - x$) - j 

y 3 


BC • AO = (x 3 — X 2 )x 3 + y/x 2 — xj -= 0 c.q.d. 

y 3 
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Problema 30. Se tienen tres vectores no coplanarios OA = a, OB — b y OC = c. 
Designamos por M el punto medio del segmento rectilineo AB y por G el baricentro 
del triangulo ABC se pide obtener razonada y sucesivamente: 








1. Expresion de OM en funcion de a y b. 

2. Expresion de MC en funcion de OM y c, asi como la de GC en funcion de MC. 

3. Expresion de OG en funcion de a, b y c. 


1) 


2 ) 


Solution 


a = OM+ MA 
b — OM + MB 
MA = -MB 



a + b 

=> 

OM = 

2 


MC = c — OM = c 

a + b 

2 




2 2 

GC= —MC = — 

3 3 

L_ 1 

L 2 J 



Problema III-30 


3) 


OG 


2 [ a 
= c — GC = c — — \ c — — 


+ 6 


a + b + c 


(coordenadas del centro de gravedad de un triangulo). 


B) TEORIA DE MOMENTOS 

-FORMULARIO- 

MOMENTO DE UN VECTOR CON RESPECTO A UN PUNTO: Es Un Vector: 


V (Px Py P 2 ) 

N=rXv = OPXv 

= P — O X v 

i j 

k 

P(xyz) 

=> N=rXv = 

x- x 0 y~y 0 

Z — Z 0 

0(x 0 ,y 0 .Zo) 


Px Py 

V z 


MOMENTO DE UN VECTOR CON RESPECTO A UN EJE: Es un escalar 


K = proy c (r X v) 

(r vector de posicion de v respecto a cualquier punto del eje). 

Si cosa, cos/3, cosy son los cosenos directores del eje, entonces: 


K = 


cosa cos/3 

x~Xa y~y 0 


cosy 

z-z 0 

V 7 . 
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RESULTANTE DE UN SISTEMA DE VECTORES DESLIZANTES. MOMENTO 
RESULTANTE DEL SISTEMA: 

R = iv N=I r ,Xv, 

1=1 1=1 

Cambio de centro de reducci6n (de O a O'): 

N=N+OOXR 

Eje central: «Es el lugar geometrico de los puntos del espacio para los 
cuales el momento del sistema es mi'nimo, o lo que es lo mismo, el 
momento del sistema tiene la misma direccion que R». 

Su ecuacion es: 

N x + R y z — Rtf _ N y + R z x — R x z _ N z + Ry — R y x 
Rx Ry Rz 


Torsor: Se define asi al conjunto de vectores (/?, 7Vr) en el que R es la 
resultante del sistema de vectores y Nr el momento minimo (que como 
ya hemos dicho tiene la direccion de R) cuyo valor es: 

NR 

Nr = - R 

R 2 


Problema 31. El origen de un vector es el punto A (3,-1, 2) y su extremo 
Z? (1, 2, 1); calcular su momento respecto a C (1, 1,2). 



= 2/ + 2j + 2k 


Problema III-31 Problema 32. El punto de aplicacion del vector v (6,-3, 4) es el P (3,-6, 2) refe- 

ridos a un sistema OXYZ. Calculese: 

1. Momento del vector respecto al origen O. 

2. Momento del vector respecto al punto O' (2, 3, 1). 
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Solution 


1 ) 

r = OP=3i-6j+2k 



i 

y 

k 


N=rXv= 

3 

-6 

2 

= —18/ + 27 k 


6 

-3 

4 



P( 3,-6, 2) 


2) Se puede hacer el problema de dos formas: 

a) 


7V' = yy + OOXR 


0'0 = 0- 0 =-2i-3j- k 
R = v 


Luego: 

b) 

r' = r-00' 



f 

y 

k 

O O X R = 

-2 

-3 

-1 


6 

-3 

4 


= - 15i + 2y + 24* 



JV’ = -33/ + 2y+51* 


r' = i — 9j+k => N’ = r' X v — 


' J 
1 -9 

6 -3 


= -33i + 2y + 51* 


Problema 33. Hallar el valor de la expresion: a X N c siendo: a (2,-1, 2), 
b (1,~2, 1) y N c el momento del vector b aplicado en el punto B (2, 3, 1) con 
respecto al punto C (1, 1, 1). 


Solution 


1." METODO 


r=CB = B-C=i+2j 



i 

y 

k 


N c = rXb = 

1 

2 

0 

= 2 i-j- 


1 

-2 

1 



i 

j 

k 


a X N c = 

2 

-1 

2 

— 6/+ 12> 


2 

-1 

-4 



2? MkTODO 

Por la propiedad del doble producto vectorial: 

a X N c = a X (r X b) = r (a • 6) — b {a • #*) 


a (2 -1,2) 

6(1-2, 1) => 
r( 1 , 2,0) 

Sustituyendo: 

aXM = (« + 2y)6 


• b = 2 X 1 + (—1) (—2) + 2X 1 =6 

• r = 2 X 1 + (—1) 2 + 2X0 =0 


(«-2y + *)0 = 6i+ 12y 
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Problems 34. Dados los vectores deslizantes: v, (3, 2,-3) y v 2 (6,-3, 2) que pasan 
por los puntos P x (2,-6, 4) y P 2 (4,—1,-1), respectivamente. Calculese: 

1. La resultante del sistema de los dos vectores. 

2. El momento resultante con respecto al origen. 

3. El momento resultante referido al punto O' (2,-1, 5). 


Solucion 


1 ) 

2 ) 

N = r, X v, + r 2 X v 2 = 

3) 


R = v, + v 2 = 9 i-j-k 


r, = 2/ — 6y + 4/c 
r 2 = 4f- j— k 


O’O X R = 


l 

-2 

9 


N' = N+ O'OXR 
O 0 = 0-0' = -2i+j-5k 

k 

= — 6i — 47j — 1 k 


J 

1 -5 

I I 


f 

j 

k 


i 

y 

k 

2 

-6 

4 

+ 

4 

-l 

-1 

3 

2 

-3 


6 

-3 

2 


= 5i + 4y + 16 /c 


N' = — i — 43y + 9 k 


Problems 35. Dados los vectores v, (—2, 3, 1) y v 2 (—1, 3, 2) ambos aplicados en 
el punto P (2, 3, 2). Calcular el momento del sistema respecto del punto A (—1, 0, 2) 
y compruebese que la suma de los dos momentos es igual al momento de la resul¬ 
tante respecto de A aplicada en P. 


Solucion 


r = AP=P-A =3/+ 3y 



i 

j 



i 

j 

it 

^ ^ = r Xv, + rX v 2 = 

3 

3 

0 

+ 

3 

3 

0 


-2 

3 

1 


-1 

3 

2 


Siendo la resultante: 


N=rXR= 


R= v, + v 2 = —3i + 6y + 3Ac 


i j k 

3 3 0 

-3 6 3 


= 9/ — 9y + 27k 


= 9i — 9y + 27 k 


Problems 36. Dado el vector v (3,-6, 8) cuyo origen es el punto P (2, 1,-2); 
Calcular su momento respecto al eje: 

















x — 2 
2 


izl 

3 


z —3 
6 ~ 


Solucion 

La direccion de una recta en el espacio viene determinada por sus cosenos directores 
(cosa, cos/3, cosy) que son las componentes coordenadas del vector unitario e° que perte- 
neciendo al eje nos define su direccion. Si el eje pasa por un punto O (xo. y<>, z () ) y su 
direccion viene definida por e su ecuacion sera: 

x - xo y-yo z- zo 
costt cos/3 cosy 


La ecuacion de la recta dada es de la forma: 

x - xo y-yo z- zo 

a b c 


cosa cos/3 cosy \/cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 y 


\Ja 2 + tP- + c 2 


cosfi = 


\J a 1 + P + c 2 
b 


\Ja 2 4- b 2 4* c 2 


Vfl 2 + V- + c 2 


cosy = 


sja 2 + b 2 + c 2 


luego en nuestro problema: 

2 

cost* =- 


cos/3 =- 

7 


cosy = 


Como el punto O (2, 5, 3) pertenece al eje, entonces: 


N c = 


coscf cos/3 cosy 


2 

3 

6 


7 

7 

7 

x — xo y—yo z-zo 

= 

0 

-4 

-5 

V* Vy V Z 




8 



3 

—6 
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Problema 37. Calcular el momento del vector v (1 —3,2) de origen P (1, 1 ,0) respecto 
al eje que pasa por los puntos A (l, 0,-1), y B (2, 1, 1). 

Solucion 

La ecuacion del eje es: 

x — 1 y -0 z+ 1 ^ x~ 1 _ y _ z+1 

e 2 - 1 " 1 -0 1 + 1 1 _ 1 _ 2 
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luego: 


cosa 


cos/3 


cosy 


con lo que: 


N c = 


1 

7^ 

i -1 
i 


n/6 


1 

7^ 

1-0 

-3 


cos/3 = 


cosy = 


n/6 

o-(-i) 

2 


1 

V6 

1 

W 

2 

V6 


4 


Problema 38. Dado el sistema de vectores: 

v, (3,-6, 2) de origen P x (1, 3,-2) 

v 2 (2, 4,-6) de origen P 2 (3,-2, 1) 
v 3 (1,-1, 1) de origen P 3 (1, 3, 0) 
encontrar la ecuacion del eje central y el momento imnimo. 


Solution 


El vector resultante sera: 


R = v, + v 2 + = 6/ — 3j — 3 k 

El momento resultante respecto del origen de coordenadas sera: 

N = r, X v, + r 2 X v 2 + r 3 X v 3 


r x X v, = 


r 2 X v 2 = 


r 3 X V 3 = 


y 

3 

-6 

y 

-2 

4 

y 

3 

-1 


k 

-2 

2 

k 

1 

-6 

* 

0 

1 


= — 6/ — 8y — 15A: 


= 8 / + 20y+ 16* 


= 31 — j — 4 A: 


JV=5/ + 11 y — 3 A: 

sustituyendo en la ecuacion del eje central nos quedara: 


5 - 3z + 3y 


11 - 3jc - 6z —3 + 6/ + 3x 


-3 


-3 
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NR 


N R = 5X6+11 (-3) + (-3) (-3) = 6 
R 2 = 36 + 9 + 9 = 54 


jVr= - R 

R 2 



Problema 39. Dado el sistema de vectores deslizantes: 

v, ( 1, 2, 0) que pasa por el punto P { (1, 1, 1) 

v 2 (—1,—1, 1) que pasa por el punto P 2 (2, 2, 2) 

v 3 ( 0, 1, 1) que pasa por el punto P 3 (0, 1, 2) 

v 4 ( 2, 2, 2) que pasa por el punto P A (1, 0, 1) 


calcular el torsor del sistema. 


Solution 


El vector resultante del sistema es: 

= v, + v 2 + = 2/ + 4/ + 4* 


Calculemos el momento resultante del sistema respecto del origen de coordenadas: 


N, = 


*2 = 


N,= 


N„ 


i j k 
1 1 1 
1 2 0 

1 j k 

2 2 2 
-1 -1 1 

/ j k 
0 1 2 
0 1 1 

/ j k 
1 0 1 
2 2 2 


= -2 i+j+k 


= 4 i— 4 j 


= -2i + 2k 


- i —3y + 3 k 


como: 


N • R = 2 (-1) + 4 (-3) + 4 X 3 = -2 

■=> 

NR 

M, -- R = - 

1 1 2 
—— /? = ——*——y— 

2 

— k 

^2 = 4+16+16 = 36 


R 2 

18 9 9 
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C) CALCULO INFINITESIMAL VECTORIAL* 
-FORMULARIO- 


DERIVADA DE UN VECTOR RESPECTO A UN ESCALAR: 


Av v(r+A/) _ v(0 

v' = li'm -— h'm - 

At = 0 At At - 0 At 


las componentes coordenadas de v' seran: 

dv x dv y 


Px = 


dt 


p = 


dt 


Pz = 


dv z 

~dT 


dv 

~dt 


Propiedades: 

a) Si v = v(s) y s = s(t) obtenemos que: 

dv dv ds 

dt ds dt 

b) Si v(/) = a(t) + b(?) tendremos: 

dv da db 

- = - + - 

dt dt dt 

c) Si a(t) =j{t)b(t) tendremos: 

da _ df 
~dT ~ ~dt 

CONSECUENCIAS: 

1) Si v(t) = v(t)u siendo u = v(t)/v(t) (vector unitario en la direccion v) 
podremos escribir 


+/- 


db 

~dT 


( 1 ) 


dv 

~dt 


d(vu) du dv 

- = p - + - 

dt dt dt 


2) Si v es tal que v = vu y v es constante en direccion (u no varia) 
tendremos: 


* Los problemas referentes a operadores se veran en el capi'tulo X (Teoria de Campos). 



























du 


-=0 


dv 


dv 


dt dt dt 

la derivada de v es pues un vector en la direccion de v. 

3) Si v es constante en modulo: 


dv dv du 

—— =0 ^ - = -v 

dt dt dt 


este vector es perpendicular al 

d(i' 2 ) d(v • v) 

dt ~ dt 


vector v. En efecto: como v • v = v 2 derivando: 

dv 


dv dv 
v- + 


dt 


dt 


\ — 2v • 


dt 


■ = 0 


luego si v • dv/dt = 0 tendremos que vy d v/dt son perpendiculares. 

4) Como consecuencia de las propiedades 2 y 3 si v no conserva constante 
ni modulo ni direccion, la igualdad (1) demuestra que la derivada de v es la 
suma vectorial de dos vectores, uno en la misma direccion que v y otro 
perpendicular a ella. 

5) Al ser u un vector unitario, conserva constante el modulo, tendremos por 
la propiedad 3: 


du 

~dt~ 


-= 0 


luego uy du/dt son siempre perpendiculares. 
d) Derivada del producto escalar: 


d{a ■ b) 
dt 


= a 


db 

~dt~ 


+ 


e) Derivada del producto vector: 

d(a X b) 


dt 


= aX 


db 

~dt~ 


da 

~dT 


+ 


da 


■Xb 


Consecuencia: 

La condicion que cumple un vector de direccion constante es tambien que: 


vX 























En efecto: si v= vu tendremos que 

dv dv 


dt dt 


u 


luego 


dv dv dv , w v 

v X -= vu X- u = v —— (w X u) = 0 

dt dt dt K 


Integracion: 




I =1 v(t)dt = Km 2 v(t)At 


en funcion de sus componentes coordenadas: 

/=/*+/,+/, = f +f +j b 


c.q.d. 


Problema 40. Demostrar aplicando el concepto de li'mite de un vector las formulas: 


r/(a • ft) 

db 

- f* • 

+ 


• h 

dt 

•— U 

dt 

dt 

u 

d{a X 6) 

dt 

X 

a 

II 

+ 

dr 

Xb 


Solution 


Teniendo en cuenta que la derivada de una funcion = f(x) con respecto a la variable es por 
definicion: 


dy 

- = lim - 

dx Ax-0 Ax 


= lim 

Ax-0 


f(x+Ax)-f(x) 
Ax 


y que la derivada de un vector v = v(t) con respecto a la variable escalar / es por definicion: 

dv A v v(t + At) — v(t) 

- = lim - = lim - 

dt At-o A / At-o A/ 


Supongamos que a = a(t) y b = b(t). Si llamamos p al escalar a • 6: 

dp d(a-b) A p a(l + At) - b(t + At) - a(t) • b(t) 

- = - = lim-= lim-—- 

dt dt At-o A t At-o A/ 


Sumando y restando al numerador a(t + At) • b(t) nos queda: 
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lim 

At-0 


aft + At) ■ bft + At) - aft + At) ■ bft) + aft + At) ■ bft) - aft) ■ bft) 


At 


bft + At) -bft) aft + At)-aft) 

lim aft + At) -+ lim --- ' bft) 

a i-o At At 


A1 tender At — 0 la funcion a(t + At) tendera a a(t) luego: 


d{a • b ) db da 

- - = a • - + - • b 

dt dt dt 


c.q.d. 


El calculo para el producto vectorial es el mismo sin mas que sustituir el • por X. 


Problema 41. Dado el vector: a = A (cosatf i + structJ) donde Ay a) son constantes y t 
es la variable escalar independiente, se pide: 

1. Hallar su modulo y la derivada de este. 

2. da/dt y \da/dt\ 

3. Demostrar que a y da/dt son perpendiculares. 


Solucion 


1 ) 

a = yjA'tcjo&ujt + Ahzn 2 (x)t = A 

Siendo el modulo del vector a constante la derivada del modulo sera nula. 


2 ) 


da 

dt 

da 

~dt 


— A (— (ustnuti + ouCQS(otj) = A to( sencw /1 + coscoty) 


= \JA 2 when 2 cut + A 2 (o 2 cos 2 a>t = Aw 


3) Seran perpendiculares si: 



en efecto: 


a • -= —A 2 wsenwtcoswt + A 2 w sen<o/cosa>f = 0 

dt 


lo cual tenia que ocurrir, puesto que «todo vector de modulo constante es siempreperpendicular 
a su vector derivada». 


Problema 42. Si v es un vector funcion de un parametro t demostrar que: 

1. Si v es constante en direccion, entonces v X dv/dl = 0 

2. Si v es constante en modulo, entonces v • dv/dt = 0 
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Solution 


En general: 


dv d(vu) du dv 

- = -= v - + - u 

dt dt dt dt 


1) Si v es constante en direction u no varia 

du dv dv 

- =0 => - = - u 

dt dt dt 

luego la derivada del vector v es un vector en la direction de v en consecuencia: 

c.q.d. 


dv 

vX - =0 

dt 


2) Si v es constante en modulo v 2 tambien lo sera, luego: 

d(v 2 ) d{v' v) dv dv dv 

0 =- = -= v •- + - • v = 2v • - 

dt dt dt dt dt 


luego: 


dv 

v - =0 

dt 


c.q.d. 


Problema 43. Dados los vectores: a (2t, sen t, 0), b (0, 2cos/, f). Calcular: 


d(a + b) 

2. 

d(a ■ b) 

3. 

d(a X b) 

dt 

dt 

dt 

d\a X b\ 

5. 

d { d ° -b) 

6. 

d / aXb 

dt 

dt ' dt ' 

dt ' a • b 


1) 

2 ) 

3) 


Solution 


a -f b = 2/i 4- (sen t 4 2cos t)j + Pk 

a • b = 2sen/cos/ = sen2r => 


=> 

d(a 4 b) 

-= 2/ 4- (cosf - 2sen t)j -\-2tk 

dt 

d{a • b) 

= 2cos2 / 
dt 



aXb = 


i 

21 
0 


j 

sen / 
2cos/ 


k 

0 
i 2 


= Psenti — 2Pj 4- 4tcostk 


d(aXb) 

-= (2/senr 4 Pcost)i - 6Pj 4- (4 cost —4/ sent) k 
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4) 


\a X b\ = x/^sen 2 / 4- 4 z 6 4- 16/ 2 cos 2 / 


5) 


6 ) 


X b\ 4/ 3 sen 2 / 4- 2/< sen/cos/ 4- 24Z 5 4- 32 /cos 2 / — 32/ 2 cos/sen/ 


dt 2\/^sen 2 / 4- 4 f 6 4- 16/ 2 cos 2 / 

12/ 4 4- 2/2 sen 2 / 4- 16cos 2 / 4-/ t 2 - s) sen2/ 
\// 2 sen 2 / 4- 4Z 2 4- 16cos 2 / 


da 

-= 2 1 4- cos//' 

dt 


da 


— 

• 6 = 2cos 2 / 

dt 


aXb 

/2sen/ 

a • b 

sen2/ 


d I da \ 

-I -• b = - 4cos/sen/ = -2sen2/ 

dt \ dt I 


2/ 3 4/cos/ / 2 2/ 3 2/ 

i--y 4-- -k = - —- i- - —j+ - k 


sen2 / 2cos/ sen2/ 


sen/ 


— 1 

f oXi \ 

dt ' 

i / 


4/cos/ 4- 2/2sen/ 6/sen2/ — 4/ 3 cos2/ 2sen/ — 2/cos/ 

I - --- j 4-- r -it 


4cos 2 / 


sen 2 2/ 


sen 2 / 


Problema 44. Dados los vectores: a (fi, t, 1) y b (1, /, / + 1). Calcular: 

1 . J (a + b) dt 2. J (a • b) dt 3. f(aXb)dl 

Solution 


1) 


a + b = (t 2 + l)i + 2/y4-(/+2)* 


J(a 4 -b)dt = ij(t 2 4- l)dt + j J^dl 4- k J(t 4- 2 )dt = | —-— 4- / 4- Ci ji 4- (Z 2 4- C 2 )j 4-1 — - - 4-2/4- C 3 jifc 


2 ) 

a*^ = /24-/2-f/4- l =2/2 4-/4- 1 

3) 


f(a • 6)tf/ = f( 


2/ 3 / 2 
(2/ 2 4-/ 4- l)rf/= —4-— 4-/4-C 


a X b = 


i j k 

0- l 1 

1 / /-hi 


= /2f + (-/ 3 -/2+ l)y*4- (fi-t)k 


{(a X b)dt = ( +, + 4' + (^- _ 4- +C >)* 




























Problema 45. Dado el escalar (funcion de punto): a = x 2 yz + 3 x 2 z — y; calcular la 
integral de linea: 


a dr 


(dr — dxi + dyj + dzk) 


a lo largo de la curva y — x 2 , z — 2, cuando se pasa desde el punto A (1,1,2) al B (2,4,2) 

Solucion 


J a dr = ij adx + jj ady 4* fcj adz 


como: 


j c adx = jW* + 3 x 2 z-y)dx =jW 4- 6x 2 - x 2 )dx =^(2x 4 4- 5x 2 )dx = [ — 4- — j* = 

J Q dy =J (x 2 yz 4- 3 x 2 z — y)dy =J (ly 2 4- 6y — y)dy = J (2y 2 4- 5 y)dy = ^ — y— 4- — y- j = —— 


(x 2 yz 4- 3 x 2 z — y)dz = 0 
por tanto: 




361 ., 159 . 

- i 4- - j 

15 2 


Problema 46. Dado el vector (Vector campo): v = (x +y) 2 i + xyj\ calcular la integral 
(circulation): 

J v • dr (dr — dxi + dyj) 

a lo largo de la recta y = x + 1 desde el punto >1(0,1) al 5(1,2) 

Solucion 


como: 


J v • dr = j (v x dx 4- Vydy) = J v x dx + J v y dy 
j v x dx=J (x 4- y) 2 dx = J (2x4- l)dx = [x 2 4- x]' 0 = 2 

];=f 


por tanto: 
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Problema 47. Dado el vector: v = (x — z) 2 i + xj + (y — z ) 2 k ; calcular la integral de 
linea: 

J* v X dr {dr = + dyj + rfz/c) 

a lo largo de la curva x=/ 2 , z = 0, cuando se pasa desde el punto A (1,1,0) al B (4,2,0). 

Solution 


J vXdr = ij (Vydz — v z dy) + jj (v z dx — v x dz) + kj (v x dy — v y dx) 

J v y dz = J xdz = 0 

J v x dz = 0 

];■* -jy - w-fy *-[f r■ -f 
f~- WrI-f 


Por tanto: 


[ v X dr = — -Z— i + 

Jc 3 
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Capitulo IV 

CINEMA TICA - MOVIMIENTOS DEL SOLIDO 


A) DEFINICIONES FUNDAMENTALES: MOVIMIENTO UNIDIMENSIONAL, 
PLANO Y EN EL ESPACIO DE LA PARTICULA 

- FORMULARIO-1 


Radio vector o vector de posici6n: 

r = xi + yj + zk 

Vector velocidad: 


ds 0 dr 

v = - x = - 

dt dt 


dx 

~dt 


/ + 



dz 

—— k = v x i + vj + v z k 


Vector aceleraci6n: 


dv cPr dv v 2 

a = -=-=-t° +- n° = a, + a„ 

dt dt 2 dt p 


p = radio de curvatura. 

Vector velocidad angular: 

dip 

<o = —j— n° 
dt 

n. s es el vector unitario normal al piano en que se realiza el giro en el instante 
considerado. 


Vector aceleraci6n angular: 

da 

a = - 

dt 


Relacion modular entre las velocidades y aceleraciones 

ANGULARES Y LINEALES: 

v = ojR a r — aR a n = w 2 R 
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Problema 1. Un automovil ha ido de la ciudad A a la B distantes entre si 180 km en 3 h, 
y sin perdida de tiempo retoma en 3,5 h. 

1. ^Cual es la «velocidad media» en el trayecto de ida? 

2. £Cual es la «velocidad media» en el trayecto de vuelta? 

3. ^Cual es la «velocidad media» en el trayecto ida-vuelta? 


1 ) 

2 ) 

3) 


Solucion 


v= 180/3 = 60 km/h 


v= 180/3,5 = 51,4 km/h 


2X180 

v = -= 55,4 km/h 

3 + 3,5 


Problema 2. La formula que da la posicion de una particula que se mueve en trayectoria 

recta, escrita en el SI es: x = 7 1 3 — It 1 + 3 / — 1. Calcular: 

1. Ecuacion de la velocidad. 

2. Ecuacion de la aceleracion. 

3. Espacio recorrido por la particula en el tercer segundo. 


1) 

2 ) 


Solucion 


v = dx/dt = 21/ 2 -4/ + 3 


a = dv/dt = d 2 x/dt 2 = 42/ - 4 


3) En el instante / = 2 s, la distancia de la particula al origen de los espacios sera: 
x 2 = 7X8-2X4 + 3X2-l=53m 

y para / = 3 s sera: 

*3 = 7X27 — 2X9 + 3X3 — l = 179m 

luego el espacio recorrido sera: _ ' 

* = jc 3 — * 2 = 126 m 


Problema 3. Un punto material se mueve en trayectoria recta de tal forma que, en cada 
instante, el valor de su velocidad queda determinado en el si por la funcion: v — 250 — 10/ 
determinar: 

1. La velocidad inicial, vq. 

2. La velocidad en los instantes / s = 5sy/io = 10 s. 

3. Instante en que la velocidad es nula. 

4. Velocidad del movil para t = 30 s. 

5. Determinar la ecuacion que relaciona la distancia al origen y el tiempo, suponiendo 
que el punto esta en el origen cuanto t = 0. 

6. Distancia al origen, contada sobre la trayectoria, cuando el punto tiene velocidad nula. 

7. Distancia del origen, medida sobre la trayectoria para / = 30 s. 

8. iC omo calculariamos en general el camino recorrido sobre la trayectoria cuando en el 
la velocidad ha cambiado de sentido? 
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Solution 


1) 

2 ) 


/ = 0 


Vo = 250 m/s 


Vi = 250 - 50 = 200 m/s 
Vio = 250 — 100= 150 m/s 


Observemos que el movil disminuye de velocidad conforme transcurre el tiempo. 

3) 

4) 


0 = 250 - 10/ 


/ = 25 s 


» 3 o = 250- 10X 30 =- 50 m/s 


El movil retorna hacia el origen a una velocidad de 50 m/s los 30 s de iniciado el movimiento. 
5) v = dx/dt = 250 — 10/ => dx = 250 dt - \0l dt 


si hacemos: 


La ecuacion pedida es: 


: = j 250dt —j 


/ = 0 


10/ dt = 250/ — 5Z 2 + C 
=> xo = C = 0 


jc = 250/ — 5/ 2 


6) Como / = 25 s (apart ado 3): 

7) 


| jt = 250 X 25 — 5 X 25 2 = 3 1 25 


x ~ 250 X 30 5 X 900 = 3000 m 


El movil en los 25 primeros segundos se ha alejado del origen y llega al reposo, recorriendo 
3 125 m. Durante los 5 s siguientes se acerca al origen quedando a una distancia de el, medida 
sobre la trayectoria, de 3 000 m. (Ha recorrido, por tanto en su vuelta, del segundo 25 al 30, una 
distancia de 125 metros hacia el origen). 

8) Nos bastaria calcular el espacio recorrido desde el instante origen (/ = 0) hasta el instante en 
que el movil se detiene (3 125 m apartado 6) y sumarle el espacio recorrido desde este hasta el 
tiempo final; en nuestro caso tal espacio es 125 m como hemos deducido en el apartado 7. 

El camino total recorrido sobre la trayectoria es: s, = 3 125 + 125 = 3 250 m. Equivalente este 
camino a: 

vdt - vdt = [250 X 25 - 5 X 25 2 ] - [250 (30 - 25) - 5 (30 2 - 25 2 )] = 3 250 m 

JO J 25 

El signo menos de la segunda integral obedece a que buscamos camino total sobre la trayectoria 
y considerando que del segundo 25 al 30, el movil va en sentido contrario al que marcha desde 
/ = 0 a / = 25 s. 

r 

En resumen: Para obtener la distancia al origen, sobre la trayectoria, resolveremos la integral: 

x=J vdl 

(indicandonos / 0 y / los instantes inicial y final). 

Para obtener el camino sobre la trayectoria, realizaremos la integracion para diversas etapas, 
cambiando el signo de la integral cada vez que el movil cambia de sentido por adquirir 
velocidad nula. Asi, en los instantes /,, /* / 3 (comprendidos entre / 0 y /) el movil cambia de 
sentido, por adquirir v = 0 en cada uno de ellos, el camino sobre la trayectoria es: 












Problema 4. La ecuacion de la velocidad de una parti'cula que se mueve en trayectoria 
recta, viene dada en el si por: v = 4Z 2 — 6/ + 2. Sabiendo que en el instante t = 0, xo = 3 m. 
Calcular: 

1. Ecuacion de la posicion en cualquier instante. 

2. Ecuacion de la aceleracion. 

3. La velocidad del movil en el origen de los tiempos. 

4. Aceleracion media entre los instantes / = 1 s y t — 2 s. 


Solucion 


l) 


v = dx/dt 


dx = (4Z 2 - 6/ + 2)dt 


f 

/ = 0 


4/ 3 

(W -6t + 2)dt= --3/2 + 2 t + C 


=> 

jc =- -3/2+ 2/+ 3 

J 3 

n 

ii 

z 

ii 

OJ 


3 


2 ) 

3) 

4) 


/ = 0 

/= 1 s 
/ = 2 s 


a = dv/dt = 8/ — 6 


v = vo = 2 m/s 


v, = 0 
v 2 = 6 m/s 


a = 


*2- v \ 
At 


= 6 m/s 2 


Problema 5. Una parti'cula que posee un movimiento rectilineo recorre un espacio de 
7 m antes de empezar a contar el tiempo, y cuanto / = 2 s posee una velocidad de 4 m/s. Si 
la ecuacion de su aceleracion escrita en unidades del si es: a = 3/ 2 — 1. Calcular: 

1. Ecuacion de la velocidad y posicion. 

2. La velocidad media de la particula entre los instantes t = 2s y / = 4s. 

3. Distancia al origen de los tiempos cuando t =7 s. 


1) 


a — dv/dt 


Solucion 

dv = (3t 2 -\)dt 


'=j(3t>- 


1 )dt 


v = t*-t+C 

v = dx/dt 


t = 2s 

4=8—2+C 
=> dx = (t 3 — t — 2)dt 


=> c — vq = —2 m/s => v = / 3 — t — 2 




2 )dt 


1 


x — - 


1 

/ = 0 


1 1 

-/ 2 —2/ + C 


=> 

r- 

+ 

<N 

1 

1 

II 

X 

2 

C = xo = 7 m 


4 2 


2) / = 2 s => x 2 = 5 m 

t = 4 s => x 4 = 55 m 
El espacio total recorrido en los dos segundos sera: 

x =jc 4 — x 2 = 50 m => 


= 50/2 = 25 m/s 


















3) 


x' = x-x 0 = 



— t 2 - 2/ = 561,75 m 
2 


Problema 6. El movimiento de un punto material en trayectoria recta viene dado por la 
ecuacion escrita en el sistema CGS: x = e 3 ' — 5. Calcular: 

1. Las expresiones de la velocidad y aceleracion en funcion del tiempo y de la position. 

2. Valor de la aceleracion en el origen de los tiempos. 

3. Valor de la velocidad en el origen de los tiempos. 

Solucion 


1 ) 


v = dx/dt = 3 e 3 ' = 3 (x + 5) 


a = dv/dt = 9e }, = 9 (x + 5) 


2 ) 


/ = 0 


a 0 = 9 cm/s 2 


3) 


/ = 0 


v 0 = 3 cm/s 


Problema 7. La velocidad de una particula que se mueve en trayectoria recta esta dada 
por la ecuacion: v = 7 / (1 + t 2 ) SI. Calcular las expresiones del espacio y de la 
aceleracion en funcion del tiempo sabiendo que el origen de tiempos y de espacios 
coinciden. 


Solucion 


f f 7 

/ = 0 



J vdt =J i + 2 dt — 1 arctagf + C 

x 0 = C = 0 


x — 1 arctag/ 


dv 

14/ 

a ~ ~dt~ ~ 

(i + / 2 > 2 


Problema 8. Un movimiento rectilineo es tal que su velocidad viene dada en funcion del 
desplazamiento por la ecuacion: v = 3 x + 1. Hallar sus ecuaciones horarias sabiendo que 
el origen de espacios y tiempos coincide. 


Solucion 


v=3x+\ = 


dx 

~dt~ 


dx 

3*+ 1 


= dt 


-j ln(3.x+ 1) = / 4- C 
t = 0 => x = 0 


C = — In 1 = 0 
3 


luego: 

— ln(3x+ 1) = / 
3 



por lo tanto: 


v = dx/dt = e 3 ' 


a — dv/dt = 3 e y ‘ 
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Problema 9. La ecuacion de l a acelera cion en funcion de la velocidad de una particula 
en trayectoria recta es: a = 3 \/ 1 — v 2 , sabiendo que el movil parte del reposo y que el 
origen de tiempos y espacios coinciden; calcular las ecuaciones de este movimiento 
(* = x(t), v=v(t) y a = a(t)). 


dv 


a= -= 3x/l “I 


dt 


Solucion 


dv 

V 1 - v 2 


= 3 dt 


arcsen v = 3t + C, 
/ = 0 => v = 0 


luego: 


arcsen v = 3t 


v = sen 3/ 


a = 3 \J \ — sen 2 3/ = 3 cos 3/ 


C, = 0 


y como: 

v — dx/dt — sen 3 tdt 

luego: 


dx = sen 3 tdt 


x= — y cos 3 / + C 2 
t - 0 => x = 0 


x = — (1 — cos 3/) 
3 



Problema 10. La variacion de la aceleracion de la gravedad con la altura viene 
dada por la formula: 

GMq 

8 (Ro + h) 2 

y cuando h — 0 entonces |g| = = 9,8 m/s 2 . Teniendo en cuenta esta expresion, 

calcular la velocidad inicial v 0 que habria que darle a un cuerpo (sin propulsion 
autonoma) para que lanzado desde la superficie terrestre ascienda una altura vertical 
de 4000 km. (Radio terrestre R 0 = 6000 km, y supondremos nula la resistencia del 
aire). 


Solucion 


Las ecuaciones diferenciales que caracterizan este movimiento rectilineo son: 
dh 

dh 


g = 


dt 

dv 

~dt~ 


dt = - => v dv = gdh 


sustituyendo e integrando: 

GM 0 


v dv = — 


dh 


GM 0 


(Ro + h) 2 2 

cuando v = 0 entonces h = H = 4000 km, luego: 


■ + C 
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+ C => C — - 


0 = 


GM 0 

R 0 + H 


GM 0 
*0 + # 


con lo que: 


■ = GM 0 


1 


1 


L R 0 + h R 0 + H J 


= GM 0 


// — /z 


(/? 0 + h) (R 0 + H) 


h = 0 


v= v 0 


GMa 


go = 


^o = 


2g 0 R 0 H 
Ro + H 


2 X 9,8 X 6 X 10 6 X 4 X 10 6 


(6 + 4) 10 6 


— 6858 m/s 


Problema 11. La aceleracion a de una particula que se mueve en el eje X viene 
expresada en funcion de la posicion por la formula: a = — oj 2 x, cuando x = 0 
entonces v = v 0 y t = 0. Encontrar las expresiones de la velocidad v y de la posi¬ 
cion x en funcion del tiempo. 


Solucion 


En el problema anterior hemos obtenido la ecuacion diferencial para todo movimiento 
rectilineo: 

v dv = adx 

sustituyendo el valor de a obtenemos: 

v dv = — a> 2 xdx 


integrando: 



2 


+ C, 


/ = 0 
x = 0 
v=v 0 


luego: 

v = 

separando variables podemos poner: 


v 


Vq — <jj 2 x 2 = dx/dt 


dx 

\/ y 0 2 - (x) 2 X 2 


= dt 



integrando: 

1 ojx 

- arcsen - = t + C 2 

(V v 0 


t = 0 
x = 0 


C 2 = 0 


desjxjando x nos queda: 


x = - sentu/ 

(X) 


dx 

V = -= V 0 COS(xxt 

dt 


El problema se puede resolver teniendo en cuenta que: 
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d 2 x 
~dt* 


= — (x) l X 


d 2 x 


-+ (v 2 x = 0 


ecuacion diferencial de segundo orden cuya solution general es: 
x = A sena> t + B cosoj t 

luego: 

v = A co cos cot — Boo sencot 


Las condiciones de contomo nos dan: 

x = 0 = B 


t = 0 


luego: 


^0 



x = - sencot 


v = v 0 cosa )t 

co 



Problema 12. La aceleracion tangencial de un punto movil queda determinada en 
el CGS por la funcion: a T = 6 — 2 1 Para / = 0, v 0 = 0. Calcular: 

1. La expresion general del modulo de la velocidad. 

2. Modulo de la velocidad para / = 1 s. 

3. En que instantes la velocidad es nula. 

4. ^Que aceleracion tangencial tiene el movil en tales instantes? 

5. ^Cual es el modulo de la velocidad a los 10 s de iniciado el movimiento? 


Solucion 


1) 


> = I (6 — 2t)dt = 61 dt — 2 j tdt = 6t — t 2 + C 


para t — 0 


C = v Q = 0 


v = 6t — t 2 


2 ) 


v = 6 — 1 = 5 cm/s 


3) 


0 = 6t-t 2 = t(6-t) 


*i = 0 

t 2 = 6 s 


4) 


a, = 6 cm/s 2 


a 2 = 6 — 2X6 = — 6 cm/s 2 


Observese que, aunque la velocidad es nula, la aceleracion no lo es; en el primer instante 
(/, = 0) el movimiento es acelerado y en el segundo es decelerado. 


5) 


v = 6 X 10 - 10 2 = 60 - 100 =- 40 cm/s 


El signo menos nos indica que el punto se mueve en sentido contrario a como initio su 
movimiento. 
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Problema 13. Una particula describe una trayectoria circular de 3 m de radio. El 
arco descrito en cualquier instante viene dado por: / = t 1 + / + 1 (Giorgi). Calcu- 
lar a los 2 s de iniciado el movimiento: 

1. El arco. 

2. El angulo. 

3. El modulo de las velocidades lineal y angular. 

4. El modulo de las aceleraciones tangential, normal y angular. 


Solution 


/ = 4 + 2 + 1=7m 






V = l/R = i- (/2 + « + 1) = 

— rad 

3 


v = dl/dt = 2/4- 1 = 

: 5 m/s 


a> = dip/dt — v/R = — (2/4- 1) = — rad/s 

3 3 

a T = dv/dt = 2 m/s 2 

(El movimiento es circular y uniformemente acelerado) 



(2 /+ l ) 2 
R 


-m/s 2 

3 


dw 

a T 2 

OL — ■ 

=- = -rad/s 2 

dt 

R 3 


Problema 14. Una particula se mueve sobre una trayectoria plana, cuya ecuacion 
expresada en el si es: / = x 2 + x + 1; para x = 1 m entonces v y = 3 m/s. 
Calcular el vector velocidad en ese momento. 


Solution 


y = x 2 + *+ 1 


dy 

dx 


= 2*4- 1 


dy/dt 

dx/dt 


Vs 

v x 


luego: 


v = i 4- 3/ m/s 


Vy 

Vs = - : - 

2x + 1 


3 

2 + 1 


= 1 m/s 


Problema 15. Una particula describe una trayectoria cuya ecuacion en el si viene 
dada por: r — (t 2 + t + 1) i — (3/ 3 + 2 t 2 )j. Calcular: 

1. El vector velocidad en cualquier instante. 

2. El vector aceleracion en cualquier instante. 

3. El vector velocidad media en el tercer segundo. 

4. El vector aceleracion media en el tercer segundo. 

Solution 


1) v — dr/dt = (2t + I) i — (9t 2 + 4/)^ 


a — dv/dt = 2i — (18/ -f 4 )j 


2 ) 































3) y 4) 


t 2 = 2 s 


' 3 = 3s 


r 2 = 7i —32y'm 
v 2 = 5/— 44/m/s 


f 3 = 13/ — 99y m 


v 3 = 7 / — 93j m/s 


Ar r 3 — r 2 

v= - = - =6/-67/ m/s 

A/ / 3 -/ 2 


A v v 3 — v 2 

a = - = - = 2 / — 49y m/s 

A/ / 3 -/ 2 


Problema 16. La ecuacion que nos define la trayectoria de una particula en un 
piano OXY y referida a O como origen, viene dada por: r = 5/1 + (10\/3/ — 5 t 2 )j 
(Giorgi), queremos determinar: 

1. La ecuacion de la trayectoria escrita^ = f(x) y su representation grafica. 

2. Expresiones del vector velocidad y del vector aceleracion. 

3. Modulos de la aceleracion tangential y normal para t = 1 s. 


Solution 


r = xi + yj 


1) A1 ser: 

x=5t 

y = 10 \f3t-5i 1 
despejando / en la primera y sustituyendo en la segunda: 

JC 2 


t — - => y = 10\/3-— 5- 

5 5 25 

que es la ecuacion de una parabola que pasa por el origen. 


y = 2s/7>x-—x t 


2 ) 


v x = dx / dt = 5 m/s 

v y = dy / dt — 10 (\/3 — /) 

a x = dv x / dt = d 2 x / dt 2 = 0 

fl y = dv y / dt = d 2 y / dt 2 = -10 m/s 2 


v = 5/ + 10 (\/3 — /)y 


a = — 10/ m/s 2 



3) Calculo de la aceleracion tangencial: 

v = V v} + ^ = ^25+ I00(n/3-/) ! = 5^ 1 +4(V3-0 2 

luego: 

/- d dv r - 

v 2 = 25[\ +4(V3-0 2 ] => -<V 2 ; = 2*-= —25 X 8 (v3 — /) 

dt dt 
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dv 

a. =- 

dt 


25X8(\/3 -/) 


20 (\/3 — <) 



2X5 




/) 2 


para / = 1 s obtenemos para valor del modulo: 

a T = 8,2 m/s 2 

Calculo de la aceleracion normal: 

Teniento en cuenta que: 

a = V a 2 + a 2 => = \J a 2 + a] 


Problema IV-16-2/ 


y como: 

a = \J a\ + a 2 = 10 m/s 2 

sustituyendo nos queda: 

a„ = V 10 2 - 8,2 2 = 5,7 m/s 2 

La figura nos representa el vector aceleracion total (paralelo al eje Y) y sus componentes 
intrinsecas. 


Problems 17. Una particula se mueve en trayectoria plana; siendo las componentes 
coordenadas del radio-vector que define la position de la particula en cualquier ins- 
tante: x = 2t 2 — 3, y = t 3 — 2t+ 1 expresadas xe/enmy/en s. Calcular: 

1. Vectores velocidad y aceleracion. 

2. El modulo de las componentes intrinsecas del vector aceleracion para / = 1 s. 

3. El radio de curvatura en dicho momento. 

4. Velocidad de la particula en el punto A (5,5) 

Solution 

r = (2/ 2 -3)i + (/ 3 -2/+ l)y 


1) 


v = dr / dt = 4/i + (3/ 2 — 2 )j 


a = dv / dt = 4 1 + 6tj 


2 ) 


dv 


2v -= 36/ 3 H- 8/ 

di 


v 2 = 16/ 2 + (3 1 2 - 2) 2 = 9/ 4 + 4Z 2 + 4 
dv 


18 / 3 + 4 / 


dt 


\J + 4/ 2 + 4 


para / = 1 s: 


22 

7n 


m/s 2 


como: 


a 2 = 16 + 36/ 2 
/ = 1 s 


a 2 = 52 m 2 /s 4 


con lo que: 

22 2 400 

a 2 = a 2 — a 2 = 52 —- = -m 2 /s 4 

17 17 


An 


20 

7n 


m/s 2 
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luego: 


3) 


4) 


a« = v 1 / p 
t = Is 

x = 5 
^=5 


22 20 
a = — T° + — -n° 
x/T7 \Jvj 


=> p = v 2 / a n 



\i\f\i 

=> v 2 — 17 m 2 /s 2 


p = m 

20 

5 = 2t 2 — 3 




c _ n 1 


=> t = 

2 s (Solucion comun) 


v = 8 i+ 10 j m/s 


Problema 18. Un movimiento de trayectoria plana es tal que: x = 1 + stunt, 
y = t — cos7r / (Giorgi). Calcular: 

1. Vectores velocidad y aceleracion. 

2. El modulo de las componentes intrinsecas del vector aceleracion para t — 2 s 

3. Valor del radio de curvatura en tal instante. 


l) 


Solucion 

r — (1 4- sen7r/)f 4- (t — cosnt)j 


v = dr / dt = 7r cos7r/i 4- (1 + 7r sen7r/)y 


a = dv/dt=n 2 (—sen7rfi -h cos7r/j) 


2 ) 


V 2 = 7T 2 COS 2 7T/ + (1 H- 7TSen7T/) 2 = 1 + 7T 2 4- 27rsen nt 


dv 

2v -=27r 2 cos7r/ 

dt 


7T 2 COS7T / 


V 1 4- 7r 2 4- 27rsen nt 


para / = 2 s nos queda: 


y como: 


\/ 1 4- 7T 2 


m/s 2 


a 2 = 7T 4 m 2 /s 4 


An = \ / 7T 4 - 


1 + 7T 2 V 1 + 7T 2 


m/s 2 


\J \ + n 2 


(X° 4- 7rn°) m/s 2 


Comprobar que los modulos de los dos vectores aceleracion obtenidos son identicos. 
3) 


a n = v 2 / p 

=> 

7 r 3 1 4- 7T 2 

=> 

(1 + 7T 2 ) 3 ' 2 

t = 2s 


\/ 1 4- 7T 2 p 


7T 3 
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Problema 19. La ecuacion que define la trayectoria plana de un punto movil es: 
y = x 2 — 9 (Giorgi); y la abcisa en funcion del tiempo es de la forma: x = 2t — 3 
(GiORGl). Calcular: 

1. Expresiones del vector de position, del vector velocidad y del vector aceleracion. 

2. Valores de los modulos de las aceleraciones tangencial y normal en el instante 
/ = 2 s. 


Solucion 


l) 


= — 9 = (2/ — 3) 2 — 9 = 4/ 2 

v = dr/di = 2i + (St- 12 )j 


12 r 


r = (2l — 3)1 + (4/ J - 1207 


a = dv / dt = Sj m/s 2 


2 ) 

W = 4 + (8/-12) 2 => 2vdv/dt= 16 (8r — 12) 

8 ( 8 /- 12 ) 
r_ \J 4 H- (8 / —12) 2 
/ = 2 s 


32 


16 


x/20 v/5 


m/s 2 


a 2 = 64 m 2 /s 4 


=> 


a 2 = a 2 


16 2 64 

- a 2 = 64 -- = -m 2 /s 4 

5 5 


8 


16 8 

fl n = —t=- m/s 2 
\/5 

=> 

a = —7=- x° + —-r n ° 
x/5 >/5 


Problema 20. Supongamos un movimiento circular de radio 27 cm y cuyo espacio 
(/) (distancia sobre la propia curva, a un origen tornado en ella), queda determinado 
por la ecuacion: / = 3 + t + It 2 , en que el espacio esta medido en cm y el tiempo 
(t) en segundos; se trata de determinar el vector aceleracion en el instante t = 2s. 

Solucion 



a T =4cm/s 2 


Problema IV-20-1. 3 


l. cr Metodo 

Calculemos el modulo de la velocidad derivando el espacio con relacion al tiempo: 


v = dl/di= 1 +4 1 

t = 2 s 


v = 1 + 8 = 9 cm/s 


La aceleracion normal o centripeta tiene por valor: 

*„ = !*//? = 81 / 27 = 3 cm/s 2 

Calcularemos el modulo de la aceleracion tangencial derivando v, con respecto al tiempo: 

a, = dv / dt = 4 cm/s 2 

En la direccion del radio y con sentido hacia el centro dibujaremos el vector aceleracion 
centripeta (3 cm/s 2 ) y tangente a la curva y en el sentido del movimiento (si este es acele- 
rado) o en sentido contrario (si es decelerado) la aceleracion tangencial (4 cm/s 2 ); en 
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nuestro caso este ultimo vector tiene el sentido del movimiento por ser positiva la acelera¬ 
cion tangencial. El vector a, resultante de los trazados, es el vector aceleracion, cuyo 
modulo es: 

a = V 3 2 + 4 2 = 5 cm/s 2 


y forma con la normal a la curva un angulo ft cuya tangente es: 


a T 4 

tag/3 = — = — 
fln 3 


quedando asi determinado en modulo, direction y sentido el vector aceleracion. 


2.® Metodo 

Tomando el origen de un sistema de coordenadas en el centro de la circunferencia trayec- 
toria y el origen de arcos en el punto P de la Fig. tenemos que en cualquier instante: 

/ 3-F/H-2/ 2 

* R R 


x = Roosip 
y — Rstiup 


R = R (cos<^i + sen <pj) 


dR dip 

v =-= R -(—sen <pi + cos <pj) 

dt dt 

d*ip I d<p \ 2 

a = R -(—setupi + cos ipj) + R - (—cos<pi — sen <pj) = 

dt 1 \ dt ) 



y como: 


nos queda: 


dip 1 

~dt~ ~ ~R 


(4/+1) 


d 2 ip 4 
~dR — ~~R~ 


\ (4 / + 

L R 


l ) 2 


COS ip 


i + 


(4 /+ l) 2 

4cost/? — - sen</? 


]> 


y para / = 2 s y R = 27 cm, se obtiene: 

3 + 2 + 2X4_ 13 
~27 “ "27~ 


^ = 


-rad 


a = — 4,51 i 4- 2,155y cm/s 2 


a — \J a 2 + a 2 — 5 cm/s 2 



Problema IV-20-2. 8 


Problema 21. Una parti'cula se mueve sobre la curva y = fix) = 3x 2 con veloci- 
dad constante de 1 m/s. Un foco luminoso situado en el punto (6,0), medidas estas 
coordenadas en m, sigue al movil proyectando una sombra sobre el eje OY. Deter- 
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minar la velocidad de esa sombra cuando la particula se encuentra en un punto de 
abcisa x = 1 m. 



Problema IV-21 


Solution 

Los triangulos PQR y POA son semejantes, luego: 


r\-y _ jn_ 
x a 


ay 

=> r? = - 

a — x 


para a — 6 m e y — 3x 2 queda: 

18* 2 


y como: 

dx 

V x = -= VCOSifi 

dt 

tag</> = /'( 1) 
f'(x) = 6x 



216*-18x 2 dx 
(6 — jc) 2 dt 


tag <p = 


6 


dx l 

-= —— m/s 

dt n/37 


COS<£ = 


1 

7W 


luego para * = 1 m: 


216-18 1 
25 n/37 


= 1,3 m/s 


Problema 22. Si el radio vector que nos define la position de una particula viene 
dado por: r = (3/ 2 — 5)i + e x j + sen 7 rtk. Calcular las expresiones del vector 
velocidad y del vector aceleracion. 


Solution 


v = dr / dt = 6 ti + e l j + 7rcos nik 


a = d 2 r / dl 1 = 6 i + e'j — n 2 str\nlk 


Problema 23. El radio vector de un punto movil queda determinado por las 
siguientes componentes: x = 4 + 3/, / = / 3 + 5, z = 2/ + 4/ 2 , en las 

que jc, z vienen expresadas en cm y el tiempo en s. Determinar la velocidad y la 
aceleracion del punto en el instante / = 1 s. 

Solution 


r = (4 + 3 0* + (/ 3 + 5 )j + (2 1 + 4/ 2 )* 
v = dr/<// = 3f + 3/ 2 y + (2 + 8 l)k a = dv /dt = 6/y + 8* 


t = 1 s 


v = 3 1 + 3y -I- 10* cm/s 
a = 6y + 8* cm/s 2 
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Problema 24. El vector velocidad del movimiento de una particula referido a un 
punto O (velocidad definida por un observador en O) viene dado en el si por: 
v ~ (2/ + 8)i 4- 6j + (6 1 2 8) k. El vector que nos define la posicion del punto 

origen de tiempos sobre la trayectoria es: ro — 4/ + 3j — 6 k m. Determinar: 

1. El vector velocidad inicial y su modulo. 

2. El vector velocidad para t = 5s. 

3. La expresion del vector de posicion en cualquier instante. 

4. La distancia del movil al origen O. (Distancia a que se encontraria el movil, de 
un observador colocado en el origen de los vectores de posicion) 1 s despues de 
haber empezado a contar el tiempo. 


Solucion 


i) 


2 ) 


3) 


i = 0 


vo - 8< + 6j — 8k m/s 


•'o — V Ppjj + v 0 y + v 0 , = \/ 64 + 36 + 64 m/s — 13 m/s 


t = 5 s 

=> 

1 v = (2 X 5 + 8)i + 6/ + (6 X 25 — 8)A: = 

= 18/ + 6/ + 142* m/s 

v x = dx / dt 

=> 

x = I v, dt = (2t + 8) dt = r 2 + 8r + C, 

J J 

/ = 0 





C, = jco = 4 m 


v y = dy / dt 

=> 

y =J v y dt =J 6 dt = 6 t + C 2 

■? " 

II o 

II 

U) 

3 


v z = dz / dt 

=> 

z=j v, dt =j (6t 2 - 8)dl = 2t 3 - 8t + C 3 

/ = 0 

C 3 = z 0 = — 6 m 



4) 

luego: 


r = (f 2 + 8< + 4)f + (6/ + 3)y + (2/ 3 — 8< — 6)Ar 


r=ls => r = 13/ + 9j — \2k 

d= r = 77+7+^ = V 169 + 81 + 144 m = 20 m 


Problema 25. El vector aceleracion de un particula referido a un punto O (vector 
aceleracion definido por un observador en O) viene dado por: a = 2(18/ 2 + 1)/ + 9j 
(Giorgi). En el origen de los tiempos (t = 0) la velocidad es nula y el vector de 
posicion de este punto de la trayectoria es: r 0 = 4y + 6 k m. Se trata de determinar 
el vector velocidad y el vector de posicion de la particula en cualquier instante. 

Solucion 

Calculo del vector velocidad: 

o, = rfv,/<* = 2(18/ 2 + 1) => v, = |2(18/ 2 + \)dt= 12r 3 + 2/ + C, 


x = t 2 + Sl + 4 


y = 6t + 3 


z = 2t 3 — 8t — 6 
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/ = 0 

o 

II 

J 

ft 

=> C, =0 => = 12/ 3 + 2/ 

fly = dv y / dt = 9 m/s 2 

=> v y =j9d( => i 

; y = 9 / + C 2 

O O 

II II 

N 

aT 

“a 

II 

a 

^ Voy = 0 

=> = C 3 

=> C 2 = 0 => Vy = 9/ 

t = 0 

=> V oz = 0 

=s> 

C 3 = 0 => Vz = 0 

v = 2 (6/ 3 + /)« + 9/j 

Calculo del vector de posicion: 

i 

r 

v x = <ix/<* = 2(6r 3 + /) 

* *=J 

[ 2(6/ 3 + t)dt = 3/ 4 + / 2 + CY 

t = 0 

=> Xo = 0 

=> C,' = 

0 => x = 3/ 4 + r 2 


On 

II 

— 

II 

=> H 

^ 9/<* = 4,5r 2 + Ci 

/ = 0 

=> /o = 4m 

=> C 2 = 

4 m => j> = 4,5/ 2 + 4 


v 2 = dz / dt = 0 

=> z = C 

»/ 

/ = 0 

=> zo = 6 m 

=> Q = 

6 m => z = 6 m 


r = (3/ 4 + f 2 )* + (4,5/ 2 + 4)y + 6* 


Problema 26. El vector aceleracion de una parti'cula en movimiento viene expre- 
sado en el si: a = 6ti — 2k, inicialmente la parti'cula se encuentra en P 0 (1, 3,-2) m 
y transcurridos 3 s su velocidad es: v = 3/ + 2j — 6 k m/s. Calculese el vector 
velocidad y el vector de posicion en cualquier instante. 

Solution 

v = J adt = j (6/i — 2k)di = (3/ 2 + Cji + C-J 4- (“2/ + C 3 )/c 
/ = 3 s => v = (27+ C I )i + C 2 / +(-6+ C 3 )ik 


que comparada con la expresion dada: 


27 + C,= 3 => C, = —24 m/s 

C 2 = 2 m/s 

—6 + C 3 = —6 => C 3 = 0 


v = (3/ 2 — 24)i H- 2j — 2tk 


r =l vdl =l 


[(3/ J - 24)f + 2 j - 2ik)dt = (/’ - 24/ + C,')i + (2/ + Qy + (-f 2 + Q* 
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/ = 0 


C[ — Xq— 1 m 
C{ = y 0 = 3 m 
C; = z 0 = — 2 m 


=> 


r = (/ 3 — 24/ + 1)/+(2/+ 3)7 — (/ 2 + 2)Ac 


Problema 27. Las componentes coordenadas del vector que nos define la trayecto- 
ria de una particula son en el si: x = 3/ 3 — 5 ,y — 6 t 2 — 1, z = 4/ 3 — 6 . Calcu- 
lar los modulos de la aceleracion tangencial y normal para / = 1 s. 

Solution 

r = (3/ 3 — 5)i + (fit 1 - 1) + (4/ 3 - 6 )k 
v= 9/ 2 i+ 12</+ 12/ 2 * 
a = 18/i 4- 12y + 24/Ac 

^ 2 = 81 / 4 + 144/ 2 + 144/ 4 = 225 / 4 + 144/ 2 


dv 

2v -= 900/ 3 + 288/ 

dt 


<*r = 


450/ 3 + 144/ 
n/225/ 4 + 144/ 2 


450/ 2 + 144 
V225/ 2 + 144 


para / = 1 s su valor sera: 


594 

a r = — t -— m/s 2 —31 m/s 2 
s/m 


y como: 


fl 2 = 324/ 2 + 144 + 576/ 2 = 900/ 2 + 144 


para / = 1 s : 


a 2 = 1044 m 2 /s 4 


luego: 


a„ = V1044 — 31 2 = 9 m/s 2 




a = 31-c° + 9/i° m/s 2 


Problema 28. El vector velocidad del movimiento de una particula viene dado por: 
v — (3/ — 2) i + (6/ 2 — 5)j + (4/ — 1) Ac (Giorgi) y el radio vector que nos 
define el origen de los tiempos es: r 0 = 3i — 2j + k m. Calcular: 

1. La expresion del radio vector en cualquier instante. 

2. Ecuacion del vector aceleracion. 

3. Modulo de las aceleraciones tangencial y normal para / = 1 s. 


Solution 


l) 


V<# = ( y/2-2/ + C, j / + | 2/3 — 5 / + C 2 j/ + | 2/ 2 — / + C 3 j /c 


87 














/ = 0 


C, = x 0 = 3 m 
C 2 =y 0 =-2 m 


Q — z o — 


1 m 



3 

—/ 2 -2/+3 
2 


2/ 3 -5 / 



2/ 2 — / + I 


2 ) 


a = dv/dt = 3i + 12 // + 4 k 


3) 

y 2 = (3/ - 2) 2 + (6/ 2 - 5) 2 + (4/ - l) 2 
para / = 1 s: 

y = \fU m/s => 


=> 2y dv/dt = 6 (3 / - 2) + 24/ (6/ 2 - 5) + 8 (4/ - 1) 


dv 6 + 24 + 24 27 

a = — =-—- = —m/s 2 

dt 2\fu \/TT 


y como: 

a 2 = 9 + 144/ 2 + 16 
/= 1 s 


a 2 = 169 mVs 4 


luego: 


/ 27 2 


27 

fl n = a / 169 — -— 10 m/s 2 

=> 

fl = — 7 =^ T° + 10 n° 

V u 


sfn 


B) MOVIMIENTO DEL SOLIDO RIGIDO 
-FORMULARIO- 


Velocidad 


Aceleracion 


v' = v + <0 X PP' 


d co 


a' = a + - XPF + ((oXoXPP') 

dt 


Eje instantaneo de rotacion: «Es el lugar geometrico de los puntos 
Q tales que: 

0 = v + <o X PQ <=> v = X <2P 

siendo P un punto cualquiera del solido y v su velocidad.» 
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Problema 29. Un disco de radio R = 1 m rueda sin deslizar por un piano horizon¬ 
tal y en un instante dado, su centro P tiene una velocidad de 10 m/s en la direccion 
indicada en la Fig. se pide: 

1. Demostrar que es cierta la relation v = cuR en la que v es la velocidad lineal de 
Py (x) la velocidad angular del disco. 

2. Determinar cual es el eje instantaneo de rotacion. 

3. Calcular la velocidad de los puntos A, B, Cy D que se indican en la Fig. 

Solution 


B 



1) A1 rodar el cuerpo sin deslizamiento (Fig. 1.*), mientras el centro P recorre una dis- 
tancia ds el disco gira un angulo dip de tal forma que un arco ds de su circunferencia 
entra en contacto con la superficie horizontal, luego: 


ds = Rdip 


ds dip 

- -R - 

dt dt 



Problema IV-29 


2) El eje instantaneo de rotacion sera perpendicular al piano en que se encuentra el 
disco (Direccion del eje OZ en la Fig.) y cortara a este en un punto Q (x, y, 0) tal 
que tendra que verificar: 


0 = v+<OXPQ v = (OX QP 


en la Fig.: 
v v, 0, 0 



QP = P-Q = (x 0 ~x)i + (R-y)j 


v = 


vi = 


i 

0 


j 

0 


k 

v 

~R 


x 0 — x R —y 0 



luego: 

v v 

vi= — (R-y)i- — (x a - x)j 
R R 


=> 


v = — (R-y) 
R 

-^Xo-x) = ° 


y = Q 

x = x <j 


Q 0,0) 


lo cual era previsible ya que la velocidad de ese punto es nula. Este eje se desplazara 
durante el movimiento del disco, pasando en cualquier instante por el punto de contacto 
con el piano. 


3 ) 


Conocida la velocidad v del punto P y co podemos calcular la de cualquier otro P 
del disco puesto que: 

v' = v + (O X PP 


a) Calculo de v A : 
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ofr 


v A = V 4- <0 X PA 


B ** 



Problema IV-29-2. 8 


PA (-R, 0, 0) 




/ 

j 

k 

=> 

v A = vi 4* 

0 

0 

V 

~R 



-R 

0 

0 


Va = vi 4- vj = 10/4* lOy m/s 


Va = 10\/2 m/s 


b) Calculo de v B : 
v H = v 4- <0 X PB 

PB (0, R. 0) 




/ 

j 

k 


vi, = vi 4- 

0 

0 

V 

~R 



0 

R 

0 


vh = vi 4- vi = 2 vi = 20/ m/s 


Vh = 20 m/s 


c) Calculo de vc : 
v ( = v+mxpc 

PC (R, 0, 0) 




/ 

j 

k 

=> 

v c = vi 4- 

0 

0 

V 

~R 



R 

0 

0 


vc = vi — vj = 10/ — lOy m/s 


Vi = Va = 10n/ 2 m/s 


d) Calculo de vd, llamando r = 30 cm y a = 60° : 


v i) = v 4- €0 X PD 

PD (rcosa, rsena, 0) 

=> 

vi> = vi 4- 

1 

0 

rcosa 

j 

0 

rsena 

k 

V 

~R 

0 

/ rsena \ 

rcosa 

( 3J3 \ 

3 


V|> = v 1 14- - / — ^ 

’ - j - 

= 10 4- — 

— /- 

—y m/s 

=> 

\ R J 

R 

\ 2 

\ I 

2 



vi> = 12,7 m/s 


Todas estas velocidades tambien se podrian calcular ulilizando las formulas: 

v A =iOXQA Vn=i&XQB v ( =c OX QC v„=6>X0D 


= \to 


60 

\ 

v'\ 


Problema 30. En un instante determinado una barra de 3 m de longitud se mueve 
en un piano horizontal (Plano de la Fig.). Su extremo P tiene una velocidad de 1 m/s 
y forma un angulo de 45° con la direccion PP'\ sabemos tambien que su extremo F 
tiene una velocidad en ese instante tal que foma un angulo de —60° con la misma 
direccion, se pide calcular: 

1. La velocidad V del extremo P\ 

2. La velocidad angular en ese instante de todas las particulas que forman la barra. 

3. Posicion del eje instantaneo de rotacion. 


Problema IV-30 



























Solution 


1) Como el campo de velocidades de cualquier solido en movimiento es Equiproyectivo 
(«Cualquiera que sean dos particulas del solido en movimiento, las proyecciones de 
sus vectores velocidad sobre la recta que las une, en nuestro caso la barra, son iguales 
en magnitud y signo») las proyecciones sobre PP' de las velocidades v y v' (compo- 
nentes segun el eje OX en el sistema referenda! escogido en la Fig.) tendran que ser 
iguales: 

v x = vli = vcosa 

y como: 

Vy Vy 

tag/3 =- = - => Vy = vcosot tag/3 

v% vcosa 


luego: 


v' = vcosa / + vcosa tag/3 j 


Sustituyendo valores: 


, y /2 . n /6 . , 

v =-i —- j m/s 

2 2 


v' = \Jl m/s 


2 ) 


v = v+tdXPP' 


v' ( vcosa, vcosa tag/?, 0) 
v ( vcosa, vsena, 0) 

PP (4 0, 0) 



o x 

Problema IV-30-1.* 


el eje instantaneo de rotacion tiene que ser perpendicular al piano en que se mueve la 
barra, y por tanto: 

to (0, 0, <o) 


luego: 


vcosa i + vcosa tag/3 j = vcosa i + vsena j + 


‘ j 

0 0 

/ 0 


k 

(X) 

0 


vcosa tag/3 = vsena + Ioj 


oj = v 


cosa tag/3 — sena 
/ 


cosa tag/3 — sena 

to = v - k 

l 


Sustituyendo valores: 


to = 



n/2(n/3+ 1) 
6 


k rad/s 


3) El eje instantaneo de rotacion que es perpendicular al piano XOY , cortara a este en 
un punto Q tal que tendra que verificar: v = to X QP o que v' = to X QP' , de 
cualquiera de estas dos relaciones se obtiene la posicion relativa de Q respecto del 
extremo P de la barra. 


v = to X QP 


v (vcosa, vsena, 0) 
to / 0 , 0 , oj ) 
QP(-a, b. 0) 
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k 


vcosai 4- vsenaj = 


j 

0 (XJ 

b 0 



de donde se obtiene - 



vcosa 

cosa 

vcosa = —(ub 

=> b — — - 

__ — j -■—• 


at 

cosa tag/3 — sena 


vsen a 

sen a 

vsena = —aa> 

=> a = —- 

= — /- 


C0 

cosa tag/3 — sena 


/ 

3 

3 

tag/3 — taga 

-%/3- ! 

1 _ n/3+ 1 

/taga 

3 

3 

tag/3 - taga 

—s/3 — 1 

“ n/3+ 1 


(Estos resultados ademas de poderse comprobar en v' = w X QF estan en perfecto 
acuerdo con las relaciones trigonometricas existentes en el triangulo PQR en el que 
a — b taga). 


B 



Problema 31. Una barra de 3 m de longitud resbala por el suelo apoyandose en un 
escalon de altura h — 1 m (ver Fig.). Si el extremo A, en el momento en que esta 
separado del escalon x = \f 3 m, tiene una velocidad v A = 1 m/s. Calcular: 

1 . La velocidad angular de la barra en ese momento. 

2. La velocidad del extremo B. 


Solucion 


1) Razonando como en el problema anterior, al ser el campo de velocidades equiproyec- 
tivo y vc tener por direction y sentido el de la figura, su valor en modulo sera igual 
al de la proyeccion de v A sobre la barra, es decir: 


vc = VaCOS^j 


Vex = VaCOSV 
v Cy = —y A cos<psen<p 

vc i = 0 


AC (—x, h, 0) 


va (va. 0, 0) co(0, 0, ax) 



V( = v A + <*>X AC 


v A cos V« — va cosv sen i + 


i 

0 

—x 


sen<£ = 


+ h 2 2 


COSip = 


x \/3 

“ 2 


nos queda: 


VaX 1 


VaHx 


j = ( va ~ haj) i - xujj 


x 2 -f h 2 x 2 + h 2 
cualquiera de las dos igualdades que resultan de esta ecuacion vectorial nos Uevan a que: 


k 

(U 

0 
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v*h 


x 1 + h 2 


€0 = 


v*h 


x 2 + h 2 


sustituyendo los valores numericos nos queda: 


1 

a> = — rad/s 

4 


a) = —k rad/s 
4 


2 ) 


AB (—Icosip, /sen</>, 

v B = v A +<*> X AB 


(Is ]3 3 \ 

'"'■"l- —'T' 0 )” 


VB = I + 


I 

0 

3n/3 


_ 5 

“7 ' 


3n/3 


j m/s 


n/B y 

=- m/s 


Problema 32. Dos barras de 1 m de longitud estan unidas en B por una bisagra 
como indicamos en la Fig. estando apoyadas en el suelo y el extremo A en una 
pared (A es un punto fijo); se deja el sistema en libertad y cuando 6 = 20° la velo- 
cidad angular de la barra AB es oj = 0,2 rad/s. Determinar la velocidad del extremo 
C de la barra BC. 

Solution 

La velocidad v del punto B comun a las dos barras sera: 

<0 (0, 0,-cu) 


v=&XAB 


AB (/cos0, Zsen0, 0) 


luego: 


i 

0 

/COS<£ 


J 

0 

/sen<p 


-(a 

0 


= co/sen v?i — (ulcosifj 


la velocidad angular de la barra 2?C sera: 


y como: 


to' (0, 0, oj ) 
BC(lcosd— /sen0, 0) 


i/ = v +<*>' X Z?C = v + 


i 

0 

Icosd 


J 

0 

—/sen0 


= 2/a>sen0i 




sustituyendo valores: 


v = 2 X 0,2sen20i = 0,14/ m/s 
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Y 

B(0,y.0) Q{x.y.O) 



Problema IV-33 


Problema 33. Una escalera de mano de 5 m de longitud se apoya sobre una pared 
vertical y el suelo horizontal; rebasada la position de equilibrio comienza a caer de 
forma que en un momento determinado la velocidad del extremo que se arrastra por 
el suelo y que se encuentra a 4 m de la pared es de 2 m/s y su aceleracion —1 m/s 2 . 
Se pide calcular en ese instante: 

1. La velocidad y aceleracion del otro extremo. 

2. La velocidad y aceleracion del punto medio de la escalera. 


Solution 


1) A1 estar obligados los extremos de la escalera a moverse sobre el suelo y pared las 
velocidades llevan las direcciones y sentidos indicados en la Fig. con lo que el eje 
instantaneo de rotation es perpendicular al piano XOY y lo corta en el punto 
Q(x, ;,0) (x = 4mj = 3 m). Luego: 


v A (v. 0 , 0 ) 


dx 

v A =- 1 = c*> X QA 

dt 


<*>( 0 , 0 , aj) 

QA (0~y, 0) 


* j 
0 0 
0 -y 


k 


(XJ 

0 


= ya>i 


v 


(X) — — 

y 


y como: 


Vb = id X QB 
QB (-X, 0, 0) 


<o = —k = 4 . 

k rad/s 

y 3 




1 j k 




V 


00 

H 

Vb = 

0 

0 

=> 

v B = ——j = - —VJ = - — j m/s 




dt y 3 


-X 0 0 




siendo: 


did 

a B = a\ +- X AB +G)X (coX AB) 

dt 

a a (— 1 , 0 , 0 ) m/s 2 


dv dy 
y—-v- 


did _ d (v ,\_ dt dt 

~dt~~~dt~\y~ k )~ ^ 


8 

-3X1+2- 

3 7 

- k =- k rad/s 2 

9 27 


did 

~dt~ 


-X AB = 


i 

0 

-4 


AB (—4, 3, 0) m 

j k 

1 

0 - 

27 

3 0 


7 28 

= —— i — - j m/s 2 

9 27 


4 16 4 

c*) X (idX AB) — (id’ AB)id~ ox 2 AB = — ax 2 AB = — — (—4/ + 3/) =- 1 ——j m/s 2 

9 9 3 
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luego: 


/ 7 16 

\ ( 28 

4 ' 

\ 64 


64 

-1 — + - 

\ 9 9 


T, 

/ = --7 m/s 2 

r 27 J 

=s> 

a b =- m/s 2 

27 


2 ) 

v c = v A +<*> X AC 
AC^-2, y,0 jm 


v c = 2 1 + 


i 

0 

-2 


7 

o 

3 

y 


k 

2 

7 

0 


4 

= i — — j m/s 

3 



did 

a c = flA+- X AC + idX (<OX AC) 

dt 


did 

~dt~ 


X AC = 


0 

-2 


it 

7 

~27~ 


3 

— 0 
2 


7 14 

- i —- j m/s 2 

18 27 


8 2 

<a X (<*>Xi4C) = (<*>■ /lC)c*>- coMC = - coMC =— i- yy m/s 2 



( 7 

8 \ 

’ 14 

2 \ 

-1 -- 

+ — i- 


+ — 

\ 18 

9 J \ 

k ~27~ 

3 / 


Problems 34. Un volante de la forma indicada en la Fig. rueda sin deslizar a lo 
largo de las guias inclinadas 30° con la horizontal. El radio del cilindro es 2 cm y el 
del disco 10 cm. En un momento determinado los puntos del eje EE' tienen una 
velocidad v = 10 cm/s y una aceleracion a — 2 cm/s 2 . Se pide calcular la velocidad 
y aceleracion de los puntos A, B, C y D del disco (recta AC paralela al piano hori¬ 
zontal y la BD perpendicular al piano inclinado). 


Solution 


Ac = 1,3 m/s 2 


Siguiendo un razonamiento analogo al hecho en el problema 29, la velocidad lineal de un 

punto del eje EE ' esta relacionada con la velocidad angular del sistema por: Problema IV-34 


v = 


o or 


<jj — v / r 


teniendo en cuenta la constancia de r con el tiempo, si derivamos esta ultima ecuacion se 
obtiene: 


dv dot a 

- = - r => a — ar => a =— 

dt dt r 

en la que a es la aceleracion angular del sistema. Los vectores co y a seran perpendicula¬ 
rs al piano del disco y dirigidos en el sentido negativo del eje OZ (ver Fig.). 

Razonamos igualmente, que el eje instantaneo de rotacion es perpendicular al piano del 
disco y se movera con el sistema, pero en todo momento pasara por los puntos de con- 
tacto del cilindro con el piano inclinado. 
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v (10, 0, 0) cm/s 



0, 0, - — j = (o, 0 ,-sj rad/s 


CO 

PA (—/?cos30°, —Rsen 30°, 0) = PA (-5\/3,-5, 0) cm 
PB (0, R. 0) s PB (0, 10, 0) cm 
PC (R cos 30, R sen 30, 0) s PC (5 \/3, 5, 0) cm 
PD (0 -R, 0) = PD (0,-10,0) cm 


v A = v + CO X PA = 10 / + 


J k 

0 -5 


—5>/3 -5 


= —15/ + 25\/3/ cm/s 


V^ 


= 10\/2T cm/s 


v B = v + CO X PB = 10/ + 


7 

0 

10 


it 

-5 

0 


= 60 / cm/s 


= 60 cm/s 


v c = v+G>X/ > C = 10/-h 


i 

0 

5n/3 


it 

-5 

0 


= 35/ — 25\/3/cm/s 


va = 10\/3f cm/s 


vd = v + CO X PD = 10/ + 


y * 

0 -5 


= —40/cm/s 


0 -10 0 
did 

a' = a+ - X PP' + <0 X («OX PP f ) 

di 

a (a, 0, 0) = a (2, 0, 0) cm/s 


v D = 40 cm/s 


did a 

a =-= — —k = —k rad/s 2 

di r 


did 

~dt~ 


X PA = 


i 

0 

-5n/3 


j k 

0 -1 

-5 0 


= — 5/ + 5\/3y cm/s 


dco 


X PB = 


i j k 
0 0-1 
0 10 0 


= 10/ cm/s 
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= 5/ — 5\/3ycm/s 


= —10/ cm/s 


<D X (CD X PA) = —<a) 2 PA = 125n/3/ + 125 y cm/s 2 

cd X (coX PP) = -<u 2 PP = - 250y cm/s 2 

CDX (CDX PC) = -<o 2 PC = —125 x/3i - 125y cm/s 2 
coX (coX PD) = —u) 2 PD = 250j cm/s 2 

a A = (2-5 + 125^3)/+(5^3+ 125)y = (125^3-3)/+5(V3 + 25)y cm/s 2 
fl B = (2 + 10)/ - 250y = 12/ - 250 j cm/s 2 

oc = (2 + 5 — 125x/3)/ — (5\/3 + 125)y = (7 - 125^3)/- 5(^3 + 25)y cm/s 2 
fl D = (2 - 10)/ + 250 j = -8/ + 250y cm/s 2 


rfCO 


X PC = 


d c*> 

~5T 


X PD = 


1 J 

0 0 

5n/3 5 

* y 

0 0 

0 -10 


k 

-1 

0 

k 

-1 

0 
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Capitulo V 

ESTUDIO CINEMATICO DE DIVERSOS 
MO VIMI ENTOS PARTICULARES 

A) MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA EN TRAYECTORIA RECTA 
- FORMULARIO -. 

Movimientos uniformes: 

s — s 0 + vt Si: s 0 = 0 => s=vt 

Movimientos uniformemente acelerados: 

v= v 0 + at 
s = s 0 + V + -J at 2 

Movimientos uniformemente acelerados, partiendo o llegando 
al reposo: 

1 , 1 , 

s = Y.l a ll 2 S = ~2 Vt 

v= \a\t p = \Jl |a| s 


Problema 1. ^Que tiempo tardaria en recorrer una circunferencia maxima de la 
Tierra un avion a la velocidad del sonido, 340 m/s? 

Solucion 

Circunferencia maxima terrestre — 40000000 m. De la expresion: 


v s 

s= — => / = — 

t V 


4 X 10 7 

/ = -= 177647 s = 32 h 40 m,n 47 s 

340 
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Problema 2. La distancia minima a que debe estar un muro para que se produzca 
eco al emitir enfrente de el una silaba, es 17 m; el minimo tiempo para que se perci- 
ban dos silabas distintamente es 0,1 s (poder separador del oido medio). Calcular con 
estos datos la velocidad de propagation del sonido en el aire, teniendo en cuenta que 
el sonido va y vuelve en el trayecto de 17 m. ^Cual es el valor de una velocidad 
«supersonica» en km/h? 


Solucion 

El sonido recorre: 2 X 17 = 34 m en 0,1 s. La velocidad es: 


5 34 

v = — = - = 340 m/s 

/ 0,1 


340 X 3600 

v = 340 m/s = - = 34 X 36 = 1 224 km/h 

_loop_ 


La velocidad supersonica es mayor de 1224 km/h 


Problema 3. Entre dos observadores hay una distancia de 1 050 m; uno de ellos 
dispara un arma de fuego y el otro cuenta el tiempo que transcurre desde que ve el 
fogonazo hasta que oye el sonido, obteniendo un valor de 3 s. Despreciando el 
tiempo empleado por la luz en hacer tal recorrido, calcular la velocidad de propaga¬ 
cion del sonido. 


La velocidad es: 


Solucion 


v = s/t= 1050 /3 = 350 m/s 


Problema 4. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los problemas anterio- 
res, calcular: 

1. La componente de la velocidad del viento en la direccion de los observadores en 
la experiencia del problema 2. 

2. iQue tiempo tardaria el sonido en recorrer los 1 050 m si los observadores del 
anterior problema invirtieran sus posiciones? 

Solucion 

1) La componente de la velocidad del viento es la diferencia de los resultados de los dos 
problemas anteriores: 

350 - 340 = 10 m/s 


2) Haciendo la observation inversamente, el sonido se propagara en contra del viento, 
con una velocidad: 


v = 340 - 10 = 330 m/s 


t = s/v= 1050/330 = 3,18 s 


Problema 5. Nos encontramos en una batalla naval, en un buque situado entre el 
enemigo y los acantilados de la costa. A los 3 s de ver un fogonazo oimos el disparo 


99 








del canon, y a los 11 s del fogonazo percibimos el eco. Calcular la distancia a que 
estan de nosotros el enemigo y la costa. Velocidad del sonido, 340 m/s. 

Solution 

Despreciando el tiempo empleado por la luz en su recorrido, la distancia a que se encuen- 
tra el enemigo es: 

5 = 340 X 3 = 1 020 m 


El sonido emplea para ir y volver a la costa, desde nuestra position, un tiempo que es: 


/ = 11 — 3 = 8 s 


2s' = 340 X 8 


s' = 1 360 m 


Problema 6. Un ciclista marcha por una region donde hay muchas subidas y baja- 
das. En las cuestas arriba lleva una velocidad constante de 5 km/h y en las cuestas 
abajo de 20 km/h. Calcular: 

1. ^Cual es su/velocidad media si las subidas y bajadas tienen la misma longitud? 

2. ^Cual es su velocidad media si emplea el mismo tiempo en las subidas que en las 
bajadas? 

3. ^Cual es su velocidad media si emplea doble tiempo en las subidas que en las 
bajadas? 

Solution 



(Observese que unicamente la velocidad media es la media aritmetica de las velocidades 
uniformes, en el caso de que el tiempo que duran los distintos recorridos es el mismo). 


Problema 7. Desde la comisa de un edificio de 60 m de alto se lanza verticalmente 
hacia abajo un proyectil con una velocidad de 10 m/s. Calcular: 

1. Velocidad con que llega al suelo. 

2. Tiempo que tarda en llegar al suelo. 

3. Velocidad cuando se encuentra en la mitad de su recorrido. 

4. Tiempo que tarda en alcanzar la velocidad del apartado 3). 















Solution 


Tomamos magnitudes positivas las que van hacia abajo. Las ecuaciones de este movi- 
miento referidas al punto de lanzamiento como origen seran: 


v = v 0 + gt 
s=v 0 t+^-gt 2 


v 0 = 10 m/s 
g = 10 m/s 2 


i)y 2) 
h = 60 m 

3) y 4) 

/*' = 30m 


v= 10+ 10/ 

1 / = 2,6 s 1 

1 


60= 10/+ — 10/ 2 

v = 36 m/s 

2 


v'= 10+ 10/' 


/'= 1,65 s 


1 

30= 10/' + — 10/' 2 


v' — 26,5 m/s 



Problema V-7 


Problema 8. Desde el balcon situado a 14,1 m sobre el suelo de una calle, lanza- 
mos un cuerpo verticalmente hacia arriba con una velocidad de 10 m/s. Calcular el 
tiempo que tardara en llegar al suelo. 


Solution 


Tomando como origen de coordenadas el punto de lanzamiento y como sentido positivo 
el del eje vertical ascendente, nuestros datos son: 

y 0 = 10 m/s h = —14,1 m g — —9,8 m/s 2 

Sustituyendo en la ecuacion general: 

1 

h = v 0 *+ — g? 2 


tenemos: 


-14,1 = 10/ — — 9,8/ 2 
2 


Ecuacion de segundo grado en t, que resuelta nos da, para valores del tiempo: /, = 3 s y 
/ 2 — -0,96 s. 

El tiempo pedido es 3 s; tiempo invertido por el cuerpo en subir hasta la cuspide del 
trayecto y caer desde ella hasta la calle. 

El tiempo negativo —0,96 s (anterior al origen de los tiempos) hubiese sido el empleado 
por el cuerpo lanzado desde el suelo, en subir hasta el origen (O) y pasar por el a la 
velocidad de 10 m/s hacia arriba. 



Problema 9. Desde lo alto de una torre de 100 m de alta se lanza verticalmente 
hacia arriba una piedra con la velocidad de 15 m/s. La piedra llega a una determi- 
nada altura y comienza a caer por la parte exterior de la torre. Tomando como ori- 
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gen de ordenadas el punto de lanzamiento, calcular la position y velocidad de la 
piedra al cabo de 1 y 4 s despues de su salida. ^Cual es la altura alcanzada por la 
piedra y que tiempo tarda en alcanzarla? Asimismo calcular la velocidad cuando se 
encuentra a 8 m por encima del punto de partida y cuando cayendo pasa por el 
citado punto de partida. ^Cuanto tiempo transcurre desde que se lanzo hasta que 
vuelve a pasar por dicho punto? ^Cuanto tiempo tarda en llegar al suelo y que velo¬ 
cidad lleva en ese momento? 


Solution 

Tomamos magnitudes positivas las que van hacia arriba. Las ecuaciones de este movi- 
miento seran: 


v=v 0 + gt 

1 

S=V 0 t+ — gt 2 


y 0 = 15 m/s 
g = —10 m/s 2 


v= 15 — 10X 1 = 5 m/s (subiendo) 

1 

h= 15X 1 10X 1 2 = 10m 

2 


/ = 4 s 


v=0 


h — 8 m 


v— 15 — 10X4 = —25 m/s (bajando) 

1 

h= 15 X 4 — —10 X 16 =-20 m 
2 


3 

15 = 10/ => t — — s 
2 



/, = 0,7 s 

h = 2,3 s 

^ = 15 — 10X0,7= 8 m/s 
v 2 =\5- 10X2,3 =-8 m/s 


1 

8 = 15/-— 10/ 2 
2 


h = 0 


1 

0= 15/-— 10/ 2 
2 


h = 15-0X10= 15 m/s 

v 2 = 15-3 X 10 = -15 m/s 


/. = 0 

t 2 — 3 s 


h = —100 m 


1 

— 100 = 15/ — — 10/ 2 
2 

v=\5~ 10X6,2 = -47 m/s 


/ = 6,2 s 


102 











Problema 10. Una piedra que cae libremente y pasa a las 10 h , frente a un observador 
situado a 300 m sobre el suelo, y a las 10 h 2 s frente a un observador situado a 200 m 
sobre el suelo. Se pide calcular: 

1. La altura desde la que cae. 

2. En que momento llegara al suelo. 

3. La velocidad con que llegara al suelo. 


Solution 


1) 

*2 = »>1 + gt 1 

1 , 

h} = Vi + — gti 



H= h 2 + h A 


h x = 300 m 
h 2 = 200 m 
h 3 = 100 m 


t x = 2 s 
g = 10 m/s 2 


v 2 = v, + 10 X 2 

1 

100 = 2 v, + — 10X4 
2 


*4 = 


V2 


2X 10 


v x = 40 m/s 
v 2 = 60 m/s 
h 4 = 180 m 


2) Llamando t 2 al tiempo que tarda en recorrer h x : 

1 , 1 

h x = v x t 2 + — gt 2 2 =* 300 = 40/ 2 + y 10/ 2 2 

Luego llega al suelo a las 10 h 5 s 


3) 


v = sJlgH = \J2 X 10 X 380 * 87 m/s 



Problema 11. Un movil parte del reposo y de un punto A, con movimiento rectili- 

neo y uniformemente acelerado (a = 10 cm/s 2 ); tarda en recorrer una distancia * 

BC = 105 cm un tiempo de 3 s, y, finalmente, llega al punto D (CD = 55 cm), a b c d x 

Calcular: 

1. La velocidad del movil en los puntos B, Cy D. Problema V-ll 

2. La distancia AB. 

3. El tiempo invertido en el recorrido AB y en el CD. 

4. El tiempo total en el recorrido AD. 


1) 1 

BC =■ Vst + — at 2 
2 

1 

105 = v B 3 + — 10 X 9 
2 


Solution 


vh = 20 cm/s 


v c = vb + at = 20 -f 30 = 50 cm/s 
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/ 2 + 10 /- 1 ] = 0 


1 

CD = rc / -H — at 2 
2 
1 

55 = 50 / + — 10 1 2 
2 



y,> = i'c + at = 50 + 10 = 60 cm/s 


2 ) _ 

= \jlaAB => 

3) 

i'h = at 
20 = 10 / 

4) Sera la suma de los tiempos parciales: 



AB = y B : / 2a = 400 / 20 = 20 cm 


/ = 2 + 3 + 1 = 6 s 


Problema 12. Determinar la profundidad de un pozo si el sonido producido por 
una piedra que se suelta en su brocal, al chocar con el fondo se oye 2 s despues. 
(Velocidad del sonido, 340 m/s). 


Solucion 

/,: tiempo de bajada de la piedra. t 2 : tiempo de subida del sonido. h: profundidad del 
pozo. 


1 , 

h = —gtr = 4,9 /r 
h = vi 2 = 340 1 2 
/, + / 2 =2s 


h= 18,5 m 


Problema 13. Un automovil arranca de un punto y transcurridos 5 s alcanza la 
velocidad de 108 km/h desde cuyo momento la conserva, hasta que a los 2 minutos 
de alcanzarla, frena hasta pararse al producirle los frenos una deceleration de 10 m/s 2 . 
Calcular el tiempo transcurrido y el espacio recorrido desde que arranca hasta que se 
para. 


Solucion 


v — 108 km/h = 30 m/s 


/, = 5 s 


/ 2 = 2 X 60 s = 120 s 


»'= |0 3 l*3 


'3 = 


30 

= 3 

10 


/ = /, + / 2 + / 3 = 128 s = 2 m,n 8 : 
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900 


= 45 m 


*i = 


1 

2 


1 

w, = — 30 X 5 = 75 m 
1 2 


s 2 = vt 2 = 30 X 120 = 3 600 m 

/- y2 

v=\/2\a 3 \s 3 => 5 3 =—- 

2\a 3 \ 


2X 10 


s = S| + 5 2 + s 3 = 3 720 m 


Problema 14. Un movil parte de un punto con una velocidad de 110 cm/s y reco- 
rre una trayectoria rectilinea con aceleracion de —10 cm/s 2 . Calcular el tiempo que 
tardara en pasar por un punto que dista 105 cm del punto de partida. (Interpretar 
fisicamente las dos soluciones que se obtienen). 

Solucion 


La ecuacion del movimiento es: 


s 


1 

v 0 t + — afi 


1 

105 = 110/-— 10/ 2 
2 


/, = 21 s 



=> 


t 2 — 22/ + 21 =0 


t 2 representa el tiempo que tarda el movil en recorrer los 105 primeros cm. 

/, representa el tiempo que tarda el movil en pararse por su movimiento retardado y 
retrocediendo luego con movimiento acelerado llegar de nuevo al punto que dista del ori- 
gen 105 cm. 


Problema 15. Una parti'cula se mueve sobre una recta con un movimiento unifor- 
memente variado. En los instantes 1, 2, 3 s, las distancias al origen de espacios son: 
70, 90, 100 m. Calcular la velocidad inicial del movil, su aceleracion y el momento 
de su paso por el origen de espacios. 


Solucion 

70 = s 0 + v 0 -I- a 

90 = $ 0 + 2 y 0 4- y a4 

100 = 5 0 + 3 ^ + L a 9 

0 = 40 + 351--!- 10l 2 
2 

,2-71-8 = 0 



El movil paso por el origen, 1 s antes de comenzar a contar el tiempo, avanza con movi¬ 
miento decelerado se para, retrocede y a los 8 segundos de empezar a cronometrar pasa 
de nuevo por el origen. 
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Problema 16. Hallar las formulas de un movimiento uniformemente variado 
sabiendo que la aceleracion es 8 cm/s 2 , que la velocidad se anula para / = 3 s, y 
que el espacio se anula para / = 11 s. 


Solucion 

0 = y 0 + 8 X 3 => v 0 = -24 cm/s 


0 = ^0-24X11+^-8X121 => 5 0 = —220 cm 

Problema 17. La expresion que nos determina la velocidad de un punto movil en 
el sistema CGS es: v = 12 + 4/. Sabiendo que el movil inicio su movimiento par- 
tiendo del reposo y desde el origen de coordenadas, en un instante anterior al origen 
de los tiempos, calcular: 

1. La velocidad inicial. 

2. La aceleracion. 

3. ^Que clase de movimiento es? 

4. El espacio inicial. 

5. La ecuacion del espacio en funcion del tiempo. 

Solucion 


.?= -200-24/ + 4/ 2 
v = —24 + 8/ 


1) Para calcular la velocidad inicial haremos / = 0: 

v 0 = 12 cm/s 

2 ) _ 

a — dv/dt = 4 cm/s 2 

3) El movimiento es uniformemente acelerado (a = constante). 

4) El espacio inicial ha sido recorrido con movimiento uniformemente acelerado, par- 
tiendo del reposo y alcanzando una velocidad v 0 = 12 cm/s: 

v 0 = \/2as 0 


s 0 = vi / 2a = 144 / 8 = 18 cm 


5) 


•y = s 0 + v 0 t + 



18 + 12/ + 2/ 2 


Problema 18. La velocidad de un punto que se mueve en trayectoria recta queda 
expresada en el si por la ecuacion: v = 40 - 8 /. Para / = 2 s el punto dista del 
origen 80 m. Determinar: 

1. La expresion general de la distancia al origen. 

2. El espacio inicial. 

3. La aceleracion. 

4. ^En que instante tiene el movil velocidad nula? 
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5. ^Cuanto dista del origen en tal instante? 

6. Distancia al origen y espacio recorrido sobre la trayectoria a partir de t = 0, 
cuando t = 7 s, t = 10 s, y / = 15 s. 


Solucion 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 



(40 — 8/)* = 40/ — 4/ 2 + C 


i = .s 0 + 40/-4/ 2 


80 = s 0 + 80 - 16 


5 0 = 16m 


a = dv / dt = — 8 m/s 2 


0 = 40-8/ 


/ = 5s 


J 5 = 16 + 40 X 5 -4 X 5 2 = 116 i 


J 7 = 16 + 40 X 7 - 4 X 7 2 = 100m 

s l0 = 16 + 40 X 10 - 4 X 10 2 = 16 m 

% = 16 + 40 X 15 - 4 X 15 2 = - 284 m 


Calculo de caminos sobre la trayectoria a partir de / = 0. 

El movil cambia el sentido de su velocidad para / = 5 s. 

El recorrido en los 5 primeros segundos es: C = 40/ — 4 t 1 = 100 m 

A ellos hay que sumar el recorrido en los segundos restantes que se obtienen de la integral 
de la ecuacion general de la velocidad, cambiada de signo, entre los limites / = 5 s y 
/ = instante final. 


C 7 = 100 — f (40-8/)*= 116 1 


c 10 ; 

C, 


(40 - 8/)/// = 200 m 


is =100 -J' 5 


(40 -St)dt= 500 m 


Problema 19. Demostrar que todo movimiento rectilineo y uniformemente acele- 
rado obedece a la ecuacion: v 2 — vl + las 


Solucion 

l. cr MfeTODO: 

Teoricamente se obtienen para ecuaciones cinematicas de este movimiento las formulas: 
v = v 0 + at 

s = vJ + — at 2 
* 2 

despejando / en la primera y sustituyendo en la segunda nos queda: 
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V- v 0 


t = 


a 


s = 




a 



v- v 0 
a 


Isa = 2 v 0 v — 2 Po + p 2 + Vo — 2 v v 0 => 

2 ? Metodo: 

Las ecuaciones diferenciales de todo movimiento rectilineo son: 
v = ds / dt a — dv / dt 


v 2 = yf> 4 2 as 


despejando dt en la primera y sustituyendo en la segunda nos queda: v dv — a ds 
ecuacion diferencial caracteristica de los movimientos rectih'neos. Integrando y teniendo en 
cuenta que a = ct c : 


I 


v 2 = as 4- C 


t = 0 
5 = 0 



con y 0 velocidad inicial. Luego: 


v 2 = vi 4-2 as 


a 

3 m/s 2 


Problema 20. Determinar las constantes de an movimiento uniformemente variado, 
sabiendo que el movil tiene una velocidad de 17 m/s a los 4 s de haber comenzado 
a contar el tiempo, y que en los tiempos t l = 2 s y / 2 = 4 s. dista del origen de 
coordenadas 12 m y 40 m, respectivamente. Representar graficamente las curvas de 
espacios, velocidades y aceleraciones. 



Solucion 


17 = v 0 4- 4 a 

12 = s 0 + 2y 0 4'~a4 

40 = s 0 + 4 y 0 4- — a 16 


s 0 = — 4 m 


v Q = 5 m/s 


a = 3 m/s 2 


—4 m 



La distancia se empieza 
a contar 2,3 s despues de 
empezar a contar el tiempo. 


1 as ecuaciones horarias escritas en el si seran: 

a = 3 m/s i<=5 + 3r i= -4 + 5l + l,5t 2 
cuyas representaciones graficas son las de las Fig. 


Problema V-20 


Problema 21. Trazar la curva de los espacios y la de las velocidades en el movi¬ 
miento dado por la formula s = 4 - 26t + 4/ 2 (Giorgi) y determinar los instantes 
para los cuales la velocidad y el espacio tienen el mismo valor numerico. 


Solucion 

v = ds/dt = -26 + 8/ 

La curva: s = s(t), es una parabola. Calculo del maximo o mi'nimo: 


108 



























ds / dt = —26 + 8 / = 0 => / = 3,25 s 

d 1 s / dt 1 — 8 > 0; el punto (3,25, —38,25) es un minirno. 


Sm = -38,25 m 


Calculo de cortes con los ejes: 

La parabola corta el eje de los espacios en: s = 4 m , para / = 0 

La parabola corta al eje de los tiempos en las soluciones de la ecuacion: 

0 = 4-26/ +4/ 2 => /, = 0,16s / 2 = 6,34s 


La funcion: v = v(t), es una recta que corta al eje de los tiempos en la solucion de la 
ecuacion: 

0 = —26 + 8 / => / = 3,25 s 

corta al eje de las velocidades en: v = —26 m/s 


(El alumno con tales datos, debe trazar los graficos correspondientes.) 
La velocidad y el espacio tendran el mismo valor cuando: 

4 -26/+ 4/ 2 = -26+ 8 / => 4/ 2 - 34/+ 30 = 0 =5 




1 s 

7,50 s 


Problema 22. El grafico de la Fig. nos representa el movimiento realizado por un 
movil en trayectoria recta. Interpretar y clasificar su movimiento. 

Solucion 



Tramo AB— Su ecuacion es: 5=10+10/ Problema V-22 

El movimiento es uniforme de velocidad: v = ds / dt = 10 m/s 

el espacio inicial (para / = 0) vale s 0 = 10 m. 


Tramo BC— Su ecuacion es: s = 30 m 

El movil esta parado en el intervalo de tiempo de 2 a 3 s. 


Tramo CD. —Su ecuacion es: 


5 = 10 + 


20 


El movimiento es uniforme de velocidad: v = ds / dt = 20/3 m/s 

El movil comienza este movimiento a los 3 s de partir y dista del origen de espacios 30 i 


Tramo DE. —Su ecuacion es: s = 200 — 25 / 

El movimiento es uniforme de velocidad: v = ds / dt = —25 m/s 

el signo menos nos indica que se mueve en sentido opuesto al llevado en los tramos ante- 

riores, y en el instante / = 8 s se encuentra en el origen de los espacios. 

El movil comienza este movimiento a los 6 s de partir y dista del origen de espacios 50 m. 


Problema 23. El grafico de la Fig. nos representa la velocidad de un movil en tra¬ 
yectoria recta, en el que para t = 0 , s 0 = 0. Determinar las ecuaciones del espacio 
y aceleracion interpretando el movimiento que tiene en cada caso. 



Problema V-23 
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Tramo OA — Su ecuacion es: 


v = 10 / 


la ecuacion del espacio: 
y como para / = 0. s = 0 


r =[,<*=/ 


\0tdt = 5t 2 + C> 


C, = 0 ; luego: 


s=5t 2 


El movimiento es uniformemenie acelerado de aceleracion: 


a = dv / di = 10 m/s 2 


Tramo AB .—Su ecuacion es: v = 10 m/s 

luego el movimienio es uniforme (a = 0) desde el primero al tercer segundo; la ecuacion 
del espacio la calcularemos: f f 

5=J i'd/ = j 10 di — 10f 2 + C 2 

para calcular C 2 tendremos en cuenta que en el segundo anterior (Tramo OA ) el movil 
recorrio una distancia: 

(= Is => 5 oa = 5t 2 = 5 m 


luego: 

t = Is => 5 = 10 X 1 + C 2 => C 2 = —5 m 


5 = -5 + 10/ 


Tramo BC .—Su ecuacion es: v = —35 4- 15/ 

tengase en cuenta que el movil comienza este movimiento cuando / = 3 s y su velocidad 

es v = 10 m/s en ese instante. La ecuacion del espacio sera: 




15 

35 4- \5t)dt = —35/4* —— t 2 + C 3 


para calcular tendremos en cuenta que el espacio recorrido hasta el tercer segundo se 
obtendra sustituyendo en la ecuacion del espacio del tramo AB t = 3 s: 

5ob = -5+ 10X3 = 25m 

luego: 25 = -35 X 3 + 7,5 X 9 + C 3 => C 3 = 62,5 m 


j = 62,5 - 35/ + 7,5/ 2 


tengase en cuenta que el movil comienza a moverse cuando / = 3 s, entonces el espacio 
que ha recorrido antes es de 25 m. 


El movimiento es uniformemenie acelerado de aceleracion: 


a — dv / di = 15 m/s 2 


Tramo CD.—Su ecuacion es: v = 25 m/s 

luego el movimiento es uniforme (a = 0) desde el cuarto al quinto segundo; la ecuacion 
del espacio la calcularemos: 

s=ji’d/=l 25 di = 25 1 + C 4 

para calcular C* tendremos en cuenta que el espacio recorrido hasta el cuarto segundo se 
obtendra sustituyendo en la ecuacion del espacio del tramo BC. i = 4 s: 


Soc = 62. 5 - 35 X 4 + 7,5 X 4 2 = 42.5 m 

luego: 42.5 = 25 X 4 + C 4 => C„ = -57.5 m 

s = —57,5 + 25 r I 
--- I 


no 










Tramo DE.— Su ecuacion es: 

200 

25 


v =- — 

-/ 


3 

3 

la ecuacion del espacio sera: 

[ 200 

25 

s = 

vdt =- t - 


J 

' 3 

~6~ 


si sustituimos en la ecuacion del espacio del tramo CD, t por 5 s, obtenemos: 

Sod — ~57,5 + 25 X 5 = 67,5 m 


luego: 




C 5 


C 5 = - 


485 

-m 

3 



El movimiento es uniformemente decelerado y transcurridos 8 s el movil llega al reposo; su 
deceleration es: _ 


dv 25 

a =-= —-m/s 2 

dt 3 


y dista del punto de partida: 


t = 8 s 


s — 105 m 


B) MOVIMIENTOS SIMULTANEOS EN TRAYECTORIA RECTA 

Problema 24. Dos moviles marchan en sentidos contrarios, dirigiendose el uno al 
encuentro del otro con las velocidades de 4 y 5 cm/s respectivamente. Sabiendo que 
el encuentro tiene lugar a 1,52 m, de la position de partida del primero, determinar 
la distancia entre los moviles al comenzar el movimiento y el tiempo transcurrido 
hasta que se encontraron. 


Solution 


5 , = V\t 
S 2 = V 2 t 


5, y, 1,52 4 

- = - => - = - => s 2 — 1,9 m 

s 2 v 2 s 2 5 



La distancia entre los moviles al comenzar el movimiento sera: 


s = + s 2 = 3,42 m 


Problema 25. Un acorazado se aleja de la costa, en la que hay un alto acantilado.__, _ . 

A 680 m de la costa dispara un canonazo; el eco es percibido 4,1 s despues. Calcular 
la velocidad del acorazado. (Se supone para el sonido la velocidad de 340 m/s). 


Problema V-25 
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Solution 


Llamando c a la velocidad del sonido: 


2y, + s 2 = Ct 


2s, + vt = ct 

=> 

c/-2i, 340 X 4,1-2 X 680 , 

.. 1 _ — 8 3 m / s 

S 2 = vt 



/ 4,1 


Problema 26. Dos puntos materiales A y B se mueven con movimiento uniforme- 
mente acelerado partiendo del reposo; la aceleracion de B es doble que la de A y el 
tiempo que emplea A en su trayectoria es triple que el de B. ^Que camino recorre B, 
con respecto al recorrido por A ? 


Solution 


1 


2 2 

Problema 27. Un automovil que esta parado, arranca con una aceleracion de 
1,5 m/s 2 . En el mismo momento es adelantado por un camion que lleva una veloci¬ 
dad constante de 15 m/s. Calcular: 

1. Distancia contada desde el punto de cruce en la que alcanza el automovil al camion. 

2. Velocidad del automovil en ese momento. 

Solution 


s B = — at 1 
2 

1 a 

Ja =- 9t 2 


S B 

Ja 


1) 


1 

s = — at 2 — vt 
2 


t = 0 




2 v 

i 

30 

=> 

5= 15 X 20 = 300 m 

a 

1,5 




2 ) 


v = at= 1,5 X 20 = 30 m/s 


Problema 28. Un automovil y un camion parten en el mismo momento, inicial- 
mente el coche se encuentra a una cierta distancia del camion; si el coche tiene una 
aceleracion de 3 m/s 2 y el camion de 2 m/s 2 y el coche alcanza al camion cuando 
este ultimo ha recorrido 60 m. Calcular: 

1. Distancia inicial entre ambos. 

2. Velocidad de cada uno en el momento del encuentro. 

Solution 


1) 




2X60 


= 2 x/15 


s 
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2 ) 


1 1 

Sa = — a At 1 = — 3 X 60 = 90 m 
2 2 


=> 


d — Sa -Sc — 30 m 


Va = a At = 6n/T 5 m/s 


v c = act = 4\/l5 m/s 


Problema 29. Dos cuerpos A y B situados a 2 km de distancia salen simultanea- 
mente en la misma direction ambos con movimiento uniformemente acelerado, 
siendo la aceleracion del mas lento, el B , de 0,32 cm/s 2 . Deben encontrarse a 
3,025 km. de distancia del punto de partida de cuerpo B. Calcular el tiempo que 
invertiran en ello y cual sera la aceleracion de A, asi como las velocidades de los dos 
en el momento de encontrarse. 


Solution 


= 302 500 = — 0,32/ 2 
2 


/ = 1375 s 


5 A = 502500 cm = — a A t 2 
2 


2s a 

a a = -— 0,53 cm/s 2 

t 2 


Va — aAt — 728 cm/s — 7,28 m/s 


v B = ab/ = 440 cm/s = 4,4 m/s 


Problema 30. Se deja caer una piedra desde un globo que asciende con una 
velocidad constante de 3 m/s, si llega al suelo a los 3 s. Calcular: 

1. Altura a que se encontraba el globo cuando se solto la piedra. 

2. Distancia globo-piedra a los 2 s del lanzamiento. 

Solution 

Tomaremos el origen de coordenadas en el punto en que se suelta la piedra. Magnitudes 
positivas son las que tienen direction hacia arriba. 

1) 

v 0 = 3 m/s 
g = —10 m/s 2 
t = 3 s 

2) t — 2 s. h x : espacio recorrido por el globo en t'. h 2 : espacio recorrido por la piedra 
en 

hy = Vq? = 3X2 = 6m 

1 1 

h 2 = v/ + — gt' 2 = 3 X 2 - — 10 X 4 = -14 m 


Problems 31. Dos proyectiles se lanzan verticalmente de abajo a arriba, el primero 
con una velocidad inicial de 50 m/s y el segundo con la velocidad inicial de 30 m/s. 
iQue intervalo de tiempo tiene que haber entre los dos lanzamientos para que los 
dos lleguen a la vez al suelo? 


d= 6+ 14 = 20 m 


1 1 

h = vj + — gt 2 = 3 X 3 - — 10 X 9 = -36 m 
* 2 6 2 













Solution 


El tiempo que tarda el primero en llegar al suelo se calcula: 



1 


/, = 10 s 


El tiempo del segundo sera: 


A/ = /, -/ 2 = 4s 



1 


t 2 - 6 s 


Problema 32. Dos proyectiles se lanzan verticalmente de abajo a arriba con dos 
segundos de intervalo, el primero con una velocidad inicial de 50 m/s y el segundo 
con la velocidad inicial de 80 m/s. ^Cual sera el tiempo transcurrido hasta que los 
dos se encuentren a la misma altura? i A que altura sucedera? ^Que velocidad tendra 
cada uno en ese momento? 


Solution 


h = 50/ — 4,9/ 2 = 80( / - 2) - 4,9 ( / - 2) 2 


=> /« 3,62 s 


50/ - 4,9 / 2 = 80/ - 160 - 4,9/ 2 - 4,9 X 4 + 2 X 4,9 X 2/ 


h — 50 X 3,62 - 4,9 X 3,62 2 = 116,8 m 


v l ^ 50 - 9,8 X 3,62 = 14,5 m/s v 2 * 80 - 9,8 X 1,62 = 64,1 m/s 


Problema 33. La cabina de un ascensor de altura 3 m asciende con una aceleracion 
de 1 m/s 2 . Cuando el ascensor se encuentra a una cierta altura del suelo, se des- 
prende la lampara del techo. Calcular el tiempo que tarda la lampara en chocar con 
el suelo del ascensor. 


Solution 


l. cr MfeTODO 

En el instante de caer el cuerpo el ascensor lleva una velocidad vertical y hacia arriba v. 
El espacio vertical y hacia abajo que debe recorrer la lampara es: 



(h = altura del ascensor) y (vt + at 2 / 2) ascenso del suelo de este. La lampara al despren- 
derse lleva una velocidad inicial hacia arriba v. Aplicando la ecuacion: 


s = v 0 t + —- at 2 

siendo positivas la magnitudes hacia arriba y negativas las descendentes, tendremos: 
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2. Q Metodo 

La aceleracion de la lampara respecto al ascensor, considerando magnitudes positivas 
hacia abajo, es: 

Aba = Qb — Qa = 9,8 — (— 1) = 10,8 m/s 2 


1 



/ 2h 

2X3 

h =— Aba/ 2 


t=\ 

/ - = \ 

/ = 0,74 s 

2 


\ 

I asA \ 

10,8 


Problema 34. Dos carreteras se cruzan bajo un angulo de 90° por medio de un 
puente. Ambas carreteras estan situadas en pianos horizontales. La altura del puente 
(distancia vertical entre ambas carreteras) es de 11 m. Por la superior circula un 
coche a la velocidad de 4 m/s, y por la inferior otro a la velocidad de 3 m/s. 
Cuando el primer coche se encuentra en el centro del puente, el segundo se encuen- 
tra exactamente debajo de el. Determinar: 

1. La distancia que los separa al cabo de 12 s. de haberse cruzado. 

2. La velocidad con que se separan al cabo de estos 12 s. 

3. Valor de la acelaracion en este momento. 


Solution 

r — v x ti ~ Vytj + zk .= 4/* — 3 tj + Ilk m 

v = dr / dt = 4i — 3j m/s 
a = 0 

/ = 12 s => r= 48/— 36/+ 11 Ac 


r= V48 2 + 36 2 + ll 2 =61 m 
V = V4 2 + y = 5 m/s 





Problema V-34 


Problema 35. A una cierta hora del dia los rayos solares inciden sobre un lugar 
con un angulo con la horizontal; dejamos caer libremente un cuerpo desde una 
altura h sobre un terreno horizontal. Calcular la velocidad de la sombra cuando el 
cuerpo se encuentra a una altura y del suelo. 


Solucion 


Al ser: 


x — 


dx 

dt 


1 


dy 


V = - 


tagv? dt tag</? dx tag<p 

por otro lado, la velocidad del cuerpo cuando ha recorrido un espacio h — y es: 


v=\Jl g(h-y) 


v= 


y/2g(h-y ) 

tag</> 
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C) MOVIMIENTOS CIRCULARES 
-FORMULARIO- 


dtp 

~di 


da> 



s — tpR 
v = a>R 
a T — aR 


a = a T - hfl n = 


dv 


T" T ° + T n ° 
dt R 


1 2 7T V 2 4 7T 2 

r = - 0 , = -— =2nv a n = — =atr=-= r R = 4v*' 2 R 

v T R T 2 

Las ecuaciones de los movimientos circulares uniforme y uniformemente acelerado, 
son las mismas que las de los lineales de un punto, haciendo las siguientes susti- 
tuciones: 


s (espacio) .. 

v (velocidad tangencial) , 
a (aceleracion tangencial) 


c p (angulo) 
to (velocidad angular) 
a (aceleracion angular) 


Problema 36. Un volante gira con una velocidad angular de 50 rad/s. Calcular: 

1. La velocidad de un punto de periferia sabiendo que su radio es R = 1 m. 

2. Calcular la velocidad de un punto colocado a una distancia de 0,5 m del centro. 

3. Espacio recorrido por ambos puntos materials en el tiempo de 1 min. 

Solucion 

1) 1 = ojR = 50 X 1 = 50 m/s [ 

2) [ y* = ft,/r= 50 X0,5 = 25 m/s 

3) | ^ = v / = 50 X60 = 3000 m | 

s' =v't= 25 X 60 = 1 500 m'~| 


Problema 37. Un disco gira con una velocidad angular de 60 rpm. Si su radio es 
1 m. Calcular: 

1. Velocidad angular en rad/s. 

2. Velocidad lineal de un punto de la periferia y de un punto a 50 cm de su centro. 

3. Numero de vueltas que da en 1/2 h. 

Solucion 


1 ) 


v — 60 rpm = 1 Hz 


oj — 2n v — 2n rad/s 


2 ) 


v = cuR = 2 7T m/s 


v' = cjR' = 7r m/s 
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3 ) 


n° = 


~2n 


cot 
2 7T 


2ttX 30X60 

2 7r 


1 800 vueltas 


Problema 38. Calcular la velocidad angular de cualquier punto de la Tierra en 
su movimiento de rotation alrededor del eje terrestre. Expresar el resultado en 
grados/hora, en segundos de arco/hora y en segundos de arco/segundo. 


Solution 


360 

o>= - 15°/h 


15 X 60 X 60 segundos de arco __ 

_ ' - 54000 /h 


15 X 60 X 60 segundos de arco t 

(x) — ---— 1^ ' s 

24 


1 hora 


60 X 60 segundos tiempo 


Problema 39. Calcular la velocidad tangential y la aceleracion normal de un punto 
sobre la Tierra situado en un lugar de 60° de latitud. (Radio terrestre = 6300 km). 


Solution 

2 7r 

a) = - rad/h 

24 

llamando r al radio del paralelo de latitud </>, su relation con el radio terrestre R 0 es: 

r = RqCOSv 

con lo que: 


2 7T 1 

v = wr = ojRq cosif =- 6300 — — 824 km/h 

^ 24 2 


4 7T 2 1 

a n = cj 2 r = w 2 R 0 cosifi =- 6300 — — 216 km/h 2 

0 24 2 2 



S 

Problema V-39 


Problema 40. Un punto material describe uniformemente una trayectoria circular 
de radio 1 m, dando 30 vueltas cada minuto. Calcular el periodo, la frecuencia, la 
velocidad angular, la tangencial, la areolar y la aceleracion centripeta. 

Solucion 


1) 


2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 


60 s — 30 vueltas 
T — 1 vuelta 



= 2 s 


V — 


1 

Y 


1 

-= 0,5 Hz 

2 



2n 

-= 7r rad/s 

2 


v = (uR = 7r m/s 
Vi = nR 2 v = 0,5 7r m 2 /s 
a n = oj 2 R = 7r 2 m/s 2 
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Problema 41. Un volante parte del reposo y en 5 s adquiere una velocidad angular 
de 40 rad/s. Calcular su aceleracion angular, supuesta constante y el numero de vuel¬ 
tas que ha efectuado. 


Solution 


c u = at 


1 1 

V = — ai 2 — — 8 X 5 2 = 100 rad 
2 2 



Problema 42. Un volante de 2 dm de diametro gira en torno a su eje a 3000 rpm. 
Un freno lo para en 20 s. Calcular: 

1. La aceleracion angular supuesta constante. 

2. Numero de vueltas dadas por el volante hasta que se para. 

3. El modulo de la aceleracion tangential, normal y total de un punto de su periferia 
una vez dadas 100 vueltas. 


Solution 


luego: 


(i)Q = I or I / 

CUQ — 2 TTV — 2t 


3000 

60 


i i 0 

\a\ = — 
t 


= 100 7r rad/s 


10073 - 

\a\ = - = 5 7r rad/s * 1 2 

20 


2 ) 


QJq 


= \/2 | ar| v? 


| a = — 5 tt rad/P~| 

10 4 7r 2 


*P = • 


107T 


= 10^ 7r rad 


10 3 7 


27T 


= 500 vueltas 


3) 


1 


<p — ujqI H- — at 2 


V = 2007r rad 
t 2 - 40/ + 80 = 0 


20073- = IOO 73 -/ — — 5irt 2 
2 


t — 37,9 s > 20 s (no sirve) 
/ = 2,1 s 

La velocidad angular a los 2,1 s de aplicado el freno es: 

a, = (jj 0 H- at = 1007r — 57 t2,1 = 89,5 n rad/s 


a. — aR = 57t0,1 = 0,5 n m/s 2 I a n = a> 2 R — 89,5 2 7r 2 0,l — 800 n 2 m/s 2 


a = \Ja% + al — 801 7r 2 m/s 2 


Problema 43. La velocidad angular de un volante, disminuye uniformemente desde 
900 a 800 rpm en 5 s. Encontrar: 

1. La aceleracion angular. 

2. El numero de revoluciones efectuado por el volante en el intervalo de 5 s. 

3. ^Cuantos segundos mas seran necesarios para que el volante se detenga? 
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Solution 


1 ) 


a) = coo + a t 


2ttv = 2 ttvq + at 


2 jt (v- vj 
a =- 


t 


2 

= — — 7r rad/s 2 
3 


2 ) 

3) 



co 0 t + at 2 /2 
2tt 


2nv 0 t + at 2 /2 
2n 


— 62,5 vueltas 


CO = I or 1 1' 


=> 


2 7 TV 2ttX 800 X3 

t= - = - =40s 

\oc\ _60 X 2n 


Problema 44. Un automotor parte del reposo, en una via circular de 400 m de 
radio, y va moviendose con movimiento uniformemente acelerado, hasta que a los 
50 s de iniciada su marcha, alcanza la velocidad de 72 km/h, desde cuyo momento 
conserva tal velocidad. Hallar: 

1. La aceleracion tangencial en la primera etapa del movimiento. 

2. La aceleracion normal, la aceleracion total y la longitud de via recorrida en ese 
tiempo, en el momento de cumplirse los 50 s. 

3. La velocidad angular media en la primera etapa, y la velocidad angular a los 50 s. 

4. Tiempo que tardara el automotor en dar cien vueltas al circuito. 


Solucion 

72 km/h = 20 m/s 


1 ) 


2 ) 


3) 



4) s = 27rrn = 2 tt X 400 X 100 = 80000tt m 

En la primera etapa: 

500 metros en 50 s 

En la segunda etapa: 

s = vt => 


5 800007T — 500 

t= — = - S 12541 s 

v 20 


En total el tiempo es: 


T= 50 + 12541 = 12591 s = 3 h 29 min 51 s 


































Problema 45. Desde el mismo punto de una circunferencia parten dos moviles en 
sentidos opuestos. El primero recorre la circunferencia en 2 h 4 m,n , el segundo recorre 
un arco de 6° 30' por minuto. Determinar en que punto se encontraran y el tiempo 
invertido. 


Solucion 


T, = 124 min 


360 

uj\ — -°/min 

124 

co 2 = 6,5°/min 


1 <? = 111° 9' 


360 

=- 1 

124 

360 — </> = 6,5 / 
I t — 38,3 min 


<P 


360 


360 — v 124X6,5 


Problema 46. Dos moviles parten simultaneamente del mismo punto y en el 
mismo sentido recorriendo una trayectoria circular. El primero esta animado de 
movimiento uniforme de velocidad angular 2 rad/s y el segundo hace su recorrido 
con aceleracion angular constante de valor 1 rad/s 2 . ^Cuanto tiempo tardaran en 
reunirse de nuevo y que angulo han descrito en tal instante? La circunferencia sobre 
la cual se mueven los moviles es de 2 m de radio. iQue velocidad tiene cada uno de 
los moviles en el instante de la reunion? ^Que aceleracion tangencial? ^Que acelera¬ 
cion normal? ^Que aceleracion resultante y en que direccion? 


Solucion 


1) 


2 ) 


— cut 

1 

v = 7“' 2 


cut = — Of / 2 
2 


dos soluciones 


= 2 X 4 = 8 rad 


2 a> 

t =-= 4 s 

_a_ 


/ = 0 


(origen) 


y, = <o 1 r=2X2 = 4 m/s 


v 2 = aj 2 r — atr — tX 4X 2 = 8 m/s 2 


a lT = 0 



ai„ = <o? r = 2 2 X 2 = 8 m/s 2 


a \ = \A* 2 ir + a 2 In = \/0 + 64 = 8 m/s 2 


ai 


T = ar= 1 X2 = 2 m/s 2 



fl2n = <o: r = 4 2 X 2 = 32 m/s 2 


a 2 = \Ja 2 , r + fl 2 m = \J 2 2 + 32 2 = 2 \/251 m/s 2 


_a r _ 2 _ 1 

^ -~a„ ~ 17 “ 17 


P = 3° 34' 35" (P = angulo de a 2 con r). 


Problema 47. Un movil parte del reposo y del origen, recorre una trayectoria cir¬ 
cular de 20 cm de radio, con una aceleracion tangencial que viene dada el sistema 
CGS por la expresion: a T = 60 1. Determinar en modulo, direction y sentido, la acele¬ 
racion del movil a los 2/3 s de iniciado el movimiento. 


Solucion 


a=dv/ dt 


dv = a.di 


4 


y=|60/<// = 30/ 2 + C 
C = v 0 = 0 


v = 30 r 2 
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Si t = — s: 
3 


a T — 60 — =40 cm/s 2 
3 




(30r 2 ) 2 80 

-= 45 t A = -cm/s 2 

20 9 


a = \Ja] + aS = 41 cm/s 2 


fl r 9 

tag0 = — = — 

An 2 


p = 77° 28' 16" 


Problema 48. Una particula se mueve con movimiento circular y uniforme 
(oj = ct c .) de radio R. Si tomamos el origen de un sistema de coordenadas en el 
centro de la circunferencia trayectoria; calculese el vector de posicion, el vector velo- 
cidad y el vector aceleracion, poniendo este ultimo en funcion del tiempo y del vec¬ 
tor de posicion. (El origen de los tiempos lo tomamos sobre el eje OX). 


Solucion 


x = Rcosip 
y — Rstna 

<4> — (Lit 


r = R (cos (oti + sen a> tj) 


v = dr / di — Ruj (—stna)ti 4- cosa >tj) a = dv / dt = —Raj 2 (cos <oti + scnwtj) = —aj 2 r 



Problema 49. Una particula describe una circunferencia de 27 cm de radio, 
aumentando con el tiempo el valor de su velocidad, de una forma constante. En el 
punto A la velocidad es 9 cm/s; en el B, transcurridos 0,25 s es 10 cm/s. Calcular el 
vector aceleracion en el punto A. 

Solucion 

Tomando los ejes de referencia como se indica en la Fig.: 

9 2 


a x = a n — 


r o 

R 


27 

10-9 

0,25 


= —3 cm/s 2 

= 4 cm/s 2 


a = — 3/ + 4y cm/s 2 


Problema 50. Una particula posee un movimiento circular y uniforme de 1 m de 
radio, dando 1 vuelta en 10 s. Calcular: 

1. El vector de posicion referido al centro de la trayectoria como origen si la parti¬ 
cula inicialmente se encuentra en el punto P 0 (0, 1) m. 

2. El vector velocidad y aceleracion a los 5 s de iniciado el movimiento. 

3. Velocidad media en el intervalo de 5 s comprendido entre el quinto y decimo 
segundo. 

Solucion 


l = 0 


Problema V-48 



Problema V-49 


1 TT 

v =-Hz => oj = —rad/s 

10 5 
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1) 

2 ) 


/ = 5 s 


r — R (—iscncut + jcoscjt) 


7 Tt 

nl 

r = —isen - 

+/COS —— 

5 

5 


dr 

v =- = —Roj ( i cosou / + jsenajt) 

dt 

dv 

a =-= —Raj 2 (—isenojt -I- jeoscut) = —Ra> 2 r 

dt 

n ' 7r 

v = — — ( / COS7T + jstrnr) = —i m/s 


n z 7 r 2 

a = — — (—/sen 7r + /’cos7r) = — j m/s 2 
25 25 


3) El angulo girado en 5 s cualquiera que sea el intervalo es: <p = cu/ = 7 rrad, al que 
corresponde un arco: 

/ = = 7r m => 


/ 7T 

— = — m/s 
/ 5 


Problema 51. El vector de posicion de una particula que se mueve en trayectoria 
plana es: r = (5cos7 rt — l)i + (5sen7r/ + 2 )j (Giorgi). 

1. Demuestrese que el movimiento es circular y uniforme. 

2. Calcular el radio de la circunferencia trayectoria. 

3. Calcular la frecuencia de este movimiento. 


Solucion 

1) Un movimiento circular y uniforme viene caracterizado porque los modulos de v y a n 
son constantes y por tanto no existe a r . 


v = dr/dt=-Snxnwti+5ircosntj => p = \Z25^ (sen%/+ cos^/) = 57 rm/s (constante) 
Si v = ct c => a T = dv/dt = 0 


luego: 


2 ) 

3) 


a — — dv / dt — — 57t 2 cos rrti — 5Tr 2 stx\irtj 

N/237T 4 (cos 2 7 rt ■+■ sen 2 7r/) = 57 t 2 m/s 2 (constante) 



v = ojR 
(v = 2n 


5tt 2 = 


25 7T 2 


R = 5 m 


v = 2 nvR 



5tt 

2tt5 



Problema 52. La velocidad de rotacion de un faro luminoso es constante e igual a 
a> y esta situado a una distancia d de una playa completamente recta. Calcular la 
velocidad y aceleracion con que se desplaza el punto luminoso sobre la playa cuando 
el angulo que forma d y el rayo es 6. 
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dx d6 
~dd ~dt 


Solution 


.1 

• i 


dx 

v ~ nr ~ 

x = d tag# 
dd 

~dT~ < ° 




<ud 

v = - 

cos 2 # 


dv 

dv 

de 

2w 2 d sen# 

a ~ ~dt~ 

~ ~de 

nr 

cos 3 # 



D) COMPOSICION DE MOVIMIENTOS 
- FORMULARIO - 

COMPOSICION DH MOVIMIENTOS RECTILINEOS EN LA MISMA DIRECCION 

PRIMER CASO. — Dos movimientos uniformes producen un movimiento 
uniforme 

S = + S 2 = (S 0 1 + S 02 ) + (Vi + v 2 )t 

Segundo CASO. — Dos movimientos uniformente acelerados producen un 
movimiento uniformemente acelerado. 

s = si+s 2 = (Joi + -to) + (^01 + ^ 02 )^ + y («i + a 2 )D 

Tercer CASO. — Un movimiento uniforme y otro uniformemente acele¬ 
rado producen un movimiento uniformemente acelerado. 


s = s l + s 2 = (% + %) + (v, + p 02 )/ + y at 2 

COMPOSICION DE MOVIMIENTOS RECTILINEOS PERPENDICULARES 
Primer caso.— Dos movimientos uniformes. 

y=Vyt y Vy Vy 

— = — => y= —x 

x=v x t x v x p x 

trayectoria recta. El valor del modulo de la velocidad resultante es: 

V= sjv 2 x + V* 

el movimiento es rectilineo y uniforme de ecuacion: s = vt 
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Segundo CASO. —Dos movimientos uniformemente acelerados partiendo 
del reposo. 


1 

x = — a x I 1 


y = — a y t 2 


y 

x a* 


fly 

y=—x 

a„ 


trayectoria recta. El valor del modulo de la aceleracion resultante es: 

a= \Ja 2 + a] . 

el movimiento es uniformemente acelerado de ecuacion: s = — at 2 
Tercer CASO. —Un movimiento uniforme y otro uniformemente acelerado. 


x = vt 

1 , 

y = — at 2 


y = 


2v 2 


■x 2 = Kx 2 


trayectoria parabolica 
Tiro horizontal: 

Vx = v 0 
Vy = g‘ 

Tiro oblicuo: 

v x — V 0 COS ip 
Vy - v 0 sen<p - gt 

1 


X- v n t 


r= 2 s ' 1 


1 JC 2 

r=2 g r* = Kxi 

*o 


X = V 0 t COS(fi 


y = v 0 tsetup gt 2 


y = xtogcp- — g ——— 
2 i> 0 2 cos V 


= Kx- K'x 2 


-^max — 


v 0 2 sen2(/? 

g 


J^max — 


v 0 2 sen 2 <p 


2 g 


Problema 53. Un nadador recorre una piscina de 100 m en 2 min. Va a nadar en 
un rio observando antes de lanzarse al agua, que un trozo de madera que flota en 
ella recorre en 1 min 20 m. Calcular el tiempo que tardara el nadador en recorrer 
100 m en el rio, segun vaya a favor o en contra de la corriente. 


124 













Solution 


La velocidad del nadador es: v = s /1 = 100 / 2 = 50 m/min 

La velocidad del agua del rio es: V — 20 m/min 

La velocidad, nadando a favor de la corriente, es: v, = v 4- v' = 50 + 20 = 70 m/min 


Y el tiempo que tarda en recorrer 100 m es: /, = s / v x = 100 / 70 = l m,n 26 s 


La velocidad, nadando en contra de la corriente, es: v 2 = v — V = 50 — 20 = 30 m/min 
Y el tiempo para recorrer 100 m: 


u = 100 / 30 = 3 m,n 20 s 


Problema 54. Un acorazado navega con rumbo NE a una velocidad de 30 mile/h. 
Suena zafarrancho de combate y uno de los tripulantes marcha corriendo de babor a 
estribor para ocupar su puesto, a una velocidad de 10 km/h. Calcular el valor de la 
velocidad resultante y su direction. 


Solution 


v = 30 mile/h = 1,852 X 30 = 55,56 km/h 


V= V 55,56 2 + 10 2 = 56,45 km/h 

T~ 


55,56 


<p = 34° 47' 49" 



Problema V-54 


<p = a — 45 


El «rumbo» sera: 


90 — ^ — 55° 12'11" 


Problema 55. Una pequena lancha atraviesa un rio de 50 m de anchura; al mismo 
tiempo la corriente le arrastra 60 m aguas abajo. <,Que camino ha recorrido? 

Solution 

Si en la figura, y es la anchura del rio y x el avance producido por la corriente, el camino 
recorrido por la lancha es s: 

s = y/x 2 + y 2 = y/60 2 + 50 2 = 78,1 m 



Problema 56. La velocidad que provocan unos remeros a una barca es de 8 km/h. 
La velocidad del agua de un rio es 6 km/h, y la anchura del tal rio 100 m. 

1. Suponiendo la position de la proa perpendicular a las orillas, calcular el tiempo 
que tarda la barca en cruzar el rio y la distancia a que es arrastrada, aguas abajo, por 
la corriente. 

2. ^En que direction debe colocarse la proa de la barca para alcanzar el punto de la 
orilla opuesta situado enfrente del de partida? (punto de partida y llegada en la per¬ 
pendicular comun a las orillas). 

3. ^Que velocidad, respecto a la tierra, lleva la barca en los dos casos estudiados? 

4. ^Cuanto tarda en atravesar el rio? 
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Solution 



Problema V-56-1. 8 



Problema V-56-2. a 


1) 


v* = 6 km/h 
v y = 8 km/h 



2) Para que la barca vaya en la direction de v 2 , la componente horizontal de v y (Fig. 
2 . a ) ha de ser igual a 6 km/h: 


y y sen<£ = v x => 

3) En el l cr caso son los 10 km/h ya calculados; en el 2. 5 : 


sen</? = — 
8 


V = 48° 35' 


v 2 = VyCOS^ = 8 cos 48° 35' = 5,3 km/h 


4) En el l cr caso son 45 s ya calculados; en el 2.®: 


y 0,1 

t — — =-h = 68 s 

v 2 5,3 


Problema 57. Una canoa de 2,5 m de larga esta junto a la orilla de un no y per- 
pendicularmente a ella. Se pone en marcha con una velocidad de 5 m/s y al llegar a 
la orilla opuesta ha avanzado en el sentido de la corriente 23,4 m. 

1. Calcular la velocidad del agua, sabiendo que el no tiene una anchura de 100 m. 

2. Si la canoa marcha a lo largo del rio, determinar el camino recorrido en 1 min 
segun vaya en el sentido de la corriente o en sentido contrario. 


Solution 


1) La proa de la canoa debe recorrer un espacio en direction perpendicular al rio: 

y = 100 - 2,5 = 97,5 m 

siendo: 

y=v c t = 5t — 97,5 m 

el rio arrastra a la canoa: 

x = 23,4 m = v r t 

dividiendo las dos anteriores: 

97,5 5 

23A ~V, 

2 ) 


Vt = 1,2 m/s 


h = Vc + — 5 + 1,2 = 6,2 m/s 
v 2 = v c — Vt = 5 — 1,2 = 3,8 m/s 


x, = 6,2 X 60 = 372 m 


x 2 = 3,8 X 60 = 228 m 
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Problema 58. Un avion de bombardeo, en vuelo horizontal, a la velocidad de 360 
km/h, y a una altura sobre un objetivo de 1 000 m, lanza una bomba. 































1. iA que distancia del objetivo inmovil, contada horizontalmente, debe proceder al 
lanzamiento? 

2. Si el objetivo es un camion que marcha en carretera horizontal, a 72 km/h en la 
misma recta que el bombardero £a que distancia del objetivo, contada horizontal¬ 
mente, se debe proceder al lanzamiento si el objetivo se acerca o se aleja? 


Solucion 


1) 



x 4 - v't= vt 

1 

y = — g* 1 


X = 



360000 2 X 1000 

- \ -=1429 

3600 V 9 > 8 


x = t (v ± V) = 


2y 

— (v±v’) = 
g 


2 X 1000 1000 

(360 ± 72) r 


9,8 


3600 


*, = 1714m 


* 2 = 1143 m 


Problema 59. Un avion en vuelo horizontal, a velocidad constante de 500 km/h 
lanza tres bombas en intervalos de 3 s. Dibujar en un esquema la position del avion 
y de las bombas a los 3 s de lanzar la tercera. Se supone nula la resistencia del aire. 


Solucion 

Las tres bombas estan en la misma vertical ya que el avance horizontal de las bombas y el 
avion es el mismo. La distancia horizontal, contada desde el punto en que se lanzo la 
primera es: 


La primera recorre 


la segunda: 

la tercera: 


500000 

* =-9 m = 1250 m 

3600 

un camino vertical: 

1 

y,=-9,8X9 2 m = 396,9 m 
2 

1 

y 2 = — 9,8 X 6 2 m = 176,4 m 
2 

1 

y 3 = — 9,8 X 3 2 m = 44,1 m 
2 


Problema 60. Sobre la superficie de un lago, a 5 m sobre ella y horizontalmente, 
se dispara un proyectil, con una velocidad de 5 m/s. Determinar: 

1. El tiempo que tarda el proyectil en introducirse en el agua 

2. La distancia horizontal recorrida por el proyectil hasta que se introduce en el agua. 

3. Valor de la tangente del angulo que forma el vector velocidad con la horizontal 
en el momento que el proyectil se introduce en el lago. 















Solution 


1) 

2 ) 



|;c=i/ 0 / = 5Xl=5m| 


3) 


v x = v 0 = 5 m/s 


Vv 

v y = gt — 10 X 1 = 10 m/s 


tag ^ = — = 2 


v* 


-l 


Problema 61. Dos aviones estan situados en la misma vertical; la altura sobre el 
suelo de uno de ellos es 4 veces mayor que la del otro. Pretenden bombardear el 
mismo objetivo. Siendo la velocidad del mas alto v ^que velocidad debe llevar el mas 



Problema 62. Un avion en vuelo horizontal rectilineo, a una altura de 7 840 m y 
con una velocidad de 450 km/h deja caer una bomba al pasar por la vertical de un 
punto A del suelo. 

1. <,A1 cabo de cuanto tiempo se producira la explosion de la bomba por choque con 
el suelo? 

2. i ,Que distancia habra recorrido entre tanto el avion? 

3. que distancia del punto A se producira la explosion? 

4. ^Cuanto tiempo tardara en oirse la explosion desde el avion, a contar desde el 
instante del lanzamiento de la bomba, si el sonido se propaga a 330 m/s 


Solution 



v 0 = 450 km/h = 125 m/s 


*=y 

2 ) 

x=v 0 (= 125 X40 = 5000 m 

3) El mismo resultado que 2). 

4) l cr Metodo 



= »'</ 
s 2 = vt 
h 2 = sl~ s] 



7840 2 

330 2 - 125 2 


= 25,7 s 


T= 40 + 25,7 = 65,7 s 
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2* MfeTODO 

La componente v x de la velocidad del sonido ha de ser igual a 


v 0 = vcosa 


v 0 125 

cosa = — = - 

v 330 


a = 67° 44' 29" 


con lo que: 


v y = psena = — 
t 


f = 


= 25,7 s 


psena 


T=t + f = 65,7 s 


Problema 63. Se dispara un canon con una inclination de 45° con respecto a la 
horizontal, siendo la velocidad de salida 490 m/s. Calcular: 

1. El alcance, la altura maxima y el tiempo necesario para tal avance y tal ascenso. 

2. La position del proyectil y la velocidad al cabo de 2 s del disparo 


Solution 

1) El tiempo para el alcance es la solution (no igual a cero) de la ecuacion: 


1 

y = v 0 tsen<p — — gt 2 = 0 => 

2 Posen <p 

t= = 70,7s 

g 

2 p n 2 sen <p oosip p 0 2 sen2<^ 

jc m = M„/cos<p = 0 = 0 = 24 500 m 

g g 



El tiempo para alcanzar la altura maxima es la mitad del correspondiente al alcance: 


t = 35,3 s 


2 ) 


y m = vjszrup — — gt 2 = 6125 m 


y/2 

x = v 0 tcos<p = 490 X 2 — 693 m 

1 x/2 1 

y = wsen<p - — ^ = 490 X 2 -- — 9,8 X 4 = 673,4 m 

2 2 2 


n/2 

v x = ^ O cos<^ = 490 ^ ~ ~ 346,5 m/s 

y/2 

Vy — y 0 sen<^ — gt = 490 —— —9,8 X 2 = 326,9 m/s 



v — V v} + v 2 = 476, 4 m/s 


r= 693 1 -f 673,4 j m v = 346,5/ + 326, 9j m/s 


Problema 64. Se dispara un canon con un angulo de 15°, saliendo la bala con la 
velocidad de 200 m/s. Se desea saber: 

1. La distancia teorica que alcanzara la bala sobre la horizontal. 

2. La velocidad con que llega a tierra, en valor absoluto y direccion. 

3. Si tropieza con una colina que se encuentra a la mitad de su alcance, de 300 m 
de alta. ^.Por que? 
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4. En caso afirmativo, ^,que solution podriamos dar si queremos hacer bianco en el 
mismo objetivo y con el mismo canon (la misma velocidad inicial) disparando desde 
el mismo sitio? 

Solution 


1 

y = y 0 /sen<£ - — gt 2 = 0 => 

/= 0 

2 v 0 sen<^ 

g 

^ 0 sen2<^ 40000 X 0,5 

x — v 0 t cosy? = - = - = 2040 m — 2 km 

g 9,8 


l^fmal — ^inicial — 200 ITl/S 



La simetria de la trayectoria exige que la velocidad al llegar el proyectil a tierra forme un 
angulo de 15° hacia abajo, con la horizontal. 


3) Para llegar a la cuspide de la trayectoria, se emplea un tiempo mitad al calculado en 1). 


v 0 sen<£ 

g 


y* 


1 v 2 sen 2 <p 

Vf/scnip — — gf 1 — -= 137 m 

2 2 g 


Tropieza. 


4) Si los alcances deben ser iguales sen2<^ = sen2<p\ la solucion sera disparar con un 
angulo <p' = 90° — a = 75°. La altura maxima es entonces: 


y™ — 


v 0 2 senV 
2 g 


1 904 m 


Problema 65. Se dispara un canon desde un acantilado de 50 m de altura y con 
un angulo de 45° por encima de la horizontal, siendo la velocidad de salida del pro¬ 
yectil de 490 m/s. Calcular: 

1. Tiempo que tarda el proyectil en llegar a la superficie del mar. 

2. Position del impacto. 

3. Velocidad en ese instante. 





Solucion 


1 ) y = v 0 tserup - — gt 2 


y/2 1 

- 50 = 490/- - — 9,8/ 2 

2 2 


4,9/ 2 - 245 \fll— 50 = 0 


2) 


/ = 70,8 s 


/ = —0,1 s (no tiene sentido fisico) 

n/2 


x =iy cos<j? = 490 X 70,8 -m = 24 530,9 m 


r = 24 530,9 1 — 50j m 


3 > y/2 

Vx = v 0 cos<p = 490-= 346,5 m/s 

2 

y/2 

v y - I'osen^) ~ gt - 490-- 9,8 X 70,8 = -347,3 m/s 

2 


v = 346,5 i — 347,3 j m/s 


v = y/v 2 4- v-, 2 — 490,6 m/s 
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Problema 66. Una pelota resbala por un tejado que que forma un angulo de 30° 
con la horizontal, y al llegar a su extremo, queda en libertad con una velocidad de 
10 m/s. La altura del edificio es 60 m y la anchura de la calle a la que vierte el 
tejado 30 m. Calcular: 

1. Ecuaciones del movimiento de la pelota al quedar en libertad y ecuacion de la 
trayectoria en forma explicita. (Tomar el eje X horizontal y el Y vertical y positivo 
en sentido descendente.) 

2. ^Llegara directamente al suelo o chocara antes con la pared opuesta? 

3. Tiempo que tarda en llegar al suelo y velocidad en ese momento. 

4. Position en que se encuentra cuando su velocidad forma un angulo de 45° con la 
horizontal. 


Solucion 

1) Las ecuaciones del movimiento escritas en el si, seran: 

a x = 0 

fly = 9,8 m/s 2 


n/3 r 

v x = v 0 cosv> = 10 —= 5\/3 m/s 
v y = y 0 sen</> + gt = 5 + 9,8 / 


a — 9,8 j m/s 2 


v— 5\/3i + (5 + 9,8 Qy 


x = v 0 t cosy = 5\/3t 

1 

y = ^ 0 /sen<^ + — gt 2 = 5t 4- 4,9/ 2 


=> 


r = 5\/3/« + (5/ + 4,9> 2 )7 


La ecuacion de la trayectoria en forma explicita se obtendra despejando t en la ecuacion 
de x y sustituyendo en y, es decir: 


x 

‘~W3 


x 4,9 * 2 

y = — r + - 

* 75 


n/3 


2) Para: 


x — 30 m 



4,9 X 900 

+ - = 76 m 

75 


Haria falta un descenso aproximado de 76 m para tocar la pared. A los 60 m, no choca 
con ella. 

3) 60 = 5/ + 4,9» 2 — 5/ + 5/ 2 =» / 2 + / — 12 = 0 =» 


La solucion 3 s es la correcta respondiendo al enunciado. La solucion negativa (—4 s.) 
indica el tiempo (anterior al origen de los tiempos), que en la trayectoria parabolica inde- 
finida, hubiese tardado el cuerpo en ir desde 60 metros por debajo del origen hasta dicho 
origen, pasando por el a una velocidad de 10 m/s, formando con la horizontal un angulo 
de 30°. 

La velocidad sera: 

u = 5 \/3 i + 34,4 j m/s 


v = \fv\ + = 35,5 m/s 
















4) v x = v y 


5n/3 = 5 + 9,8 / 


/ = 0,4 s 


x = 3,5 m 
y = 2,8 m 


=> 


r = 3,51 + 2,8y m 


Problema 67. Demostrar por cinematica que cualquiera que sea el angulo de lan- 
zamiento de un proyectil arrojado desde lo alto de un acantilado de altura h con la 
misma velocidad inicial, la velocidad de llegada al suelo es siempre la misma. 

Solucion 


operando queda: 


v x = w 0 cosv? 
v y = v 0 sen<p - gt 


v = \/ v 0 2 cos 2 <p + (y 0 sen</> — gt) 2 


v= \/v 2 4- g 2 t 2 - 2gv 0 tstxup 


pero: 


— h = iysen<? — — gt 2 


g 2 t 2 = 2 gh -f 2v' 0 g/senc/? 


sustituyendo: 

v = \A? + 


velocidad que es independiente del angulo de lanzamiento. 


Problema 68. Se dispara un canon con un angulo por encima de la horizontal, 
saliendo la bala con una velocidad Vq* Determinar en funcion del tiempo las expre- 
siones de los modulos de la aceleracion tangencial y normal. Calcular el radio de 
curvatura de su trayectoria en cualquier instante. 



Solucion 


V x = V 0 COSif 
Vy = ^ 0 sen<^ - gt 


v 2 =v 2 + v* = v 0 2 cosV + fasemp - gt] 2 


dv _ —g (v 0 sen</> — gt) 
dt sfv { 2 cosV 4- [v 0 sen</> — gt] 2 


Se podia haber obtenido teniendo en cuenta que como solo actua el peso de la bala, g 
sera la aceleracion resultante de a T y a n , con lo que de la figura obtenemos: 


a ^<9 

a, = -gsenfl = -g 

V1 + tag 2 0 

Vy Co sen <P - gt 
tage =— =- 

C, V 0 COS(fi 
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*r= ~g 


V 0 scmp - gt 
V 0 COS<p 


= -g- 


v 0 scrup - gt 


1 + 


v 0 sen<p-gf 1 2 Vv 0 2 cosV + [v 0 stn<p - gt] 2 


V 0 COSip 

La aceleracion normal se obtendra: 

1 


a n = -g cosd = -g 


y/\ + tag 2 0 
Igualando av 2 /p y despejando p: 


■ =“* 


-gv 0 cos<? 


1 + 


v 0 sen<p - gt 
v 0 cosv 


2 V v 2 cos V + [^o sen <P — gt 2 ] 2 


_v 2 _[v 0 2 cosV + (^ 0 sen<p - gt) 2 ] vl 

fln gv 0 cos<p 


Problema 69. Con un proyectil queremos rebasar una colina de 300 m de alta 
desde 500 m de distancia a la cima. Calcular: 

1. Angulo de lanzamiento. 

2. Velocidad minima necesaria. 

Solution 

La ecuacion de la trayectoria en forma explicita es: 

* 


de la que se obtiene: 


y = xtag<p - 


g* 1 


2v 2 cos 2 (p 


g* 2 


2 cos 2 <p (x tag<p — y ) x sen 2<p — 2y cosV 

derivando e igualando a cero para obtener el valor de que hace minima a v 0 para x e y 
determinados, nos queda: 


(1) 



Problema V-69 


dv 0 2jccos2<p 4- 4ycos<psen<p x 

2v 0 -= — gx 2 - =0 => xcos2cp + yscn2<p = 0 => tag2<p = — — 

dtp (xscn2ip — 2ycos 2 <p) 2 y 

y como: 


x = V500 2 - 300 2 = 400 m 
2) Sustituyendo en (1) se obtiene: 


tag2<p = -— => 


= 63° 26' 



r " g ~ 

/ -OOCmA 

y 0 — \ 
COSip \ 

/ oo,j in/b 

' 2(xtag<fi-}>) 


Problema 70. ^Que angulo habra que darle a la velocidad en el lanzamiento de un 
proyectil desde un muro de 10 m de altura para obtener el alcance maximo? Veloci¬ 
dad de salida del proyectil 10 m/s. Calcular tambien dicho alcance. 





























Solution 



Problema V-70 


X = v 0 t COSip 

1 

y= v 0 tstn<p - - gt 2 
— 10 = 10/sentp — 5/ 2 


y = —10 m 
g = 10 m/s 2 

t 2 — Itstxup — 2 = 0 


/ = 


2senv? 4 \/4sen 2 <^ 4- 8 


= sen<p 4 %/senV 4 2 


(El signo menos que aparece en la sol ution a la e cuacion de segundo grado no tiene sen- 
tido fisico, puesto que al ser 2sen</> < sen 2 4 8daria negativo.) Luego: 


x = 10cos</? (sen<^> 4 \Jsen 2 <p 4 2) 

igualando a cero la derivada respecto a y tomando la solution conveniente da: 

1 


sen</? = — 
2 


= 30° 


con lo que: 


jc= 10 n/3 i 



Problema 71. Sobre la plataforma de un tren que se mueve sobre un terreno hori¬ 
zontal con una velocidad de 30 m/s, esta montado rigidamente un canon que lanza 
sus proyectiles a 500 m/s. Determinar las ecuaciones del movimiento del proyectil en 
los siguientes casos: 

1. El disparo se efectua perpendicularmente a la direction del movimiento y en 
direction horizontal. 

2. El disparo se efectua perpendicularmente a la direction del movimiento y en 
direction vertical y hacia arriba. 

3. El disparo se efectua perpendicularmente a la direction del movimiento y en el 
piano vertical a ella y formando un angulo de 45° con la horizontal. 

4. El disparo se efectua formando un angulo de 30° con la direction del movimiento 
contado este en el piano horizontal y 60° con el piano horizontal. 


1) 


flx 


= 0 


Solution 

v x = 30 m/s 


jc = 30/ 


Problema V-71-1.* 


Y 


fly = 0 

a 7 = 10 m/s 2 


v y = 500 m/s 


Vz = gt= 10/ 


y — 500/ 



5/ 2 


O 


g 


V 


X 


Problema V-71-2.* 


a = 10 k m/s 2 
v = 30/4 500/ 4 10/* 
r — 30/i 4 500/y 4 5/ 2 * 


2) El movimiento es piano: 

flx = 0 

fly = —10 m/s 2 


v % = 30 m/s x = 30/ 

v y = 500 - 10/ y = 500/ — 5/ 2 
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3) 


4) 


a — —10 j m/s 
v = 301 + (500 - 10/jy 
r = 30/I + (500/- 5 t 2 )j 



Las componentes de a lo mismo que en 3). 


v x = v + j'ox = 30 + 125 y/3 m/s 
Vy = V^Oy = 125 m/s 
v z = voz = 250 \/3 — 10/ 


x = (30 + 125 y/3)t 
y = 125/ 

z = 250 V3/-5/ 2 


a = —10 Ac m/s 2 

v = (30+ 125 V3)# +1257 + (250 V5 — 10/)A: 
r = (30+ 125 V3)/i + 125/y + (250 ^3/- 5/ 2 )/t 



Problema 72. Un proyectil es lanzado con una velocidad: v 0 = i —3j + 2 k m/s 
desde un punto de coordenadas (2, 1, 1) (en metros). Si esta sometido a la acelera- 
cion de la gravedad (direccion y sentido negativo del eje OZ) y a una fuerza debida 
al viento que le produce una aceleracion en la direccion positiva del eje OX de 
2 m/s 2 . Calculese las ecuaciones del movimiento [r = r(t) t v = v(t) y a = a(t)\ 


Solucion 


a x = 2 m/s 2 

Oy — 0 

a z = — g= —10 m/s 2 
Vx = vox + a x t= 1 + 2/ 
v y = y 0y = — 3 m/s 
v z = Vqz~ gt = 2- 10/ 

1 

x = X 0 + vox/ + -y fix / 2 = 2 + / + / 2 

/ = /o + M= 1 “ 3/ 

1 

z = z 0 + vozt — — gt 2 = 1 + 2 / — 5/ 2 


a — 2 i— 10 A: m/s 2 


v = (l + 2/)/ — 3j + (2- 10/) k 


r = (2 + / + / 2 )i + (l — 3/)y + (1 *+ 2/ — 5/ 2 )A 


Problema V-71-4. a 
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Problema V-73 


Problema 73. Un cilindro de carton de 20 m de altura gira alrededor de su eje a 
razon de 1 vuelta cada 10 segundos. En la direction de la generatriz se hace un 
disparo y se observa que los radios que pasan por los impactos hechos en las bases 
forman un angulo de un grado. Calcular la velocidad del proyectil. 


Si en 10 s gira el cilindro 360° 
en/s 1° 


Solucion 

10 _ 1 
” 360 “ ~36 



20 m 
1/36 s 


= 720 m/s 



Problema 74. Una mosca camina en linea recta con movimiento uniforme a lo 
largo del radio R del disco de vidrio de la figura al mismo tiempo que este gira con 
velocidad angular constante. Suponiendo que el tiempo que tarda la mosca en reco- 
rrer el radio es el mismo que el periodo de giro del disco. 

1. Dibujar la trayectoria de la mosca, con relacion a los ejes fijos X e Y que se ven 
por transference a traves del vidrio. 

2. Determinar las ecuaciones horarias de este movimiento en funcion de v (velocidad 
de la mosca) y a> (velocidad angular del disco) con relacion a los ejes fijos. 

Solucion 


Problema V-74 


Y 



Problema V-74-1. 8 


1) Dividamos la circuferencia en un numero de partes iguales (por ejemplo, 8). Cuando 
la mosca ha recorrido 1/8 de radio, el disco ha girado un angulo de 1/8 de giro completo 
encontrandose el movil en el punto 1, transcurrido otro intervalo igual de tiempo la mosca 
estara en 2,... etc. La trayectoria sera, por tanto, la dibujada en la Fig. 2. 

2) Transcurrido un tiempo / el camino recorrido por la mosca es r = vt y el angulo 
girado es a>L Luego: 


X = V t COSCO / 

y = vtstncvt 


r — v (fVcoscu/ -I- jtstnojt) 


v = dr / dt= v [(cosco/ — <u/sena>/)i + (senaW + ajtcosajt)j] 

a = dv / dt = voj[— (2sena>/ + a»fcosa>/)/ + (2cosa>/ — (vtstnajt)j] 



Problema V-75 


Problema 75. El disco de radio R de la Fig. desliza sin rozamiento a lo largo de su 
eje; dejamos que caiga y a su vez le comunicamos en el instante inicial una velocidad 
angular constante oj. Determinense las ecuaciones horarias del movimiento de un 
punto situado en el borde del disco. 


Solucion 

Tomando los ejes como se indica en la Fig. de tal forma que el punto que consideramos 
se encuentra en P 0 (R, 0, 0) en el instante inicial, tendremos que las ecuaciones del 
movimiento segun OZ seran: 

1 

a* = g v 2 = g( z = — gt 2 
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siendo g la aceleracion de la gravedad y / un tiempo cualquiera contado a partir del ins- 
tante inicial. Para el eje OX, tenemos: 


= —v xy sencu / = — cuR sencu t 
a x — dv x / dl — —a) 2 Rcos(ut 
x = —ojR J sencu t dt = R coscu / + C, 
/ = 0 x = R = R + Ct => 
y para el eje OY, tendremos: 

V y = VxyCOS Cut = CuRCQSCut 
^ = —cu 2 R sencu t 
y = ojrJ coscu t dt = R sencu 1 + C 2 
/ = 0 y — 0 y = 0 = C 2 
luego las ecuaciones del movimiento seran: 


C,= 0 


x — R coscu t 


y = R sencu / 


r= 

i coscu/-1- j sencu t + 

/ 2 *) 



v = cu/? 

— i sencu/ + j coscu / + 

✓ 

4 •*) 


cu/? / 

a = cu 2 R 

1 ~ i coscu / — y sencu / 4- 

— *) 


to 2 /? / 
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Capftulo VI 



Problema VI-1 


ESTATICA - EQUILIBRIO ESTATICO 

A) ESTATICA 


Problema 1 . En el extremo de un resorte colgamos diversos pesos y medimos la 
longitud del mismo, obteniendose los siguientes valores: 


Peso en g 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

Longitud en mm 

100 

106 

112 

118 

124 

130 


1. Representar graficamente estos valores y escribir la formula que relaciona los pesos 
con las longitudes del resorte. 

2. Escribir la formula que relaciona los pesos con las deformaciones del resorte (Ley de 
Hooke). 

3. Averiguar la longitud del resorte cuando colgamos un peso de 12 g. 

4. iQue peso tendremos colgado del resorte cuando su deformation sea de 15 mm? 



Problema VI-1-1. 8 



Problema VI-1-2. 8 


Solution 


1) La ecuacion de la recta sera de la forma: 
para calcular las constantes my n hacemos: 
Si/ > = 0, /= l 0 = 100 mm => 0 = 

Si P — 5 , /= 106 mm => 5 = 


P=ml+n 


100 m + n 
106 m + n 


5 250 

m = —g-f/mm n — - g-f/mm 

6 3 



2) Las deformaciones del resorte toman los valores: x — l — / 0 

obteniendose para los datos la siguiente tabla: 


Peso en g 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

Deformaciones en mm 

0 

6 

12 

18 

24 

30 


que representadas, graficamente dan la recta de la figura. Para hallar K hacemos: 

P 5 

P = 5 g • f, x = 6 mm => k = — =— g-f/mm 

x 6 


y la «ley» se expresara: 



3) En 1) hacemos P = 12 g • f y se obtiene: 



/ = 114,4 mm 
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4) En 2) hacemos x = 15 mm y se obtiene: 


*=4 15 =i2 ’ 5 g- f 
6 


Problems 2. Se tienen dos fuerzas concurrentes de 10 y 15 N cada una. Calcular 
la resultante en los siguientes casos: 

1. Cuando forman un angulo de 0° 

2. Cuando forman un angulo de 45° 

3. Cuando forman un angulo de 90° 

4. Cuando forman un angulo de 120° 

5. Cuando forman un angulo de 180° 


Solution 


Si en todos los casos tomamos la fuerza de 10 N ( F x en la figura) en la direccion positiva 
del eje OX entonces: 


1) 


(P = 0 


Fy 

f 2 

F 2x =F 2 = 15 N 
Fly = 0 


F ix = Ft = 10N 
F y = 0 
Fix =F 2 cos<p 
Fiy = Fi senv? 


2) \SyJl 

Fix = 15 cos45 = 


cp = 45 


Fiy = 15sen45 = 


2 

\Sy/2 


3) 


<P = 90' 


Fix = 15cos90 = 0 
F 2 y= 15sen90= 15 N 


4) „ \5y/3 

F 2x — 15cosl20 — ——N 
2 


<p= 120 


Fiy = 15 sen 120 = 


15 


F= (Fix + Fix)i = 25/N 


F = 

(.0 + IS f 

\ 15V2 

|/+ 2 y N 




1 F= 10i+ 15/ N 1 




*-°f) 

15 

i+—yN 



Problema VI-2 


/ r =25N 


F = 23,2 N 


F= 18 N 


F= 8,1 N 


5) 


<p= 180 


/ r 2 x= 15cosl80 = —15 N 
Fiy = 15 sen 180 = 0 


l^=-5fN 


F= 5 N 


Problema 3. Se tienen tres fuerzas concurrentes de 6, 10 y 12 kp de modulo cada 
una y forman respectivamente angulos de 60°, 150° y 225° con la direccion positiva 
del eje OX. Calcular la resultante, su modulo y el angulo que forma con la direccion 
positiva del eje OX. 
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Solution 



Problema VI-3 


F = F 1 +F 2 + F 3 + = Fxi + F y y 


F= \jF7TTy 2 

tag<^ = - 
Fx 


F*=Fu + Fu + Fu 

Fy = F\ y + F 2 y + F 3 y 


<p, = 60° 


F\ x = F\ cos(/?i = 3 N 
Fiy = F] sen^i = 3\/3 N 


<P2 = 150° 


Fix = F 2 cos ip 2 = —5y/3 N 
F2y = F2sen<^2= 5N 


F x = 3 - 5>/3 - 6 n/ 2 = -14,1 N 
F y = 3%/3 + 5 — 6\/2 = 1,7 N 


*>3 = 225° 


F 3x = F 3 cosv ? 3 = — 6\/2 N 
F 3y = F 3 sen<^ 3 = — 6\/2 N 


F= —14,11 + l,7y N 


=> 


F= Vl^P-h 1,7 2 = 14,2 N 


tag<^ = - 


1,7 

mJ 


173° T 



Problema VI-4 


Problema 4. Un molinero tiene dos borriquillos para mover la muela de su molino; 
cada uno de ellos realiza una fuerza de 60 kg. La longitud del travesano a que estan 
enganchados es de 4 m. Uno de los borriquillos se muere. ^Que modification se debe 
hacer en la instalacion, para que el molino funcione, haciendo trabajar al supervi- 
viente con una fuerza de 80 kg? 


Solution 

Se ha de verificar: 60X4 = 80* => * = 240 / 80 = 3 m 

Trabajando un solo borriquillo se ha de verificar que la distancia desde el punto en que 
esta enganchado hasta el eje debe ser 3 m. 



Problema 5. La fuerza necesaria para abrir una puerta tirando de su manecilla es 
la centesima parte de su peso. Si la puerta pesa 10 kg y la distancia de la manecilla 
al eje de giro es 1 m, calcular: 

1. La fuerza F necesaria para abrir la puerta aplicandola en un punto que dista 50 cm 
del eje. 

2. La fuerza F" necesaria para abrir la puerta, aplicada a un punto que dista 10 cm 
del eje. 


Problema VI-5 Solution 


10 


F = 0,2 kp 

100 -= 50F=10F' =* 


100 


F'= 1 kp 
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Problema 6. Hallar graficamente la resultante de las fuerzas de la figura, aplican- 
dola en el punto O y hallar, asimismo, el momento del par resultante. 



\ F 3 = 15 kp 


Problema VI-6 


Solution 

Obtenemos la resultante dibujado el poligono de vectores. 



Problema VI-6-l. a 
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Problema VI-7 


El momento del par resultante sera: 

-20 X 22 - 30 X 20 + 10 X 17 = -870 kp • m 
La direction del momento del par sera perpendicular al piano del papel y hacia el interior. 


Problema 7. Los modulos de las fuerzas indicadas en la figura son todos iguales a 
Y 1 N y el lado del cubo es 1 m. Calcular: 

— 1. La fuerza resultante y su modulo. 

2. Momento resultante respecto a O (0, 0, 0) y su modulo. 

3. Momento resultante respecto a P (3, 4, 2) m y su modulo. 


Solution 


1) 


2 ) 


F x =j N 
F 2 = k N 
F 3 = i N 


F = F X + F 2 +F 3 = i+j+k 


F=yJ 3N 


(1,0,0) =* 

5(0, 1,0) =* 

C (0,0,1) => 


OA = r, (1, 0, 0) = i m 
OB = r 2 (0, 1, 0) =j m 
OC = r 3 (0, 0, l ) = k m 


N x = r x XF x = 


* J 
1 0 
0 1 


k 

0 

0 


= k N • m 


N 2 = r 2 XF 2 = 


i j k 
0 1 0 
0 0 1 


= « N • m 


N 3 = r 3 XF 3 = 


« J 
0 0 
1 0 


k 

1 

0 


=j N • m 


N = N t +N 2 +N 3 = i+j + k N • m 


JV= V3N-m 


3) l er Metodo 

PA — A — P — r[ (—2,—4,—2) m 
PB = P-B = r{ (-3-3-2) m 
PC = P — C = ri (-3-4-1) m 


N{ = r{ XF x = 

Ni = ri XF 2 = 

Nj = ry XF 3 = 


i j k 
-2 -4 -2 

0 1 0 

i j k 

-3 -3 -2 

0 0 1 

i j k 
-3 -4 -1 

1 0 0 


= 2/ — 2k N-m 


= ~ 3 i + 3j N-m 

= - j+4k N-m 


I N' = N[ + Nj + Ny = —i + 2j + 2k N-m 


I N' = 3 N-m] 
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2° MfcTODO 
N’ = N + FXOP 




i 

i 

k 


=> N* = i+ j + k + 

1 

i 

1 

m 

3 

4 

2 


= - i + 2j+2k N-m 


B) CONDICIONES DE EQUILIBRIO 
-FORMULARIO- 


CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE UN SOLIDO: 


SFx = 0 

IN X = 0 


XFy = 0 
2Ny = 0 


2F Z = 0 
2N t = 0 


Problema 8. Un peso de 10 kg pende de un hilo como indica la figura. Calcular 
los pesos iguales que hay que colgar de los cabos de la cuerda, que pasa por las 
poleas Ay B, para que exista equilibrio cuando: 

1. El angulc>/402? es recto. 

2. El angulo/102? toma cualquier valor. 


Solucion 


Debera verificarse: 


2F y = 0 


10 — /? = 0 


R = 10 kp 


1) Si A OB es 90° entonces el triangulo rayado de la figura es rectangulo isosceles y se 
verifica: 


R = y/2& 


R 10 

= V2 kP 


2) Si AOB no es recto, tendra que verificarse: 
R * 1 2 = x 2 + x 2 + 2* 2 cos <p = 2x 2 (1 + cos <p) 


10 


' \/2 (1 + cosep) \/2 (1 + cos^>) 


kp 


Problema 9. Un bloque de 100 kg se encuentra sobre un piano inclinado 45°; si 
no existe rozamiento entre el bloque y el piano, calcular: 

1. Fuerza minima paralela al piano inclinado capaz de mantener al bloque en reposo. 

2. Fuerza minima horizontal capaz de mantener al bloque en reposo. 


Solucion 


1) 

2) 


/= F= Mgserup = 50\/2 kp 


f=F 


f — Mgstrup 
F = Fcosip 


Mgstvup = Fuosv 


Problema 10. Calcular las tensiones de los cabos de la cuerda, en funcion del 
angulo y el peso P. Hacer aplicacion para c p = 30° y P = 100 kp 



Problema VI-8 





Problema VI-10 


143 
















































Solution 


H=H' 

p = y+ v = 2V 
V — Tsentp 

Aplicacion: 


V 

T — 

P 

sen ip 

IstTUp 


P = 100 kp 
ip = 30° 


T = 


100 

2X0,5 


= 100 kp 


Problema 11. La maxima tension que pueden soportar las cuerdas del problema 
anterior es T; calcular el angulo <p para tal tension, supuesto pendiente el peso P. 
^Sufririan los cabos de la cuerda mayor o menor tension, para angulos menores a <p? 


Solution 



Problema VI-12 



\ -i 

r V 

A 
/ 1 

/ 1 

1 N. I 

/ 1 

H 

H 


\ P ? 


sene/? = 


IT 


(p = arc sen 


IT 


Cuando <p disminuye, sen</? tambien lo hace, pues son angulos agudos, luego como P 
permanece constante, T aumenta. 


Problema 12. Calcular las tensiones de los cabos de la cuerda en funcion de los 
angulos a, ft y y del peso P. Aplicacion: a = 60°, /? = 30°, y = 30 s y P = 100 kp. 

Solution 

P= V+ V 
H = H' 

V 

tagOS + 7) = — 

H 


T=y/V* + IP 
T=y/V r 2 + H' 2 



v=- 


V = //tag(/3 -f 7 ) 

V — /Ttag(o; — 7 ) 
H=H' 


PtagOS + 7 ) 


V 

tag(« - 7 ) = — 

H 

P = //tag(/2 + 7 ) + //tag(a — 7 ) 
P 


H=- 


tag(>3 + 7 ) + tag(a — 7 ) 


r = 


luego: 


T= \/V 2 + H 2 = 


Problema VI-12-1.* 


tag(/3 + 7 ) + tag(<* — 7 ) 

P cos(a — 7 ) 


tag (J3 + 7 ) + tag(a - 7 ) 

P tag(a - 7 ) 
tag(y3 + 7 ) + tag(a — 7 ) 

\]\ + tag 2 (/3 + 7 ) = 


-= H' 


tag(/3 -f 7 ) + tag(of - 7 ) cos(/? + 7 ) 
Pcos(a — 7 ) 


sen(/J + 7 ) cos(a — 7 ) + cos(/3 + 7 ) sen(a — 7 ) 
P 


sen (a + p) 


r = = --- s/l + ta g 2( a - 7 ) = , fc °s(/? + y > 

tag(/3 + 7 ) + tag(a - 7 ) sen(a + P) 
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Aplicaci6n: 


cos30° _ 


cos60° 

T= 100 -= 50 x/3 kp 


T = 100 = 50 kp 

sen90° 


sen90° 


Problema 13. Determinar la tension de cada cuerda de la figura siendo 
P = 1000 kp, ABCD cuadrado de lado 1 my 1 mla longitud de cada una de las 
cuerdas (AO = BO = CO — DO). 



Problema VI-13 



Solution 


XV = 1000 
XH = 0 



V 

T= - 

cos45° 


= 250x/2 kp 


= 250 kp 


Problema 14. Un hercules de circo levanta a su mujer (70 kg) y a su hijo (30 kg) 
colgados en los extremos de una barra —sin peso apreciable— de longitud 2 m. 
^,Que fuerza efectua y por donde tiene que sostener la barra? 



Solution 

Tomaremos las fuerzas hacia arriba como positivas y hacia abajo negativas: 

lF y = 0 => —70 — 30 + /■ = 0 => !/•= 100 kp I 

Tomamos momentos respecto al punto en que se sujeta la barra: 

XN x = 0 . => 70jc — 30 (2 — jc) = 0 => | x = 0,6 m — 60 cm] 

La barra se debe sujetar a 60 cm de la mujer y 140 cm del hijo. 



Problema 15. El nino del problema anterior —digno hijo de su padre— tambien 
sostiene la barra con el padre y la madre suspendidos en ella; la segunda colgando de 



Problema VI-15 
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Problema VI-15-1.* 


una polea enlazada al extremo de la barra, como indica la figura; y el padre (80 kg), 
suspendido directamente, a 25 cm del mismo extremo. Que esfuerzo tiene que efec- 
tuar el nino y por donde tiene que sostener la barra? 


Solucion 

Siguiendo para las fuerzas el mismo criterio de signos que el problema a nterior, sera: 

SF y = 0 => F + 70 - 80 = 0 => 

Tomando ahora momentos con respecto al extremo derecho de la barra: 

IN, = 0 => 80 X 0,25 — lOx = 0 => 

El nino debe sostener la barra por su extremo. 


F= lOkpl 


= 2 m | 




Problema 16. ^Por que el trabajador que va detras se muestra tan descansado y su 
companero con tanta fatiga? 

Solucion 

Siendo F, y F 2 las fuerzas que desarrollan los trabajadores para el transporte de la carga 
en cuestion, seran estas: 


2F= 0 
2N = 0 


F, + F 2 — 100 = 0 
0,4F, - 1,6F 2 = 0 


| Z’, = 80 kp I 


1 F 2 = 20 kp 


Problema 17. Determinar la fuerza perpendicular a la barra AB que hay que apli- 
car en el punto D para que exista equilibrio, suponiendo que O es fijo y los siguien- 
tes valores de fuerzas y distancias: 

OA = 50 cm 
OB = 100 cm 
OC = 75 cm 
OD = 25 cm 


F x = 10 kp 
F 2 = 15 kp 
F 3 = 5 kp 


Problema VI-17 


(Suponemos la barra sin peso apreciable.) 


Solucion 


Aplicando la condicion de equilibrio de los cuerpos con un punto fijo obtenemos: 

2N= 0 => N x + A^ 4 = 0 

Las fuerzas F, y F 3 producen rotaciones opuestas a F 2 . Considerando el momento de esta 
ultima como negativo y los de F, y F 3 como positivos tendremos: 


10 X 50 - 15 X 100 + 5 X 75 + F25 = 0 


F = 


625 

25 


= 25 kp 


El signo positivo indica que la fuerza ha de producir el mismo sentido de giro que las F, y 
F 3 . Siendo por lo tanto perpendicular a la barra en D y hacia arriba. 


A b 



Problema 18. Los chicos A y B, que pesan respectivamente 40 y 30 kg, estan mon- 
tados en un tablon de 4 m de longitud apoyado en su parte central. ^En que punto 
debe colocarse el nino C de 30 kg de peso, para que haya equilibrio? 

Solucion 

Tomando momentos con respecto al punto fijo: 

ZN t = 0 40X2 — 30X2 +M = 0 N c = -20 kp • m 
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El signo menos indica que el chico C, montado en el tablon ha de producir una rotation 
en el mismo sentido que el B, por tanto habra de montar a la derecha del punto de apoyo. 

N c = 20 = 30 x => | x — 0,66 nT| 

Luego ha de colocarse a 66 cm a la derecha del punto de apoyo. 


Problema 19. Una regia de un metro de longitud, homogenea y de section cons- 

tante, tiene de masa 50 g. En el extremo correspondiente a la division cero se cuelga p m ~ x —— — 0 

una masa de 25 g y en el marcado con la division 100 otra masa de 50 g. ^ 

1. ^En que division hay que colocar el punto de apoyo para que la barra perma- 

nezca horizontal? m'g 

2. iQue contrapeso habria que anadir a la division 25 para que, apoyandose la barra w 

por su punto medio, siguiera quedando en equilibrio? m g m ”g 

Solucion Problema VI-19-1.- 


1) Tomando momentos con respecto al punto de apoyo (Figura Vl-19-l. a ): 

1N Z = 0 => m'gx + mg |x — y j — m"g(l — x) = 0 

m'x + mx — m — — m"l + m"x = 0 

_ 2 _ 


1 , „ 

m —-f m l 

2 l m +2m” 1 50+100 

x = -=-=-= 0,6 m = 60 cm 

m + m' + m " 2 m + m' + m" 2 125 


2) Tomando momentos con respecto al punto medio O de la barra (Figura VI-19-2. a ): 

IiV z = 0 => m'g — + Mg — — m"g — = 0 

6 2 * 4 6 2 

simplificando: ^ 


m' + — — m" = 0 
2 


M — 2(m" — m') = 2(50 — 25) = 50 g 


Problema 20. Calcular el peso P que hay que colgar de la cuerda BD que pasa por 
la polea E para que exista equilibrio en la palanca AB, siendo el angulo OBC = 45°. 


Solucion 

Tomando momentos respecto a O: 10 X 50 — / ? 100cos45° = 0 


P = 7,07 kp 


Problema 21. Demostrar que cuando el peso del puntal de la figura, es desprecia- 
ble, la fuerza que actua sobre el punto A, sigue la direction del puntal. Determinar 
tal fuerza (compresion) y la tension de la cuerda. Hacer las aplicaciones: 

1. a= (i = 30° y P= 1 000 kp. 

2. o = 0; P = 60° y P= lOOOkp. 

3. o = 30°; P= 0 y P= lOOOkp. 

Solution 


Tomando momentos con respecto a O (Figura VI-21-1. a ): 


I-//4* 


mg 


Mg 

Problema VI-19-2.® 


m g 


C 

\ 
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luego: 


//'/sen/? - V'lcosp = 0 



V' 

tag/? = —-= tag 7 
H 


P = y 


luego F tendra la direccion del puntal. Por otra parte: 
P= V+ V 
H = H r 

V 

taga = 


H 




P = H taga + H tag/? 
P 


H = 


V = 


+ H ' 2 =■ 


taga + tag/? 


yj\ + tag 2 a = 


taga + tag/? 

Stager 
taga + tag/? 
P 1 


■ = Ft 


V' = 


/'tag/? 


taga + tag/? 
Pcos/3 


F=\JV' 2 + H' 2 - 


taga -I- tag/? cosa sen a cos/? + cosa sen/? 
/’cosa 


P cos/? 
sen (a + 0 ) 


taga + tag/? 


n/I + tag 2 /? = 


sen (a + /?) 


Aplicauon: 

1 ) j7~= 1000 kp [ 

2 ) 


1000 

r= V3 kP 


F= 1000 kp 


2000 

f= 7? kp 


3) T= 1 000^3 kp F=2000 N /3kp 


v 


o 


p 


Problema 22. El puntal de la figura VI-21 pesa P' y su centro de gravedad esta en 
su centro geometrico. Determinar el modulo y la direccion de la fuerza que actua 
sobre el punto en que se sujeta el puntal a la pared y la tension de la cuerda. Hacer 
las mismas aplicaciones del problema anterior, con P' = 200 kp. 


Solution 

V+ V' = p+P' 
H= H' 


Tomando momentos respecto a 0 (Figura VI-22): 

/ 

P —cos/? + //'/sen/? - V'l cos/? = 0 


teniendo en cuenta que: 


V 

taga= — 
H 


tag/3 = 


2V-P 
2H ' 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


nos resultara que las (1), (2), (3) y (4) constituyen un sistema de 4 ecuaciones con las 
incognitas V, H, V‘ y H\ que calculadas resuelven: 


tag? = 


V 

If 


T= s/W+H 2 


F= \J V' 1 + H' 2 
















































Aplicaci6n: 


1) 


V+ V = 1200 kp 
H=fr 

2 V' - 200 

tag 30° = 


m 


tag 30° = ■ 


H 


2 ) 


v+ V = 1200 kp 
H=FT 

2 V - 200 

tag 60° = 

V=0 


m 


V = 550 kp 
V’ = 650 kp 
H= H' = 550n/ 3 kp 


V = 1200 kp 

1100 

H=If = —— kp 


T = 1 100 kp 


|F = 1 153 kp~ 

13 

tagy = 


ll\/3 


I y = 38° 18'24" 


3) 


V+V= 1200 
H=H 
V = 100 kp 


tag 30° = 




n/3 


1100 kp 

H = If =\ 100 V3 


1100 

T =—— = 1635 kp 


JL 


F= 1358 kp 


12^3 ,- 

tag 7 = —— => 1 7 = 62° 6 / 38" 


11 


|r=2200 kp| 

\F= 1908 kp] 

1 i- 

tag7 = tt-tt => |y = 3° O' 16" 


llx/3 


Problema 23. La viga de la figura, que pesa 1000 kg y tiene 8 m de larga, hace de 
carril aereo. Sobre ella desliza un colgador en el que colocamos 2000 kg de carga. 
Calcular: la tension del cable de soporte, la fuerza ejercida por la pared sobre la viga, 
y el angulo que forma esta con la horizontal cuando la carga se encuentra a una 
distancia de 6 m de la pared. (Se desprecian los pesos de colgador y cable). 


Solution 


V+ V' = (M + m) g 
H = H' 

tomando momentos respecto a O (Figura VI-23-1.*): 

/ 



Mgx + m g~ ~ F/ = 0 


que junto con: 


tag a = 


H 


constituye un sistema de cuatro ecuaciones con las incognitas V, H, V' y H' que calcu- 
ladas y sustituidas en: 


T= s/W+W 
nos resuelve el problema. 


F= sfWTlF 1 


V 



Mg 

Problema VI-23-l. a 
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Aplicaci6n: 

m = 1000 kg 
M =2000 kg 
a. — 30° 
x = 6 m 
/= 8 m 


F+ V = 3000 
H=H f 

6 X 2000 + 4 X 1000- 8^=0 
1 V 

\fl ~ H 


V — 2 000 kp 
H=H' = 3464 kp 
V' = 1 000 kp 


r= 4000 kp 


F= 1605 kp 


P- 16° 6 ' 9" 


Problema 24. La pluma de 4 m de la grua de la figura pesa 200 kg y esta soste- 
niendo una carga de 1 000 kg. Calcular la tension de la cuerda, la fuerza sobre el 
pemo y el angulo que forma esta con la horizontal. 

Solution 


H 


Problema VI-24-1 • 



V' = (M+m)g+ V 
H = H' 

Tomando momentos respecto a O (Figura VI-24- l. a ): 
/ 


mg — cos 7 + H'lstny — Vlcosy = 0 


que junto con: 


tag a = 


H 


constituye un sistema de cuatro ecuaciones con las incognitas V, H, V y H’ que calcu- 
ladas y sustituidas en: 

7 - 7 - V 

T= \fV r +7F F = V^ + tf ' 2 tag/3 =— r 

H' 


nos resuelve el problema. 
Aplicaci6n: 

M= 1000 kg 
m = 200 kg 
a = 30° 

7 = 60° 


V = 1 200 4- V 
H = H' 

100cos60° + //'sen60° - rcos60° = 0 


tag 30° =- 

H 


V = 550 kp 

V = 1 750 kp 
H=H'= 953 kp 


T= 1 100 kp 


F= 1993 kp 


0 = 61° 26' 


Problema 25. Una escalera de mano de 3 m de longitud se apoya sin rozamientos 
sobre una pared vertical y el suelo horizontal, formando un angulo de 60° con el 
suelo. La escalera tiene cinco travesanos equidistantes y pesa en total 40 kg, que 
pueden considerarse homogeneamente repartidos. (Considerar el cm en el centro de 
la escalera). El ultimo travesano coincide, ademas, con el extremo superior de la 
escalera. Calculese la fuerza que habra que ejercer horizontalmente sobre la base de 
la escalera, para que esta no resbale, en los casos siguientes: 

1. La escalera sola. 

2. Con un hombre de 80 kg subido, en posicion vertical, al primer travesano. 

3. Id., id., id., al cuarto travesano. 
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Solution 





Problema VI-25-2.' 


Problema VI-25-3.* 


1) Aplicando las condiciones de equilibrio y tomando raomentos con resDecto al Dunto 
^(Figura VI-25-1. 1 ). F 

N=mg 


Nlcos<p — FI sen<p — mg ^-cos <p = 0 

2) Haciendo lo mismo que en 1) (Figura VI-25-2.*): 

N = mg + Mg 

4/ / 

Nlcosip — FI sen <p — Mg ^ cos<p — mg — cos <p = 0 

3) Haciendo lo mismo que en 1) y 2) (Figura VI-25-3.*): 

N = mg + Mg 

N lcos<p — Flsen<p — Mg — cosy — mg — cos^ = 0 


F = 


mg 


40 


2 tag<p 2\/3 


= 11,5 kp 


2M+5m 

F— g 

160 + 200 

= 20,8 kp 

10 tag 

10v/3 


8M+5m 

p — ^ 

640 + 200 

- = 48,5 kp 

10tag<p 

10\/3 


Problema 26. Una puerta que pesa 60 kg esta sujeta por dos goznes que estan 
separados 1,80 m. Cada gozne soporta la mitad del peso de la puerta y su centro de 
gravedad se encuentra en el centro geometrico. La distancia de los goznes a los hor¬ 
des superior e inferior de la puerta es la misma. La anchura de la puerta es de 1,20 m. 
Calcular las fuerzas que actuan sobre cada gozne y el angulo que forman con la 
horizontal. 

Solution 

V { = V 2 =30 kp 
H\=H 2 

Tomando momentos con respecto al punto O: 

mH 2 - 60 X 60 = 0 => H 2 = 20 kp = //, 



Problema VI-26 


151 











































0,5 m 



U 


Problema VI-27 

< M 


0,5 m 



F l = F 2 = V V* + H* = IOn/ 13 kp = 36 kp 


tagcp = 


Hi 



(^ = 56° 18'36" 


Problema 27. Calcular el minimo peso P que se debe colocar en el extremo de la 
mesa de la figura para que vuelque. El peso del tablero es 50 kg y el de cada pata 
5 kg. Las dimensiones quedan expresadas en la figura. El centro de gravedad de la 
mesa esta en la vertical que pasa por el centro del tablero. 



Solucion 


Supongamos el peso P colocado en el extremo derecho de la mesa. El peso de las patas es 
10 kg y su linea de action corta a la linea que une los extremos superiores de las patas en 
su punto medio. La fuerza que ejerce el suelo sobre la mesa estara localizada, en el caso 
extremo que estamos estudiando, en las patas de la derecha. Tomando momentos con res- 
pecto al punto O, nos quedara: 


IN t = 0 


50 X 1 + 10 X 2 — F0,5 = 0 


P= 140 kp 



Problema 28. Calcular la fuerza horizontal F que es necesario aplicar al centro de 
un rodillo de 100 kg de masa, y 50 cm de radio para hacerla pasar por encima del 
obstaculo representando en la figura, que tiene 10 cm de altura. 

Solucion 

Para que F sea la minima, no existira la fuerza que el suelo horizontal ejerce sobre el 
rodillo; tomando momentos respecto de O e igualando a cero, puesto que estamos en el 
caso extremo, tendremos: 


Problema VI-28 



Problema VI-28-1 a 


Mgx — Fy — 0 


F=Mg— 

y 


y = R-h 

= V2M-A 2 


V TRh — A 2 s/2X50X 10- 100 

F=Mg —-—-— = 100 -—- = 75 kp 


R-h 


40 


C) BALANZA 


Problema 29. 1. Indicar las pesas que se deben poner en uno de los palillos de 

una balanza exacta, para equilibrar una masa de 48,794 g, colocada en el otro 
platillo. 

2. Suponiendo que el reiter de la balanza tuviera una masa de 8 miligramos, deter- 
minar el error absoluto y relativo al equilibrar la masa de 48,794 g. 


Solucion 


1) 

2 pesas de 20 g . 40 g 

1 * * 5 g 5 g 

1 » » 2 g 2 g 

1 » » 1 g 1 g 
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1 » » 0,5 g . 0,5 g 

1 » » 0,2 g . 0,2 g 

1 » » 0,05 g . 0,05 g 

2 » » 0,02 g . 0,04 g 

El reiter en la division 4 . 0,004 g 

48,794 g 

2) Para equilibrar la masa de 0,004 g con un reiter de 0,008 g se debera colocar este en 
una division n en la que se cumpla: 

/ 10 X 0,004 

0,004 / = 0,008 n — => n =-=5 

10 0,008 

Estando puesto el reiter en la division 5, creeremos que el valor de la pesada del problema 
anterior es 48,795 g en vez de 48,794 g, habiendose obtenido un error de 0,001 g por 
exceso. 

0,1 

€r = - % - 0,002 % 

48,794 


Problema 30. Un comerciante muy ladron no se contenta con el 20 por ciento de 
ganancia sobre el precio de coste, que le permiten las disposiciones legales; desea 
ganar el 50 por ciento; para ello alarga uno de los brazos de la balanza y pesa 
poniendo la mercanda en el platillo del brazo mas largo, y las pesas en el otro. 
Siendo 20 cm la longitud del brazo correspondiente a las pesas ^que longitud debe 
tener el otro brazo? 


Solucion 

Si p es el precio de coste de 1 g, por m g que marcan las pesas, el comerciante cobra: 

pm -I- 0,20 pm 

Este ingreso es igual al precio de coste de m ' gramos de mercanda (que es lo que real- 
mente entrega) mas el 50 por 100. 

pm 4- 0,20 pm — pm ' + 0,50 pm ' => 1,20 m = 1,50 m! 

Aplicando la condition de equilibrio de la balanza, siendo el brazo correspondiente a las 
pesas 20 cm y el otro x: 

20m = xm f 

Por division de las dos ultimas, obtendremos: 

1,20 _ 1,50 

~20~ " ~T 


20 X 1,50 

x =-= 25 cm 

1,20 


Problema 31. Un dependiente del comerciante ladron, del problema anterior, pen- 
sando tal vez, «quien roba a un ladron.vende a sus familiares y amigos poniendo 
la mercanda en el platillo del brazo corto y las pesas en el otro. ^Que perdida (tanto 
por ciento del precio de coste) origina al comerciante? 

Solucion 


Razonando como en el problema anterior 


pm -I- 0,20 pm = pm' — pm ' 













siendo x el tanto por cien de perdida sobre el precio de coste. 

1,20 m = m' ( 1 —- I 

\ 100 / 

Los brazos de la balanza son: 


25 cm . brazo de las pesas (m) 

20 cm . brazo de la mercanci'a (m ') 

Por division: 


25 m = 20 m' 


1,20 

~25~ 



20 


x = 100 — 


2400 

25 


= 4% 
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Capitulo VII 


LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL DE NEWTON 
PESO-CENTRO DE MASA - ROZAMIENTOS 


A) GRAVITACION: PESO 


-FORMULARIO- 


Ley de gravitaci6n universal de Newton: 


F ~ 
g = 


-G 


= — G 


MqM 


M n 


G = 6,67 X 10 


P = Mg 


N • m 2 
kg 2 


Problema 1. 1. Calcular el peso en kp de un hombre de 70 kg de masa, que estu- 

viese a una altura en la que la intensidad de la gravedad es 970 dyn/g. 

2. i,Cual es el valor de la intensidad del campo gravitatorio para que el individuo 
pese 65 kp? 


Solucion 


1) 

2 ) 


70 

P = Mg= -9,7 = 69,28 kp 

5 9,8 


70 

— z' => 

9,8 * 

65 X 9,8 

g' — -= 9,1 m/s 2 

5 70 


Problema 2. 1. ^Cuanto pesaria un hombre de 70 kg en un planeta de masa 10 

veces menor y radio 10 veces menor que la masa y radio de la Tierra. 

2. iY en otro planeta de radio 10 veces menor y masa 100 veces mayor que los de 
la Tierra? 


1) En la Tierra: 


En el otro planeta: 


Solucion 


P 0 = 70 kp = G 


MqM 

~W 


0,1 MJA 

P-G -— 

(0,1 R 0 ) 2 
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Por division 


P= 700 kp 


70 

T 


1) EnlaTierra: 



=> 


P 0 = 70 kp 


G 


M 0 M 


En el otro planeta: 


0,01 MJA 

( 0,1 R 0 ) J 


0,01 MqM 

0,01 R 0 2 


Comparando las dos expresiones anteri ores se obtiene : 

P = 70 kp 


= G 


MoM 


Problema 3. que altura sobre el nivel del mar habria que subir un cuerpo para 
que su peso fuera la mitad que a ese nivel? ( R 0 = 6370 km) 


P 0 = G 


MoM 

-*T 


p = Po =G JfoM_ 
2 (Ro + hy 


Solucion 


(Rp + ky 

R Z 


h = R 0 (yj2 - 1) = 2638,5 km 



Problema 4. ^En que punto se equilibran las atracciones que ejercen la Tierra y la 
Luna sobre un cuerpo? Distancia entre los centros de los dos astros = 384400 km. 
La masa de la Tierra es 81 veces mayor que la de la Luna. 

Solucion 

Llamando M a la masa de la Luna, la masa de la Tierra sera 81 M. Si x es la distancia 
entre el centro de la Tierra y un punto material en equilibrio (384400 — x) km es la 
distancia el punto a la Luna. Llamamos m a la masa del punto material. A1 ser iguales las 
dos atracciones dadas por la ley de gravitacion universal, se verifica: 

81 Mm Mm 81 1 

^ _ _ q _ ___ 

x 2 “ (384400 -x) 2 x 2 “ (384400 -x) 2 


Problema VII-4 


± x = 9 X 384400 -9x 


9X 384400 

y — 

— 34S960 km 

10 

— J 7vv MU 


9X 384400 

Y — 

— 4^9 4S0 km 

A} - 

2 8 

— ‘tJZ. tJU Mai 


Esta ultima solucion corresponde a un punto mas alia de la Luna donde son iguales las 
atracciones de los dos astros, y del mismo sentido, en tal punto no existe equilibrio. 


156 


Problema 5. Determinar la masa y la densidad media de la Tierra. Radio terrestre 
= 6370 km. (Emplear como datos los valores de G y g 0 ). 






















Solution 


1) M 0 

= °-R[ * 


1# So*o 2 9,8 X 6370 2 10* 

M 0 = - =- — = 59,62 X 10 23 kg 

G 6,67X10'" 6 


2 ) 


M n 


P=- 


3go 


4GnR(? 


4GttR 0 


Trabajamos en el sistema Giorgi: 


3X9,8 


P = 


4 X 6,67 X 10 7r6370 X 10 3 


= 5500 kg/m 3 = 5,5 g/cm 3 


Problema 6. Supuesta la Tierra esferica de radio R 0 y homogenea (densidad cons- 
tante), calcular la profundidad a que debe introducirse un cuerpo para que su peso 
sea el mismo que a una altura h sobre su superficie. 

Solution 



Peso a una altura li¬ 


en la que: 

Peso a una profundidad h 


P=G 


mM 0 

(R 0 + h) 2 



P'=G 


mM 


(Ro-h'V 


en la que: 


igualando y simplificando queda: 


M = — it (R 0 — h')* p 


R? 

= Rn 


(Ro + h ) 2 


-h' 


h' = Ro — 


IL 


(R 0 + A) 2 



Problema V1I-6 


Problema 7. La masa del Sol es 324440 veces mayor que la de la Tierra y su 
radio 108 veces mayor que el terrestre. £Cual sera la altura alcanzada por un proyec- 
til que se lanzase verticalmente hacia arriba desde la superficie solar, a una velocidad 
de 720 km/h? ^Cuantas veces es mayor el peso de un cuerpo en el Sol que en la 
Tierra? 


Solution 


1) 


v 0 = 720 km/h 
v 0 = y/2 gsh 


A/s 324440A/ 0 

gi ~ G ~Rf~ ° 108 2 R* 

, r M o 

go = G ~R[ 
0 


200 m/s 


h = 


2g, 


324440 
108 2 


go 
















108 2 i- 2 1 08 2 X 4 X 10 4 

h = -«--- = 73,4 m 

324 440 X 2g 0 324 440 X 2 X 9,8 _ 

2) P, = Mg., 

Po = M go 


F s 

gs 

324440 

— — 


= 27,8 

Po 

& 

108 2 



Problema VI1-8 

<Pi = 0 


Vi = 45° 


Problema 8. Supongamos que en el espacio intergalactico (fuera de toda influencia 
de cuerpos celestes) tres masas puntuales de 2, 4 y 2 kg se encuentran en tres vertices 
de un cuadrado de 1 m de lado. ^Cual es la fuerza que ejerceran sobre una particula 
de 1 g colocada en el cuarto vertice? 

Solution 

„ 2X 10 ' 3 

F, = F 3 = 6,67 X 10'" - = 13,34 X 10 ' 14 N 

l 2 

mm 2 4 X 10 ’ 3 

F 2 = G - 7 — = 6,67 X 10'" -= 13,34 X 10 N 

r 2 ‘ 2 

Fix = F, cos <p\ = 13,34 X 10 ' 14 N 

Fjy = Fi sen</?i = 0 

F u = F 2 cos<^ 2 = 13,34 X 10" 14 — N 

2 

U \/2 

F 2y = F 2 sen<p 2 = 13,34 X 10 14 -y- N 


F=F, +F 2 + F 3 = 13,34 X 10 




+j) N 


V3 = 90° 


T 3 , = Fjcosvj = 0 

F, y = Fjsen^j = 13,34 X 10' H N 


F= 32,20 X 10" I4 N 


B) CENTRO DE MASA 


FORMULARIO 


COORDENADAS DEL CENTRO DE MASA: 

Z m,x, Z m,y 


X c = 


Y c = 


Z c = 


m,z, 


Z m, ^ Z m, Z m, 

i i i 

Si el centro de masa se toma como origen de coordenadas: 

Z m,x, = 0 Z m,y, = 0 ZwiZi = 0 

i i i 

Las ecuaciones diferenciales del centro de masa son: 


xdm 


ydm 


zdm 


Xg - 


M 


yo = 


M 


z G = 


M 
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Podemos definir un vector que nos da la posicion del centro de masa, 
sus componentes coordenadas tendran que ser (xg, /g, zq, ). Si los vecto- 
res de posicion de un sistema de n particulas de masas, m x , m * m y .., son 
r \> r i> r 3 ••• escribiremos: 


R = 


r, r, Jrtfm 


M 


M 


siendo AI=X m l 


Problema 9. 1. Determinar la posicion del centro de masas formado por tres pun- 

tos materiales A, B, C, de la misma masa, situados en linea recta, siendo AB = l x y 
BC = l 2 . 

2. Tres bolas de 8, 2 y 2 kg estan en la linea recta y separados sus centros unos de 
otros 1 m y colocadas en el orden indicado. Determinar la posicion del centro de 
masas del sistema. 

3. En los vertices sucesivos A, B, C y D de un cuadro de lado 10 cm. hay localiza- 
das masas de 1, 2, 3 y 4 g respectivamente. Determinar la posicion del centro de 
masas. 


1) 

2) 


Solution 

mX0 + /,m + (/ 1 + / 2 )m m(2/j + / 2 ) 2/, + / 2 


3 m 

8X0+2X1+2X2 


3m 


- = 0,5 m 


12 12 
El centro de masas se encuentra a 0,5 m del centro de la primera bola. 
3) 2 X 10 + 3 X 10 50 

* = 10 10 

3X10 + 4X10 70 

y= — 


10 


10 


• = 5 cm 

■ = 7 cm 


Al.B 






G es el punto (5, 7) cm. 

Problema 10. En cada uno de los vertices de un cubo de arista / estan localizadas 


4g 


10 cm 


lg x 


3g 


D 

C 

G( 5,7) 

A 

B 


10 cm 


2g X 


Problema VII-9 


las masas expresadas en la figura. Determinar las coordenadas del centro de masas. 


Z 

m s 


^6 

Solution 

m, 


m 2 



Llamando m a la suma de todas las masas: 

m,/ + m 2 l + m 3 / + m 4 / (mi + m 2 +m 3 +m A )l 

/ 

m % 


m 7 


Xg — 

m m 

m 4 

yX | 

0 

m 3 

7 

- Y 

(m 2 + m 3 + m 6 + m 7 )l 

yo = 

< 





Zq = 


(m^ m 2 + m$ + m 6 )l 


Problema VII-10 
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Problema 11. Tres masas puntuales de 2, 3 y 4 kg se encuentran en A (1, 2, 1), 
B (—2, 1,0) y C (3, 2, 4) referidos a un sistema de ejes cartesianos y medidas estas 
coordenadas en metros. Calcular el vector de posicion del centro de masa. 


Solucion 


m,r, =2( i + 2y + Ac) = 2/+4y + 2k kg*m 

m i r i — 3 ( — 2i + y ) =— 6/ + 3y kg-m 
m 3 r 3 = 4( 3/ + 2y + 4Ac) = 12/ + 8y + 16Ac kg-m 

A/ = 2 + 3 + 4 = 9kg 


8 5 

/? = — / + — y + 2 Ac m 

9 3 


Problema 12. Tres particulas de masas m x = 5 kg, m 2 = 8 kg y m 3 = 7 kg se 
encuentran en un instante determinado en A (1, 0, 2), B (2, 1, 1) y C (0, 1, 2) 
estando estas coordenadas medidas en metros; y poseen velocidades: 
v, = i — 2j + A: m/s , v 2 = y — k m/s y v 3 = 2 / + 3y — 2 A m/s. Calcular: 

1. Posicion del CM en el instante considerado. 

2. Velocidad del cm respecto al sistema de referencia en que hemos dado los datos. 

3. Velocidad de las particulas referidas al cm como origen. 



Problema VII-12 


Solucion 


1) r, = /+ 2k m 
r 2 = 2/+y + Ac m 
r 3 = j + 2 Ac m 


R = 


m l r l + m 2 r 2 -I- m 3 r 3 
m, + m 2 + m 3 


/? = 1,05/ + Q,75y + 1,6A: m 


2 ) 


R = 


-m,r, 


A/ 


~5T 


-m, v, 


M 


m x v, + w 2 v 2 H- m 3 v 3 
w, -I- w 2 + m 3 


= 0,95 / 4- 0,95y — 0,85 Ac m/s 


3) De la figura obtenemos: 


, r\ = r x — R => v\ = v x — v 

luego: 

v[=v x -v= 0,05/ - 2,95 j + 1,85 k m/s 
u; = v 2 - v = - 0,95/ + 0,05y — 0,15Ac m/s 
^=v 3 -v= 1,05/ + 2,05y— 1,15A m/s 



Problema 13. Calcular la posicion del centro de gravedad de la superficie plana 
representada en la figura. 


Solucion 

Llamando /u a la masa de la unidad de superficie, tendremos: 
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16/u + 8m4+ 16 m 7+ 16/Lt 12 

16/x + 8/x + 16 n + 16/u 
16 /li4 + 8/lx 7 H~ 16/u4 + 16/x 
16/x.+ 8/u + 1 6 /lx + 16/x 


— 6,28 cm 


=* 3,57 cm 


G (6,28, 3,57) cm 


y 


i 



8ai» i j 


n 

— 

g' 

o 


y% 

T 


- « 


16 /i • 


0 


x t -A 


X 


Problema 14. Tenemos un alambre homogeneo con el que hemos construido un 
objeto de la forma de la figura. (Varilla de longitud L y radio el aro igual a R). 
Hallar la relation que debe existir entre R y L para que el centro de gravedad del 
sistema sea G . 


Solucion 

Si k es la masa de la unidad de longitud, la masa de la varilla sera AX y la del aro 
\2nR; podemos considerar tales masas concentradas en el centro de la varilla y del aro; 
se debera verificar: 


1m, Jt, = 0 


L 

AX-— K2nRR = 0 

2 


L 2 L r 

-=2t tR 2 => - = 2 \frr 

2 R 


Problema VIM 3-1. a 




Problema 15. Hallar la ley que relaciona las alturas L x y L 2 y los radios R x y Problema VIM4-1. 8 

R 2 de los cilindros macizos y homogeneos de la figura, para que el centro de grave- 
dad del sistema sea G (centro comun de las caras de contacto). 



Problema VIM 5 
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Solution 



Problema VII-16 


Llamando p a la masa de la unidad de volumen, la de cada cilindro sera: 

M l = ttR f L\ p 
M 2 = ttRIL 2 P 


Tomando el origen de coordenadas en el centro de gravedad, como eje de ordenadas el 
eje de los cilindros y considerando tales masas concentradas en el centro de cada cilindro, 
se debera verificar: 


o sea: 


1 m,/, = 0 


tvR]L x p —— 7 tRiL 2 p ^ - = 0 


R\L\ = R\L\ 



Rx_ = ±2 

R 2 L x 


Problema 16. Calcular la position del centro de gravedad de la pieza homogenea 
de la figura. R = 30 cm, r = 10 cm y I = lm. 

Solution 


p = 


dM _ M 
dV ~ V 



M x — nr 2 Lp 
4 

M 2 = — nR 3 p 


Xc = 


L 4 

nr 2 Lp — ttR>p(L + R) 3r 2 L 2 + SRHL + R) 


Problema VII-16-1. 3 


nr 2 Lp + — 7 tR 3 p 


6r 2 L + SR 3 


xg = 112,6 cm 


Problema 17. La masa de la Luna es 0,012 la masa de la Tierra; el radio de la 
Luna es 0,27 el radio de la Tierra; y la distancia media entre sus centros es 60,3 
radios terrestres. Calcular: 

1. La situation del centro de gravedad del sistema Tierra-Luna. 

1. El valor de la gravedad en la superficie lunar. 

Solution 



d 


\ 


1) 


A/l = 0,012 M 0 Rl = 0,27 R 0 d = 60 y 3 R 0 


M L d _ 0,012 Af 0 60,3/? 0 

M 0 -t M l M 0 + 0,012A / 0 


0,7236 

1,012 


R 0 = 0,715 R 0 


Problema VII-17 


2) 


Ml 

8l=g tt 


go = G 


M 0 

/?o 2 


' 


MlRo 

M 0 Rl 


= 9,8 


0,012M 0 ^a 

M o 0 y 27 2 Ru 


= 1,61 m/s 2 
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Problema 18. El centro de gravedad del sistema formado por la Tierra y la Luna 
dista 379440 km del centro de la Luna. Sabiendo que la distancia Luna-Tierra es de 
384000 km calcular a partir de estos datos cuantas veces mayor es la masa de la 
Tierra que la de la Luna. 

Solucion 


Tomando el origen de coordenadas en el centro de gravedad del sistema, obtenemos: 


Z m, * = 0 => Mo (384 000 - 379 440) - Ml 379 440 = 0 



Problema 19. Un recipiente de forma cilindrica de 30 cm de altura y que pesa en 
vacio 0,2 kg se llena totalmente con 1 kg de liquido; en estas condiciones el centro 
de gravedad esta situado en el centro del cilindro. A medida que vadamos el reci¬ 
piente el centro de gravedad se desplaza hacia abajo y una vez vacio se encuentra de 
nuevo en la mitad. ^Cual es la altura del liquido para la que el centro de gravedad se 
encuentra en el punto mas abajo? 

Solucion 


Si llamamos la masa inicial de liquido (1 kg), m la masa de liquido cuando se encuen¬ 
tra a la altura h, M a la masa del recipiente y p la densidad del liquido: 


luego: 


?g = 


Wo = A Hp 


m = Ahp 


„H , h h 

M — + m a- 

2 *H 2 


m — 


H 


M + nu — 
H 


MW + mth 2 


MH+moh 


Sustituyendo en el cgs los valores dados: 

1 200 X 30 2 + 1000 h 2 

yo = 


1 180 + /z 2 


2 200X30 + 1000/Z 
derivando e igualando a cero: 

dy G 1 (6 + h)2h — (180 + h 2 ) 
~dh 


6 + /2 


= 0 


h 2 + 12 h- 180 = 0 


2 (6 + / i ) 2 

como la solucion negativa de esta ecuacion no tiene sentido fisico; la positiva es la que 
resuelve el problema: 


h = 8,7 cm 



Problema VII-19 


Problema 20. Calcular la posicion del centro de masa de un arco de circunferencia 
de amplitud 2a y radio R. 

Solucion 

Tomando como eje X el de simetria, la ordenada y G del centro de masa sera nula. 

xdm 
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Y 



Problema VII-20 



Problema VII-21 


X 


Llamando A a la masa de la unidad de longitud, an elemento diferencial de arco dl tendra 
por masa: 

dm = kdl = kRdd 


y como: 

x = Rcos6 M = kL-2kRa 

sustituyendo obtenemos: 


| kR 2 cosddd 

fa 

R cos 6d6 

J-a 

J-a 

2 kRa 

2 a 


[a 

cos6d6 = 2sena 


J-a 


Rsena 

X(, = - 

a 


Problema 21. Encontrar la posicion del centro de masa de un sector circular de 
amplitud 2a y radio R. Hacer aplicacion del resultado para calcular la posicion del, 
centro de masa para un semicirculo. 


x 


Solucion 


Tomando como eje X el de simetria la ordenada yc, sera nula. Si llamamos a a la masa de 
la unidad de area, tendremos: 


*G = 




Segun el problema anterior la posicion del centro de masa del elemento de area dA de la 
figura estara situado a una distancia del origen igual a (rsena) /a; y teniendo en 
cuenta que: 

2anR 2 

dA = 2radr A — --- — aR 1 

2 TT 


sustituyendo nos queda: 

1 rsena 


C r 

rsen< 
Jo a 


2 rot dr 


x G = 


r 


2 sen a r 2 dr 


aR 2 

para un area semicircular (a = 7r/2): 


aR 2 


Xg=~ 


4 R 
37r 


Xg = 


2 Rsena 

3 a 


Problema 22. Calcular la posicion del centro de gravedad de una semiesfera de 
radio R. 


Solucion 


Tomando los ejes como se indica en la figura, y llamando p a la masa de la unidad de 
volumen, tendremos: 


Xg = 0 Xg = 0 


Zg = 


zdm 


M 


zpdV 

f>V 



V 
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como: 


luego: 


zg = 


dV = nr 2 dz = n (R 2 — z 2 )dz 


V=— nR 3 
3 


I zn(R 2 — z 2 )dz 3 
Jo 

» 1 ( R 2 z — z 3 )dz 3 

Jo 

r z 2 z 4 i 

R 2 — 

R 


2 4 

0 

2 _ 3 R 

— 7 tR> 

2 R 3 

2R 3 


J R 


Problema 23. Determinar la position del centro de gravedad de un cono o pira- 
mide rectos y homogeneos. 



Y 


Problema VII-22 


Solution 

Si la masa espedfica del cuerpo es p, la masa de la rebanada dibujada en la figura es: 

dm = A'dzp 

y verificandose: 


A ' 


h 2 


dm = A - pdz 

h 2 


La masa total del cono (o piramide) es: 


M=— Ahp 
3 

y la distancia del centro de gravedad al vertice del cono (o piramide) es: 


Zq = 


zdm 


M 


|> p 

A — z 3 dz 
h 2 

— Ahp 
3 


3Ap [» 3 h* 3 

z 2 dz =-= — I 


Ah 3 p 


h 3 4 


Por simetria el centro de gravedad debe estar sobre la propia altura del cono o la pira¬ 
mide, y situado a 3/4 de su altura del vertice (a 1 /4 de su altura de base). 


C) ROZAMIENTO DE SISTEMAS EN EQUILIBRIO ESTATICO 
-FORMULARIO- 


Deslizamiento: 

0 ^ /^esiatico ^ N 
Rdindmico — N 

Rodadura: / \ 

N R = pN ([p] = l") 

Nr: par de rodadura. N: fuerza normal. 


z 



Problema 24. Calcular la fuerza necesaria para arrastrar por el suelo horizontal un 
bloque de 100 kg, si su coeficiente dinamico de rozamiento es 0,25. 
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v = cte 


Solution 


R 


F 





>V3*S>C. : v£* 

Mg 

N 


Problema VII-24 


N' F 






R 



\ V? j 


V 

Mg 




Problema VII-25 


F=R = ^N= 0,25 X 100 = 25 kp 


Problema 25. Queremos arrastrar por el suelo horizontal un bloque de 100 kg con 
movimiento uniforme; para ello le atamos una cuerda y tiramos de ella formando un 
angulo de 30° con el suelo. Calcular la fuerza necesaria. El coeficiente dinamico de 
rozamiento entre el suelo y el bloque vale 0,3. 


Solution 


F' = R 

F' = Fcos^p 


Fc os<£ = ixMg — fiF sen<£ 


R = fiN = fi (Mg — Fstnv) 



F = Mg M = 29,5 kp 

cos<£ + fj. sen</> 



Problema 26. Un bloque de masa se encuentra sobre una mesa horizontal, se 
une mediante una cuerda horizontal que pasa por una polea ligera colocada en el 
borde de la mesa, a un bloque suspendido de masa M 2 . Determinar el coeficiente 
dinamico de rozamiento entre el bloque y la mesa cuando el sistema se mueve con 
movimiento uniforme. 


Solution 


M 2 g = R R = i±M\g 


M 2 g= \iM,g 



Problema 27. Sobre un tablero de madera horizontal colocamos un cuerpo tam- 
bien de madera. Vamos inclinando el tablero y cuando forma un angulo de 20° con 
la horizontal, el cuerpo desliza con movimiento uniforme. Calcular el coeficiente 
dinamico de rozamiento de la madera contra la madera. 


F=R 


Solution 


F= Mgsen# 

F= fiN = nMgcostp 


M = tagi^ = tag 20° = 0,364 


Problema 28. En el extremo superior de un piano inclinado un angulo sobre la 
horizontal, hay una polea ligera por cuya garganta pasa un cordon; uno de los dos 
ramales de ese cordon se mantiene paralelo al piano inclinado y tiene atado a su 
extremo una masa M que sube con movimiento uniforme a lo largo del piano. Si el 
coeficiente dinamico de rozamiento entre el cuerpo y el piano es /i, determinar la 
masa del cuerpo que colgada del otro extremo del cordon cae verticalmente a esa 
velocidad constante, y hace subir por el piano al de masa M 
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Solution 


M'g=f+R 


f — Mgstny 

R — fiN = nMgcoSip 


• M' g — Mgstnw + ^MgcoSip 


AT — Af (sen*/? + ficosip) 


Problema 29. Se quiere subir un cuerpo por un piano inclinado un angulo de 30°. 
El coeficiente dinamico de rozamiento entre la superficie del piano y el movil es 0,3- 
El peso del cuerpo es 10 kg. Calcular: 

1. Fuerza paralela al piano necesaria para subirlo con movimiento uniforme. 

2. Fuerza horizontal necesaria para subirlo con movimiento uniforme. 


F 




Solution 


Problema VII-30 


/'=/+* 


/' = T 7 cos/3 
/ = Mgstwa 

R = N’) = (Mgcosa - Fsen /3) 


Fcosfl = Mg sena + fi Mgcosa — nFsen(3 


=> 


sen or + a cosor 

F=Mg --- 

_ cos/3 + n sen/3 


Problema 31. Sobre un piano inclinado un angulo <p\ se tiene un cuerpo de masa 
M x que esta unido a una cuerda que pasa por una polea ligera con otro cuerpo de 
masa M 2 en un piano de angulo <p 2 . Calcular el coeficiente de rozamiento dinamico 
entre los cuerpos y los pianos (supuesto el mismo) si el sistema se mueve con movi¬ 
miento uniforme. 


F 
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Solution 


El problema tiene dos soluciones; segun que el sistema se mueva en uno de los dos senti- 
dos indicados en las figuras. 
l. cr Caso (figura l. a ): 


fx-Rx-h-Ri = o 


/, = M,gsen^i 

R ] = fI N ] = /iA/,gcos<^i 

fi = M 2 g sen#: 

R 2 = fji N 2 = pM 2 g COS<£; 



=> A/,gsen^i — /uA/,gcos<pi — M 2 g sen</>: — pM 2 g cost/?: = 0 

M,sen^i — A/ 2 sen^>: 

M =- 

_ M x cos<pi + M 2 cos<p 2 

2.° Caso (figura 2. a ): 

/ 2 — /? 2 ~fi ~ R\ = 0 => M 2 gsen<p: ~ pM 2 gcoSip2 — A/,£sen<pi — pM x gcosip\ = 0 

M 2 senv 2 — M x stn<p\ 

M =- 

M 2 cos<p 2 + A/,cosv?i 


Problema 32. Calcular la fuerza minima posible que tiene que hacer un hombre 
arrastrando un cuerpo de 100 kg de masa por un terreno horizontal si el coeficiente 
dinamico de rozamiento entre el cuerpo y el terreno es 0,5. 


Solution 


Fsenv? 



Para que se cumplan las condiciones del enunciado el cuerpo tendra que ser arrastrado 
con movimiento uniforme y F sera minima para un angulo determinado, es decir: 


Fcosip = R 
R = pMg — fiFsenip 


dF sen<p — p cos<£ 

- — a Mg - 

d<p (cosip + pisen <^) 2 


F cos<p = ^ Mg — pFsenv - 

= 0 => tag <p = p = 0,5 


F=- 


pMg 


cos<£ + /usen </> 
ip = 26° 33' 54" 


luego: 


F = 


0,5 X 100 
cos<£ + 0,5sen<p 


= 44,7 kp 



Problema 33. Un bloque de 54 kg de peso desliza sobre una superficie con movi¬ 
miento uniforme producido por la fuerza F segun se indica en la figura. Calcular: 

1. La position de la linea de action de la normal cuando h — 30 cm 

2. Determinar el valor que puede tener h para que el bloque deslice sin volcar. El 
coeficiente dinamico de rozamiento entre el bloque y la superficie es 0,5 y el centro 
de masa del bloque se encuentra en el centro geometrico. 

Solution 


1) 


N=Mg 

F=R = pN= 0,5 X 54 = 27 kp 
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x = 15 cm 


tomando momentos respecto a O (o lo que es lo mismo el par constituido por Mg y N es 
igual y de sentido contrario al formado por F y R), tendremos: 

Fh - Mgx = 0 =o 27 X 30 - 54* = 0 
2) En el caso en que el bloque este a punto de volcar la normal estara aplicada en el 
extremo del bloque como se indica en la figura. Igualando pares o tomando momentos 
respecto a O, tendremos: 

27 h -54 X 25 = 0 => 


h = 50 cm 



Problema 34. Un cuerpo de 10 kg se encuentra sobre una superficie horizontal; si 
el coeficiente de rozamiento estatico entre ambos es 0,3 y el dinamico es 0,2. Calcu- 
lar: 

1. Valor de la fuerza de rozamiento si actuamos sobre el cuerpo con una fuerza hori¬ 
zontal de 1 kp. 

2. Valor de la fuerza minima para la que se inicia el movimiento. 

3. Valor de la fuerza minima capaz de mantener al cuerpo con movimiento rectili- 
neo y uniforme. 

4. Valor de la fuerza de rozamiento si actuamos sobre el cuerpo con una fueza hori¬ 
zontal de 5 kp. 


Solucion 

1) R = 1 kp 

2) R = R' = n<Mg = 0,3 X 10 = 3 kp 

3) F= R d = fxoMg = 0,2 X 10 = 2 kp 

4) R = Ra = 2 kp 


Problema 35. Calcular la fuerza horizontal minima con que hay que apretar un 
bloque de 1 kg contra la pared vertical para que este no caiga. El coeficiente estatico 
de rozamiento entre pared y bloque vale 0,5. 

Solucion 


Mg = R 
N = F 

R = fi'N 


Mg — H'F 




Problema VII-33-1. 3 


CM 



R 


F 
h 


Problema VII-33-2. 9 



Problema VII-35 


Problema 36. Un bloque de 100 kg se encuentra sobre un piano inclinado 45°; si 
el coeficiente de rozamiento estatico entre el bloque y el piano es 0,3, calcular: 

1. Fuerza minima paralela al piano inclinado capaz de mantener al bloque en reposo. 

2. Fuerza minima horizontal capaz de mantener al bloque en reposo. 

Solucion 


1 ) 




f = Mgsznw 


N2 

n/2 \ 

f=F+R 



F — Mg (sen<^ — pi e cos<p) = 100 - 

-0,3- I = 49,5 kp 


R = H'Mgcosv 


\ 2 

2 / 


Problema VII-36-l. a 


169 


























Problema VII-36-2. 8 



Problema VII-37-1. 8 



Problema VII-37-2. 8 



Problema VII-37-3. 8 


' J 'Mg 

Problema VII-37-4. 8 


/ = Mgstxup 
}' = FcoSifi 

R = fi c (Mgcos<p 4- Fstn<p) 


Mg sen <p = F cos^ 4- /i c A/gcosv? 4- n<F sen <p 
Mg\2%ip — F4- & Mg + /UcFtagv? 


F = Mg — — = 100 ‘ . ^ = 53,8 kp 


1 4- Mctag^ 


1 4- 0,3 


Problema 37. Un cuerpo de masa M se encuentra en reposo sobre un piano incli- 
nado un angulo respecto de la horizontal. Si el coeficiente estatico de rozamiento 
entre el cuerpo y el piano es /z c . Calcular: 

1. La fuerza minima paralela al piano necesaria para que el cuerpo empiece a subir 
por el piano. 

2. La fuerza minima paralela al piano necesaria para que el cuerpo comience a 
moverse hacia abajo sobre el piano. 

3. La fuerza minima horizontal para que el cuerpo comience a ascender por el piano. 

4. La fuerza minima horizontal para que el cuerpo comience a descender por el 
piano. 

Solution 

Para que se cumplan las condiciones del enunciado tendra que verifircarse: 

He > tagep 

1) F = f + R 

f = Mgsen<p 
R = n e N = He Mg cos<p 


F = Mg (sen</> 4- cos <p) 


2 ) 


3) 


F= R — f 
f = Mgsen<p 
R = He Mg cos(p 


f=f+R 


F — Mg (HcCOSip - sen<^) 


/ = Fcos<p 
f = Mgseny 

R = He(FI 4- N ') = He (MgcoSip 4- Fsent^) 


luego: 

Foos<p = Mg sen<^> 4- He Mg cosy 4- ^Fsen^ 



F= Mglagip 4- HeMg 4- HeFtagip 
4) 

f+f = R 



C AA ta8V> + 

F — Mg - 


1 - He tag<P 


f — Mgsen<p 
f = Fcosy 

R = He (N — N') = He (Mgcos^ — Fsen<p) 


luego: 

Mgstmp 4- Fcostp = H<Mgcos<p — /i c Fsen<p 
Mgiagip 4- F= HeMg — /x c Fiag<^ 



F=Mg— - 


1 + ^ tagv> 


Problema 38. Colocamos una cuerda flexible de 1 m de de longitud sobre una 
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mesa de tal forma que parte de ella cuelga por un extremo. Si el coeficiente estatico 
de rozamiento entre la mesa y la cuerda es 0,6 calcular la maxima longitud de 
cuerda que puede colgar sin que caiga. 


Solucion 


M x = Masa de la cuerda sobre la mesa. M 2 = Masa de la cuerda que cuelga. A = Masa 
de la unidad de longitud. 

Cuando esta a punto de comenzar a moverse: 

M 2 g = HcMig => M 2 = McA/j 


como: 


Af, = A/, 


M 2 = Kl 2 

que junto con que: 
nos queda: 

1 , 6 /, = 1 


=> A / 2 = /Uc A /, => / 2 = 0,6 /, 


/, 4- 1 2 = 1 m 


1 



= 0,625 m = 62,5 cm 


l 2 = 37,5 cm 


/. 



Problema 39. Una escalera de mano de 4 m de longitud (centro de masa en su 
punto medio), esta apoyada en una pared vertical sin rozamiento apreciable y el 
suelo horizontal con rozamiento, siendo 0,4 el coeficiente estatico de rozamiento 
entre ambos. 

1. Calcular la maxima distancia que puede separarse el pie de la escalera de la pared 
sin que se caiga. 

2. Determinar la altura sobre el suelo a la que podria subir un hombre de igual 
masa que la escalera, estando el pie de la escalera separado de la pared las 4/5 par¬ 
tes de la distancia maxima calculada en el apartado anterior. 

Solucion 

1) En el equilibrio inestable se verificara, (figura l. a ): 

N= Mg 
H=R = H'N 

tomando momentos respecto a O: 




Hlstvup — Mg— cos<p = 0 


tag</> = 


Mg 
2 H 


i V / 2 -* 2 

2/Uc x 


x 2 = 4 /ji c 2 (l 2 — 


2 Me/ 

2 X 0,4 X 4 

-25m 

n/ 1 +4m< 2 

v/ 1 + 4 X 0,42 


2) En este caso (figura 2): 

N=Mg + M'g = (M+ M')g 
H — R — fjL c N = /Lie( M + M' )g 
Tomando momentos con respecto a O: 

HI sen#' — Mg — cos<p'— M'gy cosy' = 0 => 2/Zc(M + Af'j/tag^' — Ml = 2M'y 
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y = i 


2nd M + M') tag</?' — M 
2M' 


y como M — M\ queda: 


y = l 


4/i c tagv?'- 1 
2 


y como: 


tag</>' = 



, >/l2 n/3 

sen<p =-=- 

4 2 


obtenemos: 


4 X 0,4 x/3 - 1 x/3 

/z = ystny’ — 4-m = 3 m 



Problema 40. Una escalera de mano se apoya sobre una pared vertical y el suelo 
horizontal, siendo el coeficiente estatico de rozamiento en los dos extremos 0,3. Cal- 
R cular el valor mi'nimo que puede tomar el angulo que forma la escalera con el 
suelo para que se mantenga sin caerse. El centro de gravedad de la escalera se 

I encuentra en su centro geometrico. 
o 

Solution 

R x — n c N R 2 = 

por encontrarse en equilibrio: 

Mg = N+R 2 
H = R X 

Tomando momentos con respecto a O: 
l 

R x /sen<^ + Mg — cos<p — Nlcosy = 0 => 


Mg 

R , tagcp + ~y~ — N = 0 


(1) 


t. "iu ♦ A3 

Problema VII-40 


y como: 


N 


= Mg — R 2 = Mg — n,H = Mg — n,R, = Mg ( 1 - . ) = 

\ 1 + /Lie / 


Sustituyendo en (1): 



Mg 


H<Mg Mg 

— «g*+ — 


= 0 


tagM> = - 


1 -M c 2 

2 


v-<R\) 

=i> 

R,= 

Me 2 

\- 

Mg 

l+rf 

> 

1 1 + Me 2 

■ = 1,52 


= 


Mg 
1 4- Mt 2 


Problema 41. Dos discos de radio r x estan unidos por un eje de radio r 2 como 
indica la figura. La masa total de la rueda asi formada es M y el coeficiente de 
rozamiento entre esta y la superficie en que descansa es /x. A1 aplicarle una fuerza F 
la rueda rodara hacia la izquierda cuando 6 sea grande y hacia la derecha cuando 6 
sea pequeno. Calcular: 

1. Valor que debe de tomar 6 de forma que la rueda no se desplace ni a un lado ni 
a otro. 

2. Valor de F para el cual la rueda deslizara sin rodar manteniendose en su lugar. 


Problema VII-41 




















Solution 


1) A1 ser R < pN o como maximo R = pN para el caso en que la rueda comenzase a 
deslizar sin rodar, tomando momentos con respecto a O, tendremos: 


ademas: 


Fr 2 - Rr x = 0 


H=R 



R 

~F 


2) En el caso extremo R = p N siendo: 



(1) 


N = Mg — V — Mg — Fsend 


sustituyendo en (1) nos queda: 


Fr, 


rJ i--l) = 


F = 


M r x Mg 


r 2 + M \/ r, 2 - r\ 


Problema 42. Enrrollamos una cuerda a un barril cilindrico de 200 kg para que 
tirando de ella lo subamos por una rampa de 30° de inclination con la horizontal. Si 
el coeficiente de resistencia a la rodadura es 0,2 m. Calcular la minima fuerza necesa- 
ria. (Radio del barril 35 cm). 




Solution 


Problema VII-42 


El par de rodadura valdra: 

Nr = pN = pMgcostp 

tomando momentos respecto de O y en el caso extremo igualando a cero: 

2 Fr — Mgrsenip — pMgcos<p = 0 => 


Mg 


200 j 

f n/3 \ 

I k 
(N 

II 

rsen</? + pcos<p 

" 2 X 0,35 ' 

^ 0,35 X 0,5 + 0,2 -y- j kp = 100 kp 



Problems 43. Calcular la fuerza F de traction paralela a un piano horizontal y 
aplicada al eje de un rodillo (figura) de 100 kp y 1 m de diametro para que ruede 
sin deslizar con movimiento uniforme de rotation y traslacion si el coeficiente de 
resistencia a la rodadura vale 0,1 m. 


Solution 

Aplicando las condiciones de equilibrio y tomando como centro de momentos el punto O 
(figura), se habra de verificar: 

R r — Nr = 0 => Rr = Np = Mgp 


Problema VI1-42-1. 8 



Problema VII-43 


Por otra parte, para que el centro de gravedad tenga movimiento uniforme se ha de cum- 
plir: 

F=R 

que sustituida en la anterior nos da para valor de la minima fuerza de traccion: 


Mg 

Fr = pMg => F — p - 

r 


Sustituyendo valores: 


100 

^=0,1- = 20 kp 

0,5 



Si la fuerza F, es mayor que la calculada la rueda adquirira un movimiento acelerado de Prohlpma VII-4^.1 * 

rotacion y traslacion sm deslizamiento o con el. rrooiema v iw i. 
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Capitulo VI 


DINAMICA 


A) DINAMICA DE LOS SISTEMAS EN TRASLACION 
SIN ROZAMIENTO 


FORMULARIO 


Principio de relatividad de Galileo: 

r = r' + Vt 

derivando: 

v = v' + V 

Momento lineal: 

p = L’WjVi = Mv 

Primera ecuacion del movimiento (segundo principio de Newton): 

dp 


F = SF„ = 


dt 


cLdm,v; 

dt 


drR 

= M -— = Ma 

dt 2 


Principio de D’Alambert: 


i’F cx - Ma = 0 


IMPULSO: 


dl = Fdt =» / = 


■/: 


dp = mv — mv () 


TEOREMA DEL CENTRO DE MASA: El centro de masa de un sistema se mue- 
ve como si toda su masa estuviese concentrada en dicho centro y la resul- 
tante de todas las fuerzas exteriores aplicadas en el. 

Sacamos como conclusion que «las fuerzas internas no afectan al movimien¬ 
to del centro de masa». 












Nota: Para resolver los problemas de Dinamica se pueden emplear dos 
metodos diferentes que nos conducen a las mismas conclusiones y, por tan¬ 
to, ambos procedimientos son validos. El primero consiste en utilizar el 
segundo principio de Newton, seleccionando un sistema de referenda iner- 
cial y considerar solo las fuerzas «reales», es decir, las fuerzas que pueden 
definirse desde el sistema inercial elegido. 

El segundo metodo, menos pedagogico, consiste en utilizar el principio de 
D’Alambert, considerandose en su aplicacion no solo las fuerzas «reales», 
sino tambien las fuerzas llamadas de «inercia», que para razonar su existen- 
cia tendremos que situarnos dentro del sistema, que al tener aceleracion, no 
es un sistema de referencia inercial, y, por tanto, esta metodologia parece ir 
en contra de la realidad fisica; sin embargo, como ya hemos dicho, nos lleva 
a las mismas conclusiones que con el metodo correcto. La aplicacion del 
principio de D’Alambert reduce el problema dinamico a uno de estatica, 
que en ocasiones es mas sencillo. 

En la resolution de los problemas utilizaremos los dos procedimientos indis- 
tintamente y algunos se resolveran de las dos maneras. 


Problema 1. Dejamos caer un cuerpo en el interior de un ascensor desde 2 m de 
altura cuando esta parado y cuando asciende con movimiento rectilfneo y unifor¬ 
me de velocidad 1 m/s. que altura sobre el suelo del ascensor se encontrara el 
cuerpo a los 0,5 s, en cada uno de los casos? 

Solution 

Segun el principio de relatividad de Galileo, tendran que estar a la misma altura del suelo en 
uno y otro caso. En efecto: 

l. cr caso: 

a = t^ = t 9,8 x 0,25 = 1-225 m ^ 


x = 2 - 1,225 = 0,775 m 


2.° caso: 

Al soltar el cuerpo este lleva una velocidad inicial hacia arriba de 1 m/s respecto del primer 
sistema inercial. La distancia al punto de partida es: 

IV - -J- gr = 0,5 - 1,225 = - 0,725 m 

Es decir, 0,725 m por debajo del punto dc partida. El suelo del ascensor ha ascendido: 

vt = 1 x 0,5 = 0,5 m 

y, por tanto, el cuerpo se encontrara a una distancia del suelo: 

jc = 2 - 0,725 - 0,5 = 0,775 m 


Problema 2. Calcular el momento lineal de un coche que pesa 1 t y que marcha 
a una velocidad de 108 km/h. Si frena bruscamente, parandose en 80 m, ^cuanto 
vale la fuerza de frenado? 


175 





Solution 


V = 108 km/h = 30 m/s =» p = Mv = 10 3 x 30 = 3 x 10 4 kg • rq/s 
900 


\flas => a = — 


2s 2 x 80 


= 5,625 m/s 2 => 


F = Ma = 10 3 x 5,625 = 5 625 N 


Problema 3. Un camion de 30 t de masa moviendose en una carretera horizon¬ 
tal pasa de la velocidad de 30 km/h a 50 km/h en 2 min. Calcular la fuerza ejerci- 
da por el motor supuesta constante. 


Solution 


V = v () + at => a = 


v - v 0 


v — v 0 _ 20 x 10 3 

F = Ma = M - = 30 x 10 3 ——---— = 1 389 N = 142 kp 

/ 3 600 x 2 x 60 K 


Problema 4. La rapidez de un movil varfa uniformemente desde 5 m/s hasta 
9 m/s en 2 s. Si la fuerza causante que produce esta variation vale 20 kp, calcular: 

1. Velocidad media en dicho intervalo de tiempo. 

2. Masa del movil expresada en kg. 

Solution 


l) 


V 


v„ + at => a — 


v - w 0 


t 


9-5 

“T“ 


= 2 m/s 2 


s = v () t + at 2 = 5x2+ -y- 2 x 4 = 14 m => 


w = = 7 m/s 


2 ) 


F = Ma => 


M = — = 20 ^ 9,8 = 98 kg 
a 2 


Problema 5. Una pelota de tenis que pesa 100 g lleva una velocidad de 20 m/s, y 
despues de devuelta, en sentido contrario, su velocidad es de 40 m/s. Calculese: 

1. La variation del momento lineal. 

2. Si la pelota permanece en contacto con la raqueta 10“ 2 s, la fuerza media del 
golpe. 


Solution 


1) 


JP = Pi “ P\ = Mv 2 - (-A*v,) = M(v, + v,) = 10' 1 x 60 = 6 —? ■ ‘ m 

s 


F- Ap -• 

—-— = 600 N 


10 2 


2 ) 



















Problema 6. Desde la azotea de un edificio de 10 m de altura dejamos caer una 
pelota de 400 g de masa; despues de chocar con el suelo, rebota hasta 4,2 m de 
altura. Determinar: 

1. El impulso debido al peso de la pelota en su caida. 

2. El impulso recibido en el choque con el suelo. 


Solucion 

1) Tomaremos sentido positivo hacia arriba; como: 

f‘> ( l ' 


f ( 

/, = J o Fdt = - mgj J 


/, = I Fdt = - mgj J dt = - mgtj 
el tiempo /, que tarda la pelota en llegar al suelo ser£: 


1 

h\ = — gt l => < 


-V 


26 , 

g 


luego: 


V 2/i, „ „ / 2 x 10 „ , vl 

——j = - 0,4 x 9,8 ^— j = - 5,6 j N 


2) En el choque de la pelota contra el suelo actua una fuerza durante un tiempo pequeno que 
desconocemos; pero podemos calcular la variation del momento lineal en este choque, que 
sera igual al impulso que nos piden. La velocidad inmediatamente antes del choque con 
el suelo sera: 

v, = - V2g/i, j = - V2 x 9,8 x 10 j = - 14 j m/s 
y como alcanza la altura de 
v 2 = \Zlgh 2 j - 9 j m/s => 


4,2 m, la velocidad v 2 con que rebota es: 

/ 2 = Ap = m(v 2 — v,) = 0,4(9 + 14)y = 9,2 j N • m 


Problema 7. Se deja caer libremente un cuerpo de 10 g de masa. Supuesta nula la 
resistencia del aire, y cuando su velocidad es v = 20 m/s, se le opone una fuerza 
que detiene su caida al cabo de 4 s. 

1. ^Cual debe ser esa fuerza? 

2. /,Que espacio habra recorrido hasta el momento de oponerse la fuerza? 

3. ^,Que espacio total habra recorrido hasta el momento de detenerse? 

Solucion 


1) El valor de la deceleracion del cuerpo es: 

a = — = = 5 m/s 2 

/ 4 

XF, = Ma => F - Mg = Ma => F = M(g + a) 
v = V2g/i, =*> 


F = 10~ 2 (9,8 + 5) = 0,148 N 


2 ) 

3 ) 


400 


2 g 2 x 9,8 


= 20 m 


h, = -±- vt = 4r 20 x 4 = 40 m 
2 2 


el espacio total H sera: 


H = 20 + 40 = 60 m 


a \ 



i 


Problema VIII-7 
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MOVIMIENTO 
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Problema VIII-8 


Problema 8. Un hilo tiene una resistencia a la ruptura de 0,5 kp. Colgamos de 
el un cuerpo de 300 g. Calcular la aceleracion vertical hacia arriba que hay que 
dar al sistema para que el hilo se rompa. 


Solucion 


1'Fi = Ma => T — Mg = Ma 
T : tension de la cuerda. Luego: 

0,5 x 9,8 - 0,3 x 9,8 = 0,3a =» 


a = 6,53 fry's 2 


Minima aceleracion que hay que dar al sistema para que el hilo se rompa. 


Problema 9. Un bloque de 5 kg esta sostenido por una cuerda y es arrastrado 
hacia arriba con una aceleracion de 2 m/s 2 . Se pide: 

1. Calcular la tension de la cuerda. 

2. Si despues de iniciado el movimiento la tension de la cuerda se reduce a 49 N, 
^que clase de movimiento tendra lugar? 

3. Si se afloja la cuerda por completo, se observa que el bloque continua movien- 
dose, recorriendo 2 m antes de detenerse, ^que velocidad tenia? 

Solucion 


1) 

2 ) 

3) 




Ma => T — Mg = Ma 


T= M(g + a) = 5(9,8 + 2) = 59 N 


49 = Mg + Ma' = 5 x 9,8 4 5 a' => a' — 0 
Movimiento rectilineo y uniforme. 


v = V2\g\h = V2 x 9,8 x 2 = 6,26 m/s 


Problema 10. Un montacargas posee una velocidad de regimen, tanto al ascenso 
como en el descenso, de 4 m/s, tardando 1 s en adquirirla al arrancar o en dete- 
nerse del todo en las paradas. Se carga un fardo de 600 kg y se sabe, ademas, que 
la caja del montacargas, con todos sus accesorios, tiene una masa de 1 200 kg. 
Calculese: 

1. Fuerza que ejercera el fardo sobre el suelo del montacargas durante el arran- 
que para ascender. 

2. Id., id. durante el ascenso a la velocidad de regimen. 

3. Id., id. en el momento de detenerse. 

4. Tension de los cables del montacargas en el caso 1. 

5. Id., id. en el instante en que el montacargas inicia su descenso vacio. 

Solucion 

v = at => a = —= 4 m/s 2 
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Problema VIII-10-1. 3 


Problema VIII-10-2. 3 


Problema VIII-10-3 a Problema VIII-10-4. 3 


1) La ecuacibn del movimiento aplicada al fardo, teniendo en cuenta las fuerzas que actuan 
sobre el (fig. l. a ), sera: 


F — Mg — Ma => 


F= Mg + Ma = M(g + a) = (9,8 + 4) = 885 kp 

_ 7,0 


fuerza igual y de sentido contrario a la que ejerce el fardo sobre el suelo del montacargas. 


2 ) 


F' - Mg = 0 => 


F = Mg = 


600 

9,8 


9,8 = 600 kp 


fuerza igual y de sentido contrario a la que ejerce el fardo sobre el suelo del montacargas. 
3) (Fig. 2. a ): 

Mg - F' — Ma 


F' = M(g ~ a) 


600 

9,8 


(9,8 - 4) = 355 kp 


Fuerza igual y de sentido contrario a la que ejerce el fardo sobre el suelo del montacargas. 

4) La ecuacibn del movimiento aplicada a todo el sistema (montacargas y fardo) nos da 
(fig. 3. a ): 


T - Mg - M'g = (M + M')a ■ 


T = (M + M')(g + a) 


1 800 
9,8 


(9,8 + 4) = 2 535 kp 


5) Para este caso (fig. 4. a ): 
M'g - T = M'a =** 


1 200 


T = M'(g - a) = (9,8 - 4) = 710 kp 


Problema 11. Un hombre de 70 kg de peso se encuentra en la cabina de un 
ascensor, cuya altura es de 3 m. 
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1. Calcular la fuerza que soportara el suelo del mismo cuando ascienda con una 
aceleracion constante de 2 m/s 2 . 

2. Calcularla igualmente cuando descienda con la misma aceleracion. 

3. Idem en el caso de que suba o baje con velocidad uniforme. 

4. Cuando el ascensor se encuentra a 15 m del suelo se desprende la lampara del 
techo. Calcular en el caso primero el tiempo que tarda en chocar con el suelo del 
ascensor. 



Solution 


1) Sobre el hombre actuan dos fuerzas: Mg hacia abajo y la fuerza normal hacia arriba que el 
suelo del ascensor hace sobre el. De la ecuacion del movimiento del hombre: 


F - Mg = Ma 


F = M(g + a) = 


70 

9,8 


(9,8 + 2) = 84,3 kp 


igual pero de sentido contrario a la que soportar£ el suelo del ascensor. 
2) En este caso: 

Mg — F — Ma => 


F = M(g - a) = 


70 


9,8 


(9,8 - 2) = 55,7 kp 


igual pero de sentido contrario a la que soportara el suelo del ascensor. 


3) 


F - Mg = 0 =*> 


F= Mg 


70 

9,8 


9,8 = 70 kp 


4) En el instante de caer el cuerpo el ascensor lleva una velocidad vertical y hacia arriba v. El 
espacio vertical hacia abajo que debe recorrer la lampara es: 

h - + -y- ar'j 

h altura del ascensor y + -y- ar ^ ascenso del suelo de este. La lampara, al des- 
prenderse lleva una velocidad inicial hacia arriba v. Aplicando la ecuacion: 
s — v () t + ar 

siendo positivas las magnitudes hacia arriba y negativas las descendentes: 


— h + vi + —ar = vt -— gr => 

2 2 


g + a 12 VT 


Problema 12. Un globo con todos sus accesorios pesa 200 kg y desciende con 
una aceleracion 10 veces menor que la de la gravedad. Calcular la masa de lastre 
que tiene que lanzarse para que ascienda con la misma aceleracion. 


Solution 

Mg - E - Ma 
E — (M — m)g — (M — m)a 
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Sumando, nos queda: 


mg = 2 Ma - ma 



Problema 13. Tiramos del extremo de una cuerda homogenea, de section cons- 
tante y de longitud L, con una fuerza F mayor que su peso en direction vertical y 
hacia arriba. Hallar la fuerza con que una parte de longitud /, contada a partir del 
otro extremo, actua sobre la otra. 


Solution 



Problema ¥111-12-2.* 


A: Masa de la unidad de longitud. 

M: Masa de toda la cuerda. 
m: Masa de la longitud /. 
a: Aceleracion del sistema. 

Por aplicacion del segundo principio de Newton a la parte de la cuerda de masa m que se 
mueve con la aceleracidn del sistema: 

/ - mg = ma => f = m(g + a) = Xl(g + a) 

haciendo lo mismo para toda la cuerda: 

F - Mg = Ma => F = M(g + a) = XL(g + a) 

por divisidn se obtiene: _ 




Problema 14. Una bala de 2 g de masa tarda 10“ 3 s en recorrer el canon de un 
fusil. La fuerza que actua sobre el proyectil mientras se encuentra en el canon es 
F = 500 - 2 x 10 5 /, escrita en el SI. Calcular la velocidad con que sale la bala de 
la boca del canon. 


Problema VIII-13 


F = dP =j> dp = Fdt =i> 
dt 


Solution 

j d(Mv) = j Fdt =» Mv = j Fdt = J 


(500 - 2 x 10 5 t)dt = 500/ - 10 5 r 


500/ - 10 s r 

M 


500 x 10~ 3 - 10 5 x 10-» = 200 ^ 

2 x 10" 3 


Problema 15. Sobre un piano inclinado 30° con respecto a la horizontal se colo- 
ca un objeto para que baje deslizandose. Si no existen rozamientos entre el obje- 
to y el piano, determfnese la aceleracion de bajada de este. 

Solution 

f = Ma 
f = Mg sen? 


a = gsen? = 9,8 -y- = 4.9 m/s 2 
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Problema 16. Un bloque de masa M x que se encuentra sobre una mesa horizon¬ 
tal, sin rozamiento, se une mediante una cuerda horizontal que pasa por una 
polea de masa despreciable colocada en el borde de la mesa a un bloque suspen- 
dido de masa M 2 . 

1. <,Cual es la aceleracion del sistema? 

2. ^Cuanto vale la tension de la cuerda? 



Solucion 


l) 


2 ) 


M 2 g - T = M 2 a 


m 2 

T= M,a 

=> M ^ = (Af, + M 2 )a => 

“ 8 M, + M 2 


T = M 2 (g - a) = M } a = g 


MyM, 


M x + M 2 


Problema VIII-16 



Problema 17. En el extremo superior de un piano inclinado 30° sobre la hori¬ 
zontal hay una polea A (que supondremos de masa despreciable) por cuya gar- 
ganta pasa un cordon; uno de los dos ramales de este cordon cae verticalmente y 
sostiene atado a un extremo un peso B de 220 g; el otro cordon se mantiene 
paralelo al piano inclinado y tiene atado a un extremo una masa m que se desliza 
sin rozamiento. Si se deja en libertad el sistema, el cuerpo B cae verticalmente, 
recorriendo 1 m en 2 s. Se pide: 

1. Calcular el valor de m. 

2. Calcular el valor de la tension en los dos ramales. 

Solucion 

Si el movimiento es uniformemente acelerado: 


S--L * 2 => a=^~ 
2 r 


2 x 1 


0,5 nVs 2 


1 ) 


Problema VIII-17 


Mg - T = Ma 
T — f — ma 
f = mg sen? 


=*> Mg - mg sen? = (M + m)a 


m = M — = 220- 9 - 8 " 0 - 5 


gsen? + a 


9,8 x 0,5 + 0,5 


379 g 


2 ) 


T = Mg - Ma = 


Problema 18. Por la garganta de una polea de masa despreciable, que gira sin 
rozamiento alrededor de su eje horizontal, pasa un hilo de masa despreciable, 
cuyos extremos sostienen dos pesos, P x y P 2 . 

1. En una primera experiencia los dos ramales del hilo son verticales, valiendo 
P i = 539 gp y P 2 = 441 gp. Despeciando la masa de la polea, calcular: a) La 
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aceleracion del sistema. b) El espacio recorrido al cabo de los tres primeros se- 
gundos. c) La velocidad adquirida al cabo de esos 3 s. 

2. En una segunda experiencia el ramal que sostiene el peso P 2 es paralelo a la 
linea de maxima pendiente de un piano inclinado, 30° sobre la horizontal, por el 
que se desliza P 2 sin rozamiento. Calcular los valores que deben tener P x y P 2 
(cuya suma se mantiene igual que en la experiencia anterior, es decir, 980 gp) 
para que la velocidad del sistema al cabo de los tres primeros segundos sea la 
misma que en la experiencia anterior. Calcular la tension del hilo durante el 
movimiento. 

3. En esta segunda experiencia se corta el hilo en el instante en que han transcu- 
rrido los 3 s de inciarse espontaneamente el movimiento. Calcular la position y la 
velocidad de P 2 al cabo de 1,2 s de haberse roto el hilo. 


Solution 


1 ) 


M, = 0,539 kg M 2 = 0,441 kg 


a) 

Mg — T = Mg 

T — Mg = M 2 a 

b) 

s= -L at 2 = ~Y 0,98 x 9 = 4,41 m 

c) 

V = at = 0,98 x 3 = 2,94 m/s 

2) Al ser la misma v en el mismo tiempo, a debe ser la misma: 


a = g 


M x - M 2 
M x + M 2 


= 9,8 


0,098 

0,98 


= 0,98 m/s 2 


a = 0.98 rT\/s 2 M, + M 2 = 0,98 kg 

Descomponer M 2 g en las direcciones paralela y perpendicular al piano (ver figura del pro- 
blema anterior) y aplicar el segundo principio de Newton (supondremos que M, arrastra 
a M 2 ): 


Mg — T = M x a 
T - M 2 gsenp = M 2 a 


=> Mg ~ M 2 g sen? = (M, + M 2 )a 



4 

1 






Kg 


Problema VIII-18 


9,8M, - 9,8 x 0,5 M 2 = 0,98(M, + M 2 ) 


dividiendo por 0,98 


La tension del hilo es: 


10M, - 5 M 2 = M x + M 2 

—as 

M, = 0,392 kg 

M ] + M 2 = 0,98 


M 2 = 0,588 kg 


T = M x g - M x a - M 2 gsen? + M 2 a = 


0,392 

9,8 


(9,8 - 0,98) = 0,3528 kp 


3) La velocidad sobre el piano y hacia arriba al cortarse el hilo es: 

v n = 2,94 m/s 

La aceleracion hacia abajo (movimiento uniformemente decelerado) es: 

M 2 gsen? = M 2 a' => a' = gsen? = 4,9 m/s 2 


183 






























La posicidn del cuerpo, a partir del lugar donde se rompe el hilo es: 

* = v„t - -y a't 2 =s> 5 = 2,94 x 1,2 - y 4,9 x 1,2 2 = 0 


La posici6n del cuerpo es la misma que en el instante de cortarse el hilo. 


La velocidad es: 


v = v 0 - a't => 


v = 2,94 - 4,9 x 1,2 


2,94 m/s 


la misma que en el instante de cortarse el hilo, pero hacia abajo, como es natural, ya que la 
energia cinetica en tal posicidn debe ser la misma al subir que al bajar si no hay rozamientos. 


Problema 19. Las masas que penden de los extremos del cordon (supuesto inex- 
tensible y sin peso) de una maquina de Atwood son 505 g y 495 g. Calcular la 
velocidad con que desciende la masa mayor, al haber efectuado un recorrido de 
1 m (suponemos la polea sin peso). 

Solucion 


Vamos a resolver el problema de dos formas: por la segunda ley de Newton y por el principio 
de D’Alambert. 


l. cr metodo: Teniendo en cuenta las fuerzas que actuan sobre cada una de las masas (ver 
Fig. l. a ), las ecuaciones del movimiento para cada una de ellas sera: 

Mg — T = Ma 

T — M'g = M'a 

Al ser el corddn inextensible y sin peso, tendra que verificarse que T = T , luego: 

Mg - M'g = (M + M')a a = g ** - ^ =i> a = 980 M 5 r ^5 = 9g cm / $ 2 

M + M 505 + 495 

v = V2 ah = V2 x 98 x 100 = 140 cm/s 


2.° METODO: Aplicando el principio de D'Alambert y considerando las fuerzas a favor del 
movmiento como positivas, y las en contra de 61 como negativas (Fig. 2. a ), nos da: 

Mg - Ma — M'g — M'a = 0 => a = g ——-—— 

M + M' 


obteni6ndose los mismos resultados. 


Problema 20. Dos masas iguales, cada una de 1 kg, penden de los extremos de 
un hilo inextensible y sin peso que pasa por una polea de masa despreciable. 
^,Que diferencia de altura debe haber entre las dos masas para que una sobrecar- 
ga de 20 g colocada sobre la mas elevada de lugar a que al cabo de 2 s ambas 
esten a la misma altura? Si las masas continuan moviendose, ^,que diferencia de 
altura habra entre ellas al cabo de 4 s? 

Solucion 

l. a forma: La ecuacion del movimiento a cada una de las cargas nos da: 


(M + m)g - T = (M + m)a 
T — Mg = Ma 


=> mg = (2M + m)a 


2 x 10“ 2 


2 M + m 


2 + 2 x 10- 


— 9,8 = 0,1 m/s 2 
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1) El espacio recorrido en 2 s por uno cualquiera de los dos cuerpos es: 


s = ar = 0,1 x 4 = 0,2 m 

2 2 


luego: 


h = 2s = 0,4 m 


2) Contando los /, = 4 s a partir del momento en que estan a igual altura, cada uno de los 
cuerpos recorren una distancia: 

^ = v'o'i + ~y an 

siendo v 0 la velocidad que Uevan los dos cuerpos cuando estan juntos: 

\'o = at = 0,1 x 2 = 0,2 m/s 

entonces: 

s = 0,2 x 4 + —0,1 X 16 = 1,6 m 
luego la diferencia de alturas sera: 


/i, = 25 = 3,2 m 


2. a forma: Calculemos la aceleracion cVl sistema aplicando el principio de D'Alambert 
(Fig. 2. J ): 

(m + M)g - [M + m)a - Mg — Ma = 0 => 
m 


a = g 


2 M + m 


obteniendose los mismos resultados. 


Problema 21. En los sistemas representados en la figura los pesos de los cables y 
poleas son despreciables. P ] = F = 10 kp y P 2 = 8 kp. Determinar las acelera- 
ciones de ambos sistemas. 


Solucion 


P\ = 10 kp => M | = 10 kg 
P, = 8 kp => M-, = 8 kg 

1) 

M x g - T = M s a 
T - M 2 g = M 2 a 


a = g 


M, + M, 


= 9,8- 


10-8 
10 + 8 


= 1,09 m/s 2 


F - M 2 g = M 2 a 


a = 







Problema 22. En el sistema representado en la figura los pesos de cables y po¬ 
leas son despreciables. i Con que fuerza F es necesario tirar del extremo de la 
cuerda para que la masa M se mueva hacia arriba con aceleracion al para que 
el sistema se encuentre en equilibrio? 



(M+m)g 


Ma 

Mg 


Problema VIII-20-2. a 



Pi 

P\ — F 


Pi 

Problema VIII-21 



F 


"trJ- 

T _ 

~ 1° Mg 


M,g 

Problema VIII-21-1.’ 
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Problema VIII-22 Problema VIII-22-l. a Problema VIII-22-2. 3 

Solucion 


l. er m£todo (Fig. l. a ): La ecuacibn del movimiento aplicada al cuerpo nos da: 

T - Mg = Ma 

al considerarse nulo el peso de las poleas: 

2F- T= 0 


luego: 


2 F - Mg = Ma 


F - M 


g + a 
2 



Problema VIII-23 


2.° m£todo (Fig. 2. 3 ): La aplicacibn del principio de D’Alambert al sistema: 
IF - Mg - Ma = 0 =*> F = M g + - 


Para a = 0 el sistema se encuentra en equilibrio; luego: 

f - Mg 


Problema 23. En el sistema representado en la figura los pesos de los cables y 
poleas son despreciables. Determinar las condiciones de movimiento en uno u 
otro sentido y, en su caso, las aceleraciones de los cuerpos. 

Solucion 


Las condiciones de movimiento son: 


2> M 2 g 


M, baja y M 2 sube 

2 M y g = M,g 


Sistema en equilibrio 

2A/,g < M 2 g 

=> 

M y sube y M 2 baja 


186 

















































Sea a la aceleraci6n descendente de A/,, entonces A7> asciende con una aceleraci6n a/ 2. La 
aplicacidn de la ecuaci6n del movimiento a ambos cuerpos nos da: 

A 1\g ~ T ] = M x a 
T 2 - M 2 g = M 2 -j- 

pero: 

27, - T 2 - 0 

la resolucidn de este sistema de tres ecuaciones nos conduce a que: 


a ] = a = 2g 


2 Af, - M 2 
4 M, + M 2 


a 

2 M } 

- m 2 

a 2 2 8 

4 My 

+ m 2 


ecuaciones que nos confirman las condiciones de movimiento dadas. 



Problema 24. En el sistema representado en la figura los pesos de los cables y 
poleas son despreciables. Determinar las aceleraciones de los cuerpos. 


Solucion 

La aplicacidn de la ecuaci6n del movimiento a los cuerpos, dando el sentido de las aceleracio¬ 
nes, los indicados en la figura (una vez resuelto el problema y, en su caso, sustituidos los 
valores numericos, se obtendra el sentido real), nos da: 

= A/,g - 7, 

M 2 a 2 - M 2 g - T 2 

= M+g - 7 3 

pero: 

T 2 = 7 3 
7, = T 2 + 7 3 

La aceleracion a } con que se mueve el cuerpo A/, es la misma, pero de sentido contrario 
con que se mueve la polea B , y la aceleracion de los cuerpos M 2 y Af 3 respecto a la polea B 
tienen que ser iguales y dirigidas en sentido contrario, llamando a a la aceleracidn de M 2 
respecto de la polea B , se obtiene: 


a 2 = (-fl,) + a 
*3 = (~0\) + (~a) 


=> a 2 + a 3 = — 2a x 


Problema VIII-23-l. a 



Problema VIII-24 


llamando 7 a la tension 7, y teniendo en cuenta su relacion con T 2 y 7 3 , se obtiene el siguiente 
sistema de ecuaciones: 


= A/,g - 7 

7 

M 2 G 2 = - -y 

7 

M 2 a 3 = /W 3 g - — 
fl 2 + a 3 = - 2a, 
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Problema VIII-24-l. J 


eliminando T entre las tres primeras, nos queda: 

M x a x - 2 M 2 a 2 = g(M x - 2M 2 ) 


J = 


M x a x 
2a x + 

M x -2M, 


- 2MyOy = g(M x - 2My) 
a 2 + Qy — 0 


M x 

2 


g(M , - 2A/ 2 ) -2M 2 


g(M x - 2My) 
0 


0 

-2 My 
1 

0 

-2 My 
1 


= SM 2 My + 2M,A* 2 + 2 M } My 


= 2g 


M 2 (M X - 2M 3 ) + M 3 (M, - 2A/ 2 ) 
SM 2 My + 2 M x M 2 + 2M x My 


*i = 8 


M x (M 2 + M 3 ) - 2M 2 My 
4M 2 My + M X (M 2 + My) 


0 2 = g 


4 M 2 My + M x (M 2 - 3 My) 
4 M 2 My + M X (M 2 + My) 


Oy = g 


4M 2 My + M x (My - 3M 2 ) 
4M 2 My + M X (M 2 + My) 



Problema VIII-25 


Problema 25. Calcular la aceleracion con que ha de subir un atleta de masa 
por un tablon de masa M 2 apoyado sobre un piano inclinado un angulo para 
que el tablon permanezca inmovil. Entre el tablon y el piano inclinado no existe 
rozamiento. ^Que espacio recorrio el atleta, si su velocidad inicial era v 0 , hasta el 
momento en que se paro? 


Solution 

Para que el tablon permanezca inmovil, y por tanto no resbale a lo largo del piano, la fuerza F 
que el atleta hace sobre la tabla debera estar dirigida a lo largo de la tabla y hacia arriba, 
compensando la componente de su peso (f 2 = M 2 g senp) dirigida hacia abajo. Sobre el atleta 
actuara una fuerza igual y de sentido contrario. Con estas condiciones, aplicando la ecuacion 
del movimiento al atleta: 



- ft - F = M,a 
/, = A/,gsen? 

pero, como ya hemos dicho: 


=£ - M x g sen? - F = M x a 


F = f 2 = M 2 g sen? 


sustituyendo, nos queda: 

- A/,gsen? - M 2 g sen? = M x a 


M x + M, 

a = -«— w, ~ sen? 


El movimiento del atleta es uniformemente decelerado, llegando al reposo cuando: 

v„ = V2 |a|.9 = 


Vo 


vr>M x 


2\a\ 


2 g{M x + M 2 )sen? 
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Problema 26. Los cuerpos caen sobre la tierra, atraidos por ella, con un movi- 
miento acelerado. Si nos suponemos en el interior de una esfera metalica hueca, 
cayendo hacia la tierra, al volcar un vaso de agua, esta no caeria. ^Podriamos 
pasear cabeza arriba o cabeza abajo por toda la superficie esferica? <^Que ocurri- 
rfa con nuestro vaso de agua boca abajo, si, por propulsion, la capsula sube a 
gran velocidad y, cesando la propulsion, sigue subiendo durante cierto tiempo, 
debido a la velocidad adquirida? 


Solucion 

La aceleraci6n «hacia abajo» provoca una fuerza de inercia «hacia arriba» igual y de sentido 
contrario al peso de los cuerpos del interior de la bola. Para los habitantes del interior de la 
bola no existe «arriba» ni «abajo», por no sentirse atraidos por la tierra. 

Aunque el cuerpo este subiendo —sin propulsion— la aceleracion de la gravedad hacia abajo 
provoca una fuerza de inercia hacia arriba y de sentido contrario al peso, por lo que el agua no 
cae. 



Problema 27. Sabiendo que los cuerpos caen sobre la tierra con movimiento 
uniformemente acelerado (considerando pequenas variaciones de altura), deter- 
minar la indicacion de una balanza de resorte (graduada en la superficie de la 
tierra) que dejamos caer desde un globo, llevando pendiente un cuerpo de 10 kg. 

Solucion 

La indicacion del dinamometro vendra dada, segun el principio de D'Alambert, por la 
expresion: 

Mg - Ma = 0 
a = g 

Aplicando el segundo principio de Newton, podriamos razonar de la siguiente manera: supon- 
gamos que el cuerpo baja con una aceleracion a\ sobre el actuara su peso y la fuerza que el 
resorte hace sobre el (esta es precisamente la que indica el aparato); por tanto: 

Mg — F = Ma => F = M(g - a) 

siendo g = a, el dinamometro marcara el cero de la escala. 


Marcara en el cero de la escala 


Problema 28. Calcular el momento lineal de un proyectil que pesa 10 kg y se 
lanza con una velocidad de 100 m/s, formando un angulo de 45° con la horizontal. 

1. En el punto mas elevado de su trayectoria. 

2. En el punto en que alcanza de nuevo la horizontal. 

3. A los 10 s del lanzamiento. 



Solucion 

1) En el punto mas elevado su velocidad es: 

V, = V' ( ,COSf 


luego: 


P\ 


VI 

Mr, = Mi„cos; = 10 x 100 


500 VTJ^ 
s 
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2) Cuando alcanza de nuevo la horizontal la velocidad que posee es la misma que en el 
origen; luego: 

p 2 = Mv„ = 10 3 kg ' — 


3) En cualquier instante la velocidad se calculara: 

V x = V 0 COS9 

v y = vosenp - gt 


= Vv 2 + v; = Vv^cos 2 ?/ + (v n sen? - gt) 2 


luego a los 10 s sera: 

p 3 = Mv - M Vvficos 2 ? + (v„sen? - gt) 2 = 10 V(50 Vi) 2 + (50 V2~- 9,8 x 10) 2 


p, = 757,9 kg ' m 
s 

Las soluciones vectoriales responden a la formula: 

P = Mv>o C os?i‘ + M (v 0 senp - gt)k 
dando en los tres casos: 

p ] = 500 VT i kg • xn/s 

p 2 = 500 VT / - 500 VT; kg • m/s 
p 3 = 500 VT« - 272,9/ kg • nVs 


Problema 29. Sobre un cuerpo actuan las fuerzas indicadas en la figura. Si 
F x = 2 kp, F 2 = 4 kp y F 3 = 6 kp y la masa del cuerpo es 1 kg, calcular la acele- 
racion del cuerpo. 

Solution 


-TF, = Ma => F = F, + F 2 + F 3 - Ma =» a 


= 45° 


?2 = 150° 


F, x = F i cosp, = VT kp 
F yy = F, senp, = V2 kp 

F 2x = F 2 COS 92 = — 2 VT kp 

F 2y = F 2 sen? 2 = 2 kp 


F 

M 



F 3x = F3COS93 = - 3 kp 

F 3y = F 3 sen9 3 = - 3 VT kp 


F = (VT- 2 VT- 3) 1 + (VT + 2-3 VT)y = - 5,0/ - 1,8/ kp 
fl = - 5 x 9,8 1 - 1,8 x 9,8j = - 49,0/ - 17,6y m/s 2 


Problema 30. Sobre una partfcula de 1 kg de masa actuan simultaneamente las 
fuerzas: F x = i - 3 j + 6k N, F 2 = 2 i + 6j - 4k N y F 3 = - 2 1 - 2j + k N. 
Calcular: 

1. La aceleracion de la partfcula. 
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2. La fuerza que hay que anadir para que la particula este en reposo. 

3. La fuerza que hay que anadir para que la particula se mueva con una acelera- 
cion a" = 3/ — 2 j + k m/s 2 . 


Solucion 


1 ) 

F = 2F t = Ma =» F = F, + F 2 + F 3 = i + j + 3* N =*> 
2 ) 


a = = i* + / + 3Ar m/s 2 


F' = - F = - i-j - 3* N 


3) Llamandola F 4 : 

F" = Fj + F 2 + F 3 + F 4 = A/a" =» i+j+3k + F A = 3i — 2j+k => 


F 4 = 2 i - 3j - 2* N 


Problems 31. El radio vector que nos define la posicion de una particula de 2 kg 
de masa viene expresado por: r = (3J 2 - 5)i - (4J 3 + t)j + (2Z 2 - t + l)fc (Si). 
Calcular: 

1. El momento lineal de la particula p = p(t). 

2. La fuerza que actua sobre la particula F = F(t). 

Solucion 


1 ) 

dr 


y = = 6/i - (12r + l)y + (4/ - 1)* => p = mv = 12 li - (24r + 2)j + (8/ - 2)* kg • try's | 


2 ) 


F = = 12i - 48// + 8* N 

dt 


Problems 32. Sobre una masa puntual de 500 g que se mueve en el piano OXY 
actuan simultaneamente las fuerzas Fj = 3i + 5j N y F 2 = — i — 3j N. Si la ma¬ 
sa se encuentra inicialmente en el origen de coordenadas y su v 0 = 3i + 4 j m/s. 
Calcular: 

1. Las ecuaciones horarias del movimiento. 

2. El momento lineal a los 3 s de iniciado el movimiento. 


Solucion 


1 ) 


i’Fj = Ma => F = F| + F 2 — Ma =£ a = 


M 


F = 2i + 2j N =» 


a = 4 f + 4/ m/s 2 


-/■ 


a<// ^ v = (4/ + C|)i + (4/ + C.)y 
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siendo C, = 3 m/s y C : =4 m/s: 


v = (4/ + 3)/ + (4/ + 4)y m/s 


r = = (2r + 3/ + C\)i + (2 r + 4/ + CJJy 


siendo C', = 0 y C' 2 = 0 : 


r = (2r + 3/)i + (2r + 4/)y m 


2 ) 


p = Mv = (2t + 1,5)/ + ( 2 / -I- 2)7 kg • m/s 
f = 3 s => 


p = 7,5/ + 87 kg • m/s 


Problema 33. En un instante determinado tres particulas de 2, 3 y 1 kg poseen 
las velocidades vj = 3i - 2j -l- 6/c m/s, v 2 = 3y - 2k m/s y v 3 = i - j - 3k m/s, 
respectivamente. Calcular: 

1. La velocidad del centro de masa en ese momento. 

2. El momento lineal del sistema. 

3. La velocidad de las particulas referidas a su CM como origen. 


1 ) 


Solucion 


M 


M = Hm, 


dR 

V dt 

M = 6 kg 


1 

M 


lm,v. 



Problema VIII-33 


m,v, =61 — 
m 2 v 2 = 
myv 3 = 1 - 

2) 


47 + 12 k kg • nVs 
97 - 6k kg ■ m/s 
7 - 3/c kg • m/s 


=> 


v 




/: m/s 


p — Zm,v % = Mv = 7/ + 47 + 3k kg • m/s 


3) De la figura deducimos: 

r\ = r, - R =£> 


dr\ 

dt 


dr, 

~di 


dR 

dt 


=> v[ = v, — v 


luego: 
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Problema 34. Sobre dos partfculas de masas ym 2 no actuan fuerzas externas 
y unicamente se ejercen sobre ellas las fuerzas internas y newtonianas 
(F 12 + F 2 i = 0) de interaccion entre ambas; conocidas estas: 

1. Determinar la aceleracion del movimiento relativo a ellas. 

2. Si en un instante determinado las partfculas tienen velocidades y v 2 referidas 
a un origen de un sistema inercial. Determinar la velocidad del CM referida al 
sistema inercial y la velocidad de las partfculas referidas al CM como origen. 

3. Verificar que al no actuar fuerzas externas la velocidad del CM permanece 
invariable, o lo que es lo mismo: el momento lineal total del sistema de las dos 
partfculas es nulo en el sistema de referenda CM. 


Solution 


1) Aplicando a cada particula la primera ecuaci6n del movimiento, se obtiene: 


F 12 = m \ 


dVy 

dt 



dvi 

dt 


F 2, 



F 2 i dv 2 

m 2 dt 


teniendo en cuenta que v, - v 2 = v )2 es la velocidad de m, relativa a m 2 (velocidad dada por 



m ( + m 2 


con lo que el valor de la aceleracion relativa en funcion de esta cantidad sera: 


a \2 



<J=> 



expresion de la que deducimos el teorema siguiente: «E1 movimiento relativo de dorparticulas 
sujetas a su interaccion mutua es equivalente al movimiento, relativo a un observador inercial, 
de una particula de masa igual a la masa reducida bajo una fuerza igual a la interacci6n.» 


2 ) 



dR 

dt 


-LVn.Vj 


para las dos partfculas de nuestro problema: 

m, V| + m->v 2 

v = - 1 — 

m s + m 2 

ademas: 
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3) De las anteriores se obtiene: 


m 2 V \2 
m, + m 2 


P i = 


m x m 2 
m , + m 2 


UV\ 2 


v 2 = 

con lo que: 


m,v , 2 m^m-* 

- : — =i> p'-> = — - 1 — 

m, + m 2 “ m ] + m 2 


Pi +^2 = 0 


! xV ]2 


M, 



Problema VIII-35 


Problema 35. Dos cuerpos de masas M x y M 2 estan unidos por un resorte espiral 
y les suponemos situados en el espacio intergalactico (fuera de toda influencia 
externa). Estiramos el resorte y a continuation lo soltamos. Determinar la rela¬ 
tion que existe entre las velocidades de ambas masas en cualquier instante, des¬ 
pues de que se han soltado. 


Solucion 

A1 no actuar sobre el sistema ninguna fuerza externa, el movimiento del centro de masa per- 
manecera invariable, y como inicialmente esta en reposo, permanecera en el. Luego: 


M i 


dr\ 

dt 


M l r ] + M 2 r 2 
M] + M 2 


=> 





dr 2 

+ M-> —-— = 0 => M\V\ + = 0 

dt 1 


v 2 _ _ M, 
v i M 2 


Problema 36. Sobre las aguas tranquilas de un estanque flota una tabla rectan¬ 
gular y homogenea de masa M x y longitud /; sobre uno de sus extremos descasa 
un gato de masa M 2 ; cuidadosamente el animal pasa de uno a otro extremo de la 
tabla. ^Cuanto ha avanzado el gato con relacion al agua? ^Que retroceso ha 
sufrido el extremo de la tabla? Se desprecia todo rozamiento y se considera al 
gato como una masa puntual. 


A/,/ 


2 (A/, + A/ 2 ) 



Problema VIII-36 


Solucion 

La abscisa del centro de masa del sistema con respecto a O es: 

A/,/ 

X ° ~ 2(M, + \T) 

La position del centro de masa no puede alterarse. y cuando el gato esta en O' la tabla estara 
en la position indicada en la figura inferior. El gato ha avanzado con relacion al agua una 
distancia: 

_ WJ ' A TJ ” 

_ 2 (M, + m7) 2 (M, + \T) ,W, + Ml 

El extremo O de la tabla ha retrocedido: 


M, + ,V/_, M, + M : 
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Problema 37. Un atleta de 100 kg de peso se cuelga de una cuerda que pende de 
un globo que con todos sus accesorios pesa 500 kg; en estas condiciones el centro 
de masa del globo se encuentra en reposo y a 30 m del centro de masa del atleta. 
El atleta trepa por la cuerda hasta llegar a la barquilla, situandose su centro de 
masa a 6 m por debajo del centro de masa del globo. Determinar: 

1. La altura sobre el suelo que ha subido el atleta. 

2. La velocidad con que se movera el globo respecto al suelo en un instante en 
que el atleta asciende a 0,4 m/s. 

Solucion 


M x : Masa del globo. 
M 2 : Masa del atleta. 


i 

1 

1 

1 

'Mx 

M x * 

1 

G 

G , 

1 

h 


; 

i 

i 

he, 

; i>t 

i 

i 

i 

h 2 i 

i i 

i 

i 

t 


i i 

...JLJh. 


i&0. xNTES DESPU 


Problema VIII-37 


1 ) Cuando asciende el atleta hacia el globo no actuan fuerzas exteriores y, por tanto, la 
position del centro de masa del sistema globo-atleta permanecer£ en reposo y en su posi¬ 
tion inicial, que es: 

M x h 500 x 30 

hr' — ——-—— —-, AA ■ ■ — 25 m 

° M x + M 2 600 

luego cuando el hombre haya ascendido h 2 m sobre el suelo, el globo estara a una altura 
h x% que verifican: 

M x h x + M-,hi 

-w- ,/ = 25 m 

M x + M 2 

h x - h 2 = 6 m 


h 2 = 20 m 


2) En un instante en que los centros de masa del globo y del atleta se encuentran a y x e y 2 del 
suelo, la posicidn del centro de masa del sistema sera: 


M x y x + M &2 
M x + M 2 


derivando respecto al tiempo y teniendo en cuenta que el centro de masa del sistema esta 
en reposo, se obtiene: 


dh G 

dt 


= 0 = 


M, + 


rar( M ' 


dy i 
dl 


+ M, 


d }'2 \ 
dl ) 


MiV\ + = 0 => 


M 2 

~m7 


100 

500 


0,4 = - 0,08 m/s 


el signo menos nos indica que el globo se mueve hacia abajo. 


Problema 38. Un proyectil de 30 kg de masa es lanzado por un canon con una 
velocidad de 200 m/s y formando un angulo con la horizontal de 30°; a los 10 s del 
disparo explota y se parte en dos trozos; uno de ellos, de 20 kg de masa, cae 
verticalmente. llegando al suelo 5 s despues de la explosion. ,;,D6nde se encuentra 
el segundo trozo respecto al punto de lanzamiento? (se desprecia la masa del 
explosivo). 

Solucion 


Las fuerzas explosivas son internas en el sistema. con lo que no afectan al movimiento del 
centro de masa: por tanto. el centro de masa de los dos trozos de metralla estara. despues de la 
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explosion, en la trayectoria que habria seguido el proyectil si no hubiese estallado; por tanto: 



/ = 15 s 


Xq = v 0 /cosp = 1 500 VI m 

y c - Vsenp - -y- gr = 1 500 - 5 x 15 2 = 375 m 




y c = 


/ = 10 s => x x = 1 000 VTm 

+ M,x, r- 20 x 1 000 VF+ 10as 

—hr- r-f—— => 1 500 VI =-—-- 


M, + M 2 

M x y x + M^y 
Af, + M 2 


375 = 


30 

20 x 0 + 10y 2 
30 


*, = 2 500 VJ i 


y 2 = 1 125 m 


B) DINAMICA DE LOS SISTEMAS EN TRASLACION 
CON ROZAMIENTO 


Problema 39. Un bloque de 100 kg de peso se arrastra por una superficie hori¬ 
zontal por la accion de una fuerza de 100 kp. Si el coeficiente dinamico de roza- 
miento entre el bloque y la superficie es 0,25, calcular la aceleracion que adquie- 
re, su velocidad al cabo de 1 min y el espacio recorrido en tal tiempo. 





F 

R 




Mg 

3 

Hi 

yv 

iMR 


Problema VIII-39 


Solucion 


La ecuacion del movimiento del cuerpo sera: 

1'Fj = Ma => F — R - Ma 
R = pN 
N = Mg 


=*> a 


F — uMg 
M 


a 


100 x 9,8 - 0,25 x 100 x 9,8 
100 


= 7,35 m/s 2 


v = at - 7,35 x 60 = 441 nVs 
s = -j- or 2 = 4- 7 .35 x 60 2 = 13 230 m 


Problema 40. Un coche parte del reposo y alcanza una velocidad de 144 km/h, 
suponiendo constante la fuerza que se opone al movimiento e igual a 1 kp por 
cada 100 kg. Calcular el tiempo que tarda en adquirir tal velocidad si la fuerza 
ejercida por el motor es de 0,08 veces el peso del coche. 


F - R = Ma 


Solucion 

Trabajando en el si y tomando g - 10 m/s 2 : 

F = 0,08 Mg 


R = — ;*J 0 M = 0AM 


100 


=» 0,08 Mg - 0.1 M = Ma => a = 0,8 - 0,1 = 0,7 m/s 2 


/ = JL = = 57 s 

fl 0,7 S 
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Problema 41. Un automovil que se mueve por una carretera horizontal a la 
velocidad de 72 km/h frena en un instante determinado, dejando las ruedas inmo- 
viles. Si el coeficiente de rozamiento entre las ruedas del coche y la carretera es 
0,4, determinese el espacio recorrido por el automovil hasta que se detiene. 

Solucion 


R = Ma 
R = uN — uMg 


=* a = ug 



v = y/las 


=> 



20 2 

2 x 0,4 x 9,8 


= 51 m 


Problema VIII-41 


Problema 42. Calcular la aceleracion a de un bloque de masa M que se arrastra 
sobre una superficie horizontal por la accion de una fuerza F que forma un angu- 
lo 9 con la direccion del movimiento (con la horizontal), siendo ( u el coeficiente 
de rozamiento entre el bloque y la superficie. 

Solucion 

= Ma => Fcosp — R = Ma 
R = uN = ( u (Mg - Fsenp) 


/scn^- 



F cosp - a (Mg - F senp) = Ma 




F cos^ - a (Mg - F senp) 
M 


Problema VIII-42 


Problema 43. Un bloque de hierro de 7 kg de peso es arrastrado sobre una mesa 
horizontal de madera por la accion de un peso de 2 kg que cuelga verticalmente 
de una cuerda horizontal unida al bloque de hierro y que pasa por una polea 
ligera. El coeficiente de rozamiento entre el hierro y la mesa es 0,15. Hallar la 
aceleracion del bloque y la tension de la cuerda. 

Solucion 


M, = 7 kg M 2 = 2 kg a = 0,15 
Condicion de deslizamiento: 


a 



M z g ^ '.J-M\g =£> M 2 ^ uA/| 


Problema VIII-43 


2 > 7 x 0,15 =£ Desliza con movimiento uniforme acelerado 


luego: 


M 2 g - T = M 2 a 
T - R = M x a 
R - ;xN = uA/,g 


M 2 g - uMig = (M { + M 2 )a 


a 


M 2 - aM, 
g Mi + M 2 


9,8 


2 - 0,15 x 7 

TTi 


1.0 m/s’ 
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La tension sera: 


T = M 2 (g - a) = M,(a g + a) = gM ] M 2 


1 + u 

M, + M 2 


17,5 N 


Problema 44. Un convoy minero esta compuesto de n vagonetas cargadas con 
distinta carga y totalizando masas M u M 2 , My ... A/ n . Las ruedas estan agarrota- 
das, de modo que no pueden girar, y cuando el sistema se mueve deslizan a lo 
largo del carril; el coeficiente dinamico de rozamiento entre las ruedas y los carri- 
les es ,u. 



Problema VIII-44 

1 . Determinar la fuerza capaz de mover el sistema con movimiento uniforme y 
hallar la expresion general de la tension en los enganches para cualquier vagon. 

2 . Si tiramos con una fuerza dada, T ]% mayor que la anteriormente calculada, 
determinar la aceleracion del sistema y la expresion general de la tension en los 
enganches para cualquier vagon. 


Solucion 

1) Al moverse el sistema con velocidad constante la suma de las fuerzas que actuan sobre 
cada una de las vagonetas tendra que ser nula: 

h = 7\ + /?, 

T 2 = 7\ + R 2 


T n , = T n + R n , 

T n = R n 

y como: 

n n 

R, = : iM,g =t- !'/?, = Hg X M, 

»=l ’ 1=1 

sustituyendo, nos queda: 

r, = 1’ M, 

' l=l 



































por otro lado: 


n 

T 2 = r, - R, = T, - u M,g = Ug 2 M, 

n 

7 \ = T 2 - R-, = ug 2 M, 

i=3 

en general, para el vagon j : 

n 

r, = ,ag 2 m, 

i=l 


2) Aplicando la ecuacion del movimiento a cada vagdn: 

T j Ti /?] = M \Q 

T 2 - T>- R 2 = M 2 a 


n n 



^n-1 T'n ^n-1 ~ M n -\d 
T n - R n = M n a 

tomando para las fuerzas de rozamiento el mismo valor que en el apartado anterior, ten- 
dremos: 


r, 

a - - ug 



por otro lado: 



en general, para el vagon j: 


i-i 






Problema VIII-44-1.' 


Problema 45. Sobre un piano inclinado 30° con respecto a la horizontal se colo- 
ca un cuerpo de 100 g de masa cuyo coeficiente dinamico de rozamiento con el 
piano es 0,4. Calcular: 

1 . La fuerza que provoca el deslizamiento. 

2. La aceleracion del cuerpo. 

3. La velocidad a los 5 s de iniciado el movimiento. 

4. El espacio recorrido en tal tiempo. 


199 





















































Solution 


l) 



2 ) 


3) 


4) 


F = IT, = / - R = Ma 

f = Mg senp 

R = uN 

N = uMg cosp 

=> F = A/g(sen? - u cosp) = 


F = 0,1 x 9.8 - 0.4 

| = 0,15 N 


a = —— = g(senp - ( ucosp) = 1,5 m/s 2 


v = at = 1,5 x 5 = 7,5 m/s 


5 = ~Y ar = 0.15 x 5 2 = 18,7 m 


Problema 46. Tenemos un piano inclinado 40° sobre la horizontal cuya longitud 
es 1 m. En la parte mas alta abandonamos un objeto prismatico para que baje 
deslizandose. 

1 . Dibujense en un diagrama claramente todas las fuerzas que actuan sobre el 
bloque que se desliza. 

2 . Sabiendo que el coeficiente de rozamiento es 0,5, indiquese si deslizara. 

3. Supuesto el deslizamiento, calculese para el bloque la aceleracion de bajada, 
el tiempo que invertira en la misma y la velocidad con que llega al final del piano 
inclinado. 


Solution 

2) Al ser tag27° = u, el cuerpo deslizaria con movimiento uniforme en un piano inclinado 
27°. Formando el piano un angulo de 40° con la horizontal, deslizara con movimiento 
uniformemente acelerado, cuya aceleracion calcularemos por aplicacion de la ecuacion del 
movimiento. 


3) 


F = Ma => f - R = Ma 
/= Mgsenp 
R = uN 


=» a = g(senp - ucosp) 


N = uMgcosz, 


a = 9,8(sen40° - 0,5cos40°) = 2,55 m/s 2 

1 


- V¥- 

V2o7 = V2 x 2.55 x 1 = 2.26 it^s 


= 0.89 s 
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Problems 47. Colocamos una moneda sobre una regia y levantamos esta ultima 
gradualmente. Cuando el angulo de inclination es 25° la moneda comienza a 
deslizar, observando que recorre la regia (80 cm) en 1,4 s. Calcular los coeficien- 
tes estatico y dinamico de rozamiento entre la moneda y la regia. 


Solucion 

Cuando la moneda inicia el deslizamiento tendremos: 

F=R e 

F = /V/gsen? 
l? c = u c yv = u e Mg cos? 

Una vez iniciado el deslizamiento, el movimiento es acelerado, verificandose: 
F - = Ma 


a c = tag? = tag 25° = 0,47 


F = Mgsen? 

fi d = MjN = u d Mg cos? 


,“d = 


=> a = g(sen? - u d cos?) 


gsen? - a 


y como: 


luego: 


s = - ar => a = 

2 r 


geos? 

25 2 x 0,8 


M 2 


= 0,82 m/s 2 


u d = _9v 8sen2y - 0 ,82_, = Q 3? 
9,8 cos 25° 


Problema 48. Un coche que pesa 1 500 kg desciende una pendiente del 5 % sin 
que funcione el motor. El conjunto de las resistencias pasivas que se oponen al 
movimiento viene dada por la formula R = 0,6 v 2 en el SI, siendo v la velocidad. 
Demostrar que alcanza una velocidad lfmite y calcular su valor. 


Solucion 

La velocidad del coche se va haciendo cada vez mayor a medida que transcurre el tiempo, 
aumentando con ella la resistencia. La velocidad Umite la alcanzara en el momento en que la 
resistencia se hace igual a la componente del peso, segun la direccion del piano inclinado: 


Mg sen? = 0,6 v? => 


- V- 


1 500 x 9,8 x 5 
100 x 0,6 


= 35 m/s 


Problema 49. En el sistema representado en la figura los cuerpos M ] y M 2 estan 
unidos por una cuerda C, y los coeficientes de rozamiento entre estos y el piano 
inclinado son U] y u 2 . Determinar la condicion que tiene que cumplir el angulo 
del piano inclinado para que los dos bajen con una aceleracion a y calcular esta. 

Solucion 



/, = M.gsen? 
f 2 = A/.gsen? 


/?, = u,M,gcos? 
R 2 = 
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La condition sera: 



f\ + fi > R\ + F 2 => (Mi + M 2 )gsen? > (;a,M, + ;x 2 M 2 )gcosz 


tag? > 


jtXjA/j + U 2 M 2 

M\ + M 2 


en tal caso: 


=s> 


/V/,gsen? - a,M,gcos? — T = M]a 


(A/, + M 2 )sen? - (a,A/, + u 2 A/ 2 )cos? 

T + A/ 2 gsen? - ix 2 M 2 gcos? = 


" S M t + M 2 



Problema VIII-50 


Problema 50. Sobre un tablero de madera horizontal se colocan dos cuerpos A y 
B de masas M\ y M 2 y cuyos coeficientes de rozamiento con la madera son y 
,u 2 . Vamos levantando el tablero poco a poco, de forma que 9 crece como se 
indica en la figura. Si consideramos iguales los coeficientes de rozamiento estatico 
y dinamico, determinar: 

1. La condicion necesaria para que el cuerpo A se mueva antes que el B. 

2. La condicion necesaria para que los dos cuerpos deslicen, a la vez, juntos. 

3. Si se cumple la segunda condicion, ^que valor debe tener 9 para que el sistema 
AB deslice con movimiento uniforme? 

4. ^Cual sera el valor de la aceleracion del movimiento cuando se incline el piano 
con un angulo 9 ', mayor que el 9 del apartado anterior? 

Solution 


1) Debera verificarse que: 

( Uj < IX 2 


2) Pueden deslizar juntos bien por ser identicos los rozamientos o bien porque siendo el 
rozamiento de A mayor que el de este ultimo «empuje» al cuerpo A. Es decir: 


Uj ^ a 2 


3) Para que el sistema se deslice con movimiento uniforme tendra que verificarse que la suma 
de las componentes del peso paralelas al piano sea igual a la suma de las resistencias 
debidas al rozamiento; es decir: 

/,+/ 2 = /?, + R 2 

para un angulo ?: 

yV/,gsen? + M 2 g sen? = u,/V, + >x 2 N 2 = u,/V/,g cos? + u 2 Af>gcos? 


sen ?(M, + M 2 ) = cos ?(,u,M, + ,u 2 M 2 ) 


tag? 


iX] AZj + ;x 2 M 2 
M] + M 2 


4) Para un angulo ?' la fuerza que produce movimiento uniformemente acelerado es: 


F = if] + f 2 ) - (R] + R 2 ) = sen?'g(AZ, + M 2 ) - cos?'g(A/ li a, + M 2 u 2 ) 


Como: 


F = (M, + M 2 )a 


202 













tendremos: 


g[sen?'(M, + M 2 ) - cos?'(M,a, + M^)} 

[ M 1( ai + M 2 ix 2 1 

l 

M, + M 2 g \ 

L " ^ m, + m 2 j 


Problema 51. En el extremo superior de un piano inclinado 30° sobre la hori¬ 
zontal hay una polea (que supondremos de masa y rozamiento despreciables), 
por cuya garganta pasa un cordon. Uno de los ramales del cordon sostiene un 
peso de 10 kg, el otro se mantiene paralelo al piano inclinado y tiene atado en su 
extremo un cuerpo que pesa 10 kg; el coeficiente de rozamiento entre el cuerpo y 
el piano es 0,5. Calcular: 

1. La aceleracion del sistema. 

2. La tension de la cuerda. 


Solucion 

1) La condicidn de movimiento en el sentido indicado en la figura es: 

M,g ^ sen? + ixM 2 gc os? => M, ^ A^sen? + ,uAf>cos? 
M, = 10 kg 

M 2 senp + uM 2 cos? = 10 + 0,5 x 10 = 9,33 kg 



con lo que el sistema se movera en este sentido con una aceleracion constante. Su calculo sera: 


- T = 

T - f - R = M 2 a 
f — A^gsenc 
R = uN 
N = M 2 g cos? 




A/, g — M 2 gsen 9 - <xM 2 gco$? - (M, + M 2 )a 


a — g 


M, - M 2 sen? - uA/ 2 cos? 
M, + M-> 


= 9,8 


10 - 9,33 
20 


= 0,33 rn/s 2 


2) La tensidn de la cuerda la calcularemos: 

T = M x g - M^a - A/ 2 gsen? + uM 2 g cos? + M 2 a 


Problema VIII-51 


T = -^ 3 - (9.8 - 0.33) = 9.66 kp 
9,8 


Problema 52. En el sistema representado en la figura las masas de cables y 
poleas son despreciables. Si el coeficiente de rozamiento entre la superficie incli- 
nada y el cuerpo Af> es a. 

1. Determinar las condiciones de movimiento en uno u otro sentido. 

2. En el caso en que el sistema se mueva con aceleracion, calcular esta. 



Solucion 


Problema VIII-52 


En las figuras deducimos: 


/= M 2 g sen? 

R = u N = ;j.M 2 g cos? 
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1) Puede ocurrir: 

a) 

M\g z* f + R + M^g => 


A/, A/ 2 sen? + ,uM : cosp + M y 


Si es >, el sistema se mueve hacia la derecha con movimiento acelerado. 

Si es = , el sistema esta en reposo o se mueve con velocidad constante hacia la derecha. 


b) 


M*g + / ^ R + M y g => 


A/ 3 -l- A/ : sen? uA/ 2 cosp + A/, 


Si es >, el sistema se mueve hacia la izquierda con movimiento acelerado. 

Si es =, el sistema esta en reposo o se mueve con velocidad constante hacia la izquierda. 


c) 


En caso de no verificarse ninguna de las dos condiciones anteriores, el sistema se encuen- 
tra en reposo. 



Problema VIII-52-2. a 


2) En el caso en que se verifique la condicidn a) y el movimiento sea acelerado, entonces: 
M\g - T, = M x a 

r, — T 2 — M 2 g sen? - uA/ 2 gcos? = M 2 a 
T 2 - M 2 g = Mjfl 

sumando queda: 

M\g - M 2 gsen? + ,uA/ 2 gcos? - M ? g = (A/, + M 2 + M ? )a 


a = g 


M ] — My - M 2 ( sen? — ,ucos?) 
A/, + M 2 + M 3 


En el caso en que se verifique la condicidn b) y el movimiento sea acelerado, entonces: 
Mjg — T 2 = M 2 a 

T 2 — T, + M 2 g sen? — ,uA/ 2 gcos? = A/ 2 a 
T'i ~ A/,g = M x a 

sumando, queda: 

A/ 3 g + A/ 2 gsen? - ,uA/ 2 gcos? - A/,g = (A/, + M 2 + M ? )a 



Problema VIII-53 


A/ 3 — + A/ 2 (sen? — ,ucos?) 

A/, + A/ 2 + A/ 3 


Problema 53. Sobre un piano inclinado cuyo angulo es 30° se tiene un peso de 
500 g que esta unido por una cuerda que pasa por una polea (sin inercia ni roza- 
mientos) con otro cuerpo de 200 g en un piano de 60°. El coeficiente de roza- 
miento en ambos pianos es de 0,2. Calcular: 

1. Aceleracion del conjunto. 

2. Tension de la cuerda. 

3. Espacio recorrido por cada peso en 1 s y velocidad ajdquirida. 
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Solution 


Condici6n para que exista movimiento hacia el lado del cuerpo de 0,5 kg (M,): 
A^gsenp, 25 aA^gcos?, + ,uM 2 gcos? 2 + M 2 gsen 9 2 
Mj sen?! = 0,5 x 0,5 = 0,25 kg 


.28 kg 


.uW^osf, + M, cos?;) + M 2 sen? 2 = 0,2 ^0.5 + 0,2 x 0,5^ + 0,2 = 0 

El cuerpo no se mueve en el sentido indicado. 

Condicidn para movimiento hacia el lado del cuerpo de 0,2 kgl(A/ 2 ): 

M 2 gsen? 2 ^ ,uM 2 gcos? 2 + ,uM,geos?, + |M,gsen?, 

M 2 sen? 2 = 0,2 -y- = 0,17 

,u(M 2 cos? 2 + Mjcosp,) + M, sen?! = 0,2 ^0,2 x 0,5 + 0,5 x 0»5 = 0,36 kg 

El cuerpo no se mueve, tampoco, en este sentido. 


El sistema esta en equilibrio. 


Problems 54. Un hombre que pesa 70 kg se lanza encima de una bascula por un 
piano inclinado un angulo de 60°. Sabiendo que el coeficiente de rozamiento 
dinamico entre la bascula y el piano es 0,3, calcular: 

1. La aceleracion de bajada. 

2. Lo que marca la bascula. 

Solution 

1) Aplicando el principio de D'Alambert y llamando M' a la masa de la bascula: 
f — R — (M + M')a = 0 

(M + M')gsen? - a (M + M')gcos? - (M + M')a = 0 




a = g(sen? - ,ucos?) = 9,8 j 

(■#-»+) 

| = 7 m/s 2 

2) Considerando la fuerza de inercia sobre el hombre: 


P = Mg — Mflsenp = 70 - 

70 7 VF 

9,8 2 

= 27 kp 



Problema VIII-54-2. a 
a 


Problems 55. Sobre un piano inclinado, que se mueve con una aceleracion 
a > 0, como indica la figura, se encuentra un objeto prismatico. Hallar: 

1. A partir de que valor del angulo del piano el cuerpo no sube por la lmea de 
maxima pendiente si no existe rozamiento. 

2. A partir de que valor del angulo del piano el cuerpo no baja por la lmea de 
maxima pendiente si no existe rozamiento. 

3. Como se modifican estos resultados si el coeficiente de rozamiento es a. 



Problema VIII-55 


1) 


f*r 


Solution 

Mg scrip 2* Mu cos?. 



,a 8f 3 — 


Mg 

Problema VIII-55-1 
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a 



Problems VIII-55-3.’ 


2 ) 


f*r 


Mg serif $ Macos? 


tag? < — 


3) El cuerpo no sube nunca (Fig. 2. a ): 

R = ,u(Mgcos? + Masenf) 
R+f2?f f = Mg sen? 

f = Macos? 

iu(Mgcosf + Mflsenf) + Mgsen? ^ Macos? 


ag + .afltagf + gtag? ^ a 


tag? ; 


g + (xa 


El cuerpo no baja nunca (Fig. 3. a ): 

R + f ^ f =?| ,u(Mg cos? + Masenf) + Macos? ^ Mg sen? 


,ag + (xa tagf + a ^ gtag? => 


tag? s 


+ a 

g - ix a 



Problema 56. En el sistema representado en la figura el cable C es de masa 
despreciable. El coeficiente de rozamiento entre M x y el piano es t a 2 y entre Mi y 
M 2 es ju 2 - (Considerense iguales los coeficientes estatico y dinamico.) 

1. Determinar la fuerza minima que aplicada a M x lo saca del equilibrio. 

2 . Si con una fuerza dada F producimos a M x una aceleracion a , calcular esta. 

3. Calcular la tension de la cuerda. 


Problema VIII-56 



Solution 

1) Damos a R] y R 2 sus valores maximos: 

R } = iX] (M, + M 2 )g 
R 2 ~ , u 2^2§ 

luego, como minimo, F tendra que valer: 

F = /?, + R 2 = [u ,(M, + M 2 ) + ix 2 M 2 ]g 

2) En la figura indicamos todas las fuerzas que actuan sobre cada uno de los cuerpos. El 
equilibrio en la direccion horizontal nos conduce a: 

N 2 = M 2 g 

N] = M,g + N 2 = (M, + M 2 )g 
aplicando la ecuacion del movimiento al cuerpo M,: 

F - R] - R 2 = M,a 
F - [a,(M, + M 2 ) + u 2 M 2 ]g = M,fl 


F- [u j (M, + M 2 ) + a 2 M 2 ] 

m; 


3) La tension valdra: 

T = R 2 = ',x 2 M 2 g 
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Problema 57. En el sistema representado en la figura las masas del cable y de la 
polea son despreciables. Si el coeficiente de rozamiento entre el piano y el cuerpo 
Mi es <xi, y entre M l y M 2 es ,u 2 (consideramos iguales el coeficiente estatico y 
dinamico): 

1 . Determinar la F minima aplicada a M x capaz de sacar al sistema del equilibrio. 

2 . Calcular la aceleracion del sistema para una fuerza mayor que la minima. 



Problema VIII-57 


Solucion 


1 ) 


F = /?, + 2 R 2 


F, = ,u, (M, + M 2 )g 
R 2 = ,u 2 A 


=*> 


F = (j ij (M] + M 2 )g + 2tx 2 M 2 g 


2 ) 


F - R x - R 2 - T = M x a 
T - R 2 = M 2 a 


F - R x - 2R 2 = (M, + M 2 )a 


F — ,u 1 (A/i + AF>)g — 2fi 2 M 2 g 
M, + AF> 



Problema VIII-57-1.- 


Problema 58. Sobre un cuerpo de masa se encuentra otro de masa M 2 , como 
se indica en la figura, si sobre M x actuamos con una fuerza F y el coeficiente de 
rozamiento entre las superficies es ,u. Calcular: 

1. La condicion que tiene que cumplir F para que no exista movimiento. 

2. La condicion para que el cuerpo de masa M 2 no deslice por el de masa M x y 
todo el sistema se mueva con movimiento uniformemente acelerado, calculando 
esta aceleracion. 

3. La condicion para que el cuerpo de masa M 2 deslice sobre el de masa M 1? 
calculando las aceleraciones de ambos. 




M : 


r 


■ , 1 ’ rc'’ 

A/: 

r 





Problema VIII-58 


Solucion 


1) No habr£ movimiento para valores de F tales que: 

F < fx(M x + M 2 )g 


2) En este caso las dos fuerzas de rozamiento (entre M 2 y A/, y entre M x y el suelo) verifican 
las ecuaciones: 

R 2 < (xM 2 g 

R x = u (M, + M 2 )g 

las fuerzas que actuan sobre cada uno de los cuerpos y en la direcci6n del movimiento son 
las de la figura l.' 1 La aplicacidn de la ecuacion del movimiento a cada unp de los cuerpos 
nos da: 


F - R 2 - R x = M x a 


R 2 = M 2 q 

ecuaciones, que, junto con las anteriores, se obtiene: 
F - M 2 a - a (A/, + M 2 )g = M,<z => 


A/, + M 2 




a 




Problema VIII-58-1." 
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y como: 


R 2 = M 2 a = 


— uM 2 g < uM 2 g 


°2 



---- F 

Problema VIII-58-2.* 


M 2 F 

M, + M 2 


nos queda: 


F < 2,u(M, + M 2 )g 

teniendo en cuenta el apartado 1), nos queda para la condition pedida: 
,a(A/, + M 2 )g < F < 2ju(M 1 + M 2 )g 

3) La condicidn pedida sera: 

F > 2,u(M, + M 2 )g 

En este caso las dos fuerzas de rozamiento toman los valores: 


R 2 — fxM 2 g 

R x = ^ (A^i + M 2 )g 

La aplicaci6n de la ecuacidn del movimiento a cada uno de los cuerpos nos da: 
F — R 2 — R\ — A/j a } 

R 2 = M 2 a 2 

de las que deducimos, teniendo en cuenta los valores de y R 2 : 

F - fj.M 2 g - y.(M x + M 2 )g = M x a x => 
uM 2 g = M 2 a 2 =$ 


a x = 


Mi 


2 M-> + M, 

"• U - M x - g 


<*2 = fig 



Problema ¥111-59-1.* 


Problema 59. Un camion transporta un bloque rectangular de 2 m de altura y 
1 m de anchura. Sabiendo que el coeficiente de rozamiento entre el bloque y el 
suelo de la caja del camion es 0,6. Calcular: 

1. La maxima aceleracion que puede darse al camion para que el bloque no 
deslice sobre la caja. 

2. Supuesta la fuerza de rozamiento lo suficientemente grande para que el blo¬ 
que no deslice. <-,Que valor maximo puede tomar la aceleracion del camion para 
que el bloque no vuelque? 






h 

\ 


a 



Problema VIII-59-2.* 


Solucion 

R = Ma 
R = uMg 

2) Si esta a punto de volcar, el punto de aplicacion de la normal estara en O. Tomando 
momentos respecto de O e igualando a cero: 

Ma - Mg -j- = 0 =* 

Problema 60. Sobre un cuerpo de masa M que se mueve en sentido vertical con 
velocidad v en el seno de un fluido viscoso, la fuerza de resistencia que se opone 
al movimiento viene dada por la expresion: R = KMv. Determinar la velocidad 
del cuerpo en funcion del tiempo y en funcion de la distancia h recorrida, supo- 
niendo que el movil parte del reposo. 


= -f g = 5 nVs 2 


a = ug = 6 m/s 2 
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Solution 


Mg - R - Ma = 0 => Mg - KMv - M - = 0 => = g - Kv =*> 

dt at 

Integrando, teniendo en cuenta que para / = 0, v = 0, obtenemos: 

dv l , 1 . g 


dv 


g - Kv 


= dt 


f v dv . 1 g 

Jo g~ Kv Jo K g - 


Kv 


[ 1 ] 




8 

8- Kv 


V - - J- [1 - e"*] 


[ 2 ] 


la expresidn [1] podemos escribirla de la forma: 

g ~ Kv = ge~ Kt 

multiplicando por dt, nos queda: 

gdt - Kvdt = ge~ Kl dt , .... _ Kt , 

6 6 => gdt - Kdh = ge Kx dt 

dh - vdt 

integrando, teniendo en cuenta que para t — 0, h - 0, nos quedara: 


J ' gdt - I h Kdh = (’ ge~ K 'dt =s> gt - Kh = [1 - <T K '] = v => f = 

ololo K — g 


Kh 


expresion que, sustituida en [2], nos queda: 




- — (v+Kh) 

. e 1 


C) FUERZA CENTRIPETA Y CENTRIFUGA 


-FORMULARIO- 

F e = Ma n = M —— = Ma/r = M r = M4x 2 v 2 r 

r ^ T 2 


Problema 61. En un piano vertical damos vueltas a una cuerda de 1 m de longi- 
tud en cuyo extremo tenemos atado un cubo con agua. ^Que minima velocidad 
tiene que tener el cubo para que el agua no se vierta cuando esta el cubo con la 
boca hacia el suelo? 

Solution 

l. cr METODO: 

Aplicando el segundo principio de Newton y tomando como sistema inercial al observador que 
da vueltas al cubo, obtendremos: 



ZF, = Ma => Mg + T = Ma 

para el caso extremo (rmnimo) T - 0 y, ademas, la unica aceleracidn existente es la normal 
que tiene la direction de las fuerzas y el mismo sentido que ellas; por tanto: 

Mg = Ma n Mg = M — => 


v = Vlg = 3,1 m/s 


Problema VIII-61-1. 1 


209 























2 .° METODO: 



Problema VIII-61-2. a 


Desde el sistema no inercial (cubo) podemos describir la fuerza centnfuga F c y diremos: Para 
que el agua no caiga debe verificarse que la F c originada en la rotation sea, como minimo, 
igual al peso del agua: 

Mg = F c Mg = M =*> 


Problema 62. Supuesta la Tierra esferica y sin ningun relieve, calcular la veloci- 
dad de un proyectil disparado horizontalmente en las proximidades de la superfi- 
cie terrestre, para que se «coloque en orbita», es decir, de vueltas en torno a la 
Tierra. (Se supone nula resistencia del aire y R 0 = 6 370 km.) 

Solucion 

Desde el sistema proyectil (no inercial), habran de igualarse el peso del cuerpo y la fuerza 
centnfuga: 

Mg - M => 


V = Vr^> = V6 370 X 10 3 x 9,8 = 7 900 m/s 


v = Vii= 3,1 m/s 



Problema 63. De un hilo de longitud 50 cm vamos suspendiendo pesos cada vez 
mayores, observando que el hilo se rompe al colgar un peso de 1 kp. Atamos al 
extremo del hilo un peso de 50 g, sujetando por el otro extremo, hacemos girar 
al sistema en un piano vertical. Calcular el minimo numero de vueltas por segun- 
do necesarias para que se rompa el hilo y determinar en la posicion en que se 
rompera. 


Solucion 


El hilo tendra que romperse cuando el cuerpo este en su posicion mas baja, pues en ese 
momento a la fuerza centnfuga se suma el peso del cuerpo. Por lo tanto, la ecuacion que 
resuelve el problema es: r~~ 


T= F c + Mg 
F c = M4-Vr 


T = M 4- 1 2 v 2 r + Mg 


1 A / T- Mg 

2 * V Mr 


1 -y / 9,8 - 0,05 x 9,8 
2- V 0,05 x 0,5 


Mg 

Fc 


Desde un punto de vista inercial la ecuacion es la misma: 

T - Mg = Ma n 


Problema VIII-63 


Problema 64. El piloto de un avion se lanza en picado a la velocidad de 
400 km/h y termina su descenso describiendo, a aquella velocidad, un arco de 
circunferencia situado en el piano vertical. ^.Cual sera el minimo radio de esa 
circunferencia para que la aceleracion en el punto mas bajo no exceda de 7 g? 
^Cual sera entonces el peso aparente del aviador en el punto mas bajo de la 
trayectoria? 














Solucion 


La unica aceleracion existente es la aceleraci6n normal, luego: 
a o = => 


El peso del aviador en el punto mas bajo de su trayectoria ser£ ocho veces mayor, ya que a Mg 
hay que anadir la fuerza centrifuga; luego: 

P = Mg + Ma n = Mg + 1 Mg = 8 Mg 




400 000 2 


3 600 2 x 7 x 9,8 


« 180 m 


Problema 65. «Se dice que una orbita de un satelite artificial es estable cuando 
esta corta a la esfera terrestre en un cfrculo maximo.» ^Por que no lo es en caso 
contrario? 


Solucion 

Cuando el satelite se encuentra en 6rbita estable la fuerza centrifuga (considerando fuerzas de 
inercia) y el peso estan compensados, razdn por la que en el interior de los sat61ites existe 
«ingravidez», es decir: 



Problema VIII-65 


F c = Mg 


El peso Mg del satelite va dirigido hacia el centro de la Tierra, y la fuerza centrifuga tiene la 
direccidn del radio de la 6rbita; luego si la orbita no contiene al centro de la Tierra las dos 
fuerzas no estaran compensadas, y sobre el satelite actual una fuerza F (ver figura) que hace 
que no se encuentre en drbita estable. 


Problema 66. Conocida la masa de la Tierra y el radio ecuatorial, la formula 
GMq/Rq nos darfa para valor de la intensidad de la gravedad el valor de 
981,4 dyn/g. Realizada la medida por procedimientos experimentales (pendulo), 
se obtiene un valor de 978,049 dyn/g. ^Por que? 


Solucion 

En la primera medida se considera la Tierra como un sistema inercial. Las medidas realizadas 
en el ecuador por procedimientos experimentales estan hechas en un sistema no inercial, pues- 
to que la Tierra, al girar alrededor de su eje, hace que en dicho lugar exista aceleraci6n 
normal. Razonando desde el punto de vista de D’Alambert (empleando fuerzas de inercia), 
diremos: a la fuerza con que la Tierra atrae a 1 g masa se opone la fuerza centrifuga debida a 
la rotation terrestre: 

F, = M 

T 2 

Donde M = 1 g; T = 1 dia = 86 400 s, y R (] = radio ecuatorial; luego calculariamos para va¬ 
lor de la fuerza centrifuga sobre 1 g de masa: 

F e = 981,4 - 978,049 = 3,351 dyn 


N 



Problema VIII-66 


Problema 67. El globo terraqueo, cansado de tanta experiencia atomica que le 
agujerea las entranas, gira cada vez mas deprisa para desembarazarse de sus mo- 
lestos perforadores... Al fin, los hombres, mujeres, perros, gatos... que habitan 
en el ecuador son lanzados por la tangente a tal paralelo. ^Cuantas vueltas en 
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24 h da la inquieta Tierra? Emplear como unicos datos del problema los valores 
de 981,4 dyn/g para la intensidad de la gravedad en el ecuador si no existiese la 
fuerza centrifuga y 978,049 dyn/g valor real del peso de 1 g en tal lugar. 


Solucion 


La fuerza centrifuga sobre 1 g de masa en el ecuador terrestre es: 

F = 981,4 - 978,049 = 3,351 dyn 

En el caso de anular la atraccidn terrestre, la fuerza centrifuga seria: 


F = 981,4 dyn 


El valor de la fuerza centrifuga en uno y en otro caso es: 


F = M4k\ 2 R () 
F = M4- 2 v' 2 R 0 


=$> 



«A igualdad de masa y radio en un movimiento circular, la fuerza centrifuga es proporcional al 
cuadrado de la frecuencia.» 

3,351 l 2 
981,4 — v' 2 


V 98**4 = 17,1 vueltas cada 24 h 
3,351 



Problema 68. Calcular el angulo que se desvia la plomada respecto de la direction 
del radio terrestre del lugar, debido a la rotation de la Tierra, en un punto en que la 
latitud es 9 . Datos: G: constante de gravitation. M 0 : masa de la Tierra. R 0 '. radio 
terrestre del lugar. v: frecuencia angular de la Tierra (una vuelta por dia). 

Solucion 

Vamos a resolver el problema de dos formas: por el segundo principio de Newton y considerando 
la fuerza centrifuga. 

r 

l. er MtTODO: 


R 0 = /? 0 cospi + R 0 szn?j 


Problema VIII-68-1. 4 


go = - G 


M 0 M () 

—— R 0 = - G —r- (cospi + sen#) 

R 3 o Rb 


r = /? n Cospi 

a n = - 4 - 2 v 2 r = - 4- 2 v 2 /? () cospi 


IT = Ma => Mg 0 + T = Ma n => T = Ma n - Mg u => T = Mcosp / G - 4-V/? ( A 1 + G - MM " sen # 

\ Ro / R(\ 

GMotagp 


T y 

tagS = -^- = 

• x 


G-MMsl- sen. 


Mcosp 


Rr, 

Mo 


- (••2 —) 


=> £ = artag 


GAf„ - 4- 2 v 2 /?o 


? + * 


a 


- ? + artag 


GA/„ tagp 
GjV/o - 4 - 2 v 2 /?o 
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2 .° METODO: 


F c = M 4 rz 2 '/r = M47r 2 v 2 /? 0 cospi 

P = F c + Mg () y 



Problema VIII-68-2. a 


Problema 69. Calculese el angulo de inclination con la horizontal que tiene que 
darle el piloto de un avion para virar horizontalmente con un radio de 1 km a una 
velocidad de 360 km/h. 


Solution 


l. cr METODO: 


A1 sumar la fuerza centrifuga (F c ) y el peso (Mg) se obtiene como resultante ( R ) que tendr£ 
que anular al empuje (£) y, por tanto, tendra que ir en la misma direccidn, pero en sentido 
contrario; de la VIII-69-l. a se obtiene: 


tag? 


F c _ Mv 2 
Mg rMg 


v 2 

- =*> tagp 

r g 


10 4 

10 3 x 9,8 



El sistema referenda! que hemos tornado en este metodo no es inerdal, puesto que hemos 
resuelto el problema desde el punto de vista del piloto del avi6n; pese a esto, es correcta la 
soludon, como ya hemos indicado en la nota del formulario, al principio de este tema. 


2.° METODO: 



Problema VIII-69-l. a 


Si como sistema de referenda tomamos un punto de la superficie terrestre (consideraremos a 
este sistema como inercial), en el que se encuentra un observador, razonara de la siguiente 
manera (ver fig. VIII-69-2. a ): 



tag? = 


Mv 2 

rMg 



Problema VIII-69-2. 3 
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Problema 70. Una partfcula atada a una cuerda de 50 cm de longitud gira como 
un «pendulo conico» como muestra la figura. Calcular el numero de vueltas por 
segundo que tiene que dar para que 9 = 60°. 



Problema VIII-70 


Solucion 

l. cr m£todo: 

La aplicacibn de la segunda ley de Newton nos conduce a: 

HF = Ma => T + Mg = Ma n 


y como: 


T = Tsen^i + Tcos<pj 
Mg = - Mgj 

A 2 2 • 

a n = 4 7 rv~ri 


=> Tstn^i + ( 7 cos 9 - Mg)j = A/4 ^ 2 v 2 /sen 91 



r = /senp 


luego: 


T = A/ 4 7: 2 v 2 / 
Tcos ? - Mg = 0 


4rV/ 

8 


= _L a/ g A/ 98 _ _ 1 Hz 

2^ V /cos? V 0,5 x 0,5 



2.° metodo: 

Considerando la fuerza centnfuga F c , la suma de ella y el peso Mg sera /?, que tendra que ir en 
la direccion de la cuerda para que 9 tome un valor constante (en nuestro caso, 60°); con lo que 
de la figura se deduce: 

F c M4^Vr 4^ 2 v 2 /sen9 

tag? = 


Mg 


Mg 


8 


4 V 


8 


l cos? 


-= 1 Hz 


Problema 71. Enganchamos una partfcula de 1 kg a un resorte espiral de masa 
despreciable, cuya longitud natural es de 48 cm y de constante recuperadora 
1 kp/cm. Lo hacemos girar como un pendulo conico con una velocidad angular 
constante de 60 rpm. Calcular: 

1 . El alargamiento del resorte. 

2. El angulo que forma la altura del cono con su generatriz. 

Solucion 


Los datos en el si son: 

AC = 0,1 kp/cm = 980 N/m 
V = 1 Hz 
/„ = 0,48 m 


l. cr metodo: 


vf = Ma => F + Mg = Ma n 


214 


































y como: 


F = Fsen?/ + Fcos?j 
F= Kx 
Mg = - Mgj 
a n — 4 7t 2 v 2 ri 
r = / sen? 
l = l 0 + x 


=> Kxscnpi + (Kacos? - Mg),/ = M4^v 2 (/ 0 + a) sen?/ 


de esta ecuacidn se deduce: 

1) 

/Cxsenp = iW4-v(/ 0 + a) sen? =? a = (/ 0 + a)A/47t 2 v 2 => 



* = / 0 


A/ 4 tt 2 v 2 
K - M4t: 2 v 2 


= 0,48-—- 

980 - 4z 2 


= 0,02 m = 2 cm 


2 ) 

Kx cos? - Mg = 0 => cos? 


Mg 

*A 


9,8 

980 x 0,02 


= 0,5 



2 .° 

1) 


2 ) 


METODO: 



tag? 


Mg 


r = (/ 0 + a) sen? 




M 4 

tag? = - 


(/„ + a) sen? 

~~Mg 




cos? = 


g 

4-V(/ 0 + A) 


^ = 0.5 
Kx 



Problema VIII-71-2. • 


Problema 72. Hacemos girar a un cuerpo de 5 kg de masa atado a una cuerda 
de 1 m de longitud con una velocidad angular de 1 Hz. Calcular la distancia des- 
de el punto fijo al piano horizontal en el que se mueve el cuerpo con movimiento 
circular y la tension T de la cuerda. 
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Solucion 



T + Mg = Ma n => Tsen'pi + (7cos? - Mg)j = M47r 2 v 2 /sen?i 


T = M4^v 2 / 

Tcos? - Mg = 0 


=> COS? = 


4* V/ / 



h = —4-r = -^T- = — m = 25 cm 
4jt 2 v 2 4r 2 4 


r = MAk 2 v 2 1 = 5 x 4^ 2 N = 20 kp 


Problema 73. Un cuerpo de 116 g de masa gira alrededor del eje de un cono de 
angulo 9 = 30°, con una velocidad angular de 6 rpm, como se indica en la figura, 
en la que / = 1 m. Si no existe rozamiento, calcular: 

1. Tension de la cuerda. 

2. La velocidad angular necesaria para que la reaction del piano sea nula. 


Solucion 


l. cr m£todo: 



l _ 


Problema VIII-73-l. J 


Tomando un sistema de referenda inerdal en el que el eje OX tenga la direccion y sentido 
contrario de N y el eje OY en la direccidn y sentido de T , obtendremos: 

T = Tj 

N = - Ni 

Mg = Mg sen?* — Mg cos?/ 

Ma n = M47r 2 v 2 r(cos?i + sen#') 
r = /sen? 

aplicando el segundo principio de Newton nos queda: 

— N + Mg sen? = M4- 2 v 2 /sen?cos? 


T + N + Mg — Ma n => 
de las que se obtiene: 

1) _ 


T - Mg cos? = M4;r 2 v 2 /sen 2 ? 


T = M(47r 2 y 2 /sen 2 ? + geos?) = 0,116 


(tm4t + 9 - 8 #) ■ 1 N 


2) Si N = 0, entonces: 



216 





















2) Para que la reaction normal del piano sea nula se tendra que verificar: 


cos? = Mg sen? =» M4-V 2 /senpcosp = Mg sen? 


-TT V 


/cosp 


= 32 rpm 


Problema 74. Sabiendo que en un ano la Luna recorre 18 veces su orbita alrede- 
dor de la Tierra, determinar la distancia entre la Tierra y nuestro satelite, supo- 
niendo la orbita circular. Radio de la Tierra: 6 370 km, g 0 = 9,8 m/s 2 . 


M L g = M L r 


T 2 


g = G 


M 0 


Solucion 


/ 

/ 

/ 

fo 4r: 2 r 

3 / GM 0 r 

f K 


T 2 


M 0 


go — G -— => GM 0 — goRo 

Rc> 


luego: 


- V- goRoT 2 -v- 


8 x 6 370 2 x io h f 365,25 x 86 400 


4r 2 


[ 365,25 x 86 400 "] 2 

18 J 



Problema VIII-74 


=* 314 x 10 6 m = 314 000 km 


Problema 75. Calcular la masa del Sol, suponiendo que la Tierra describe una 
orbita circular alrededor de el, siendo la distancia entre el Sol y la Tierra 
1 495 x 10 5 km; G = 6,67 x 10" 11 N • nr/kg 2 - 



Problema 76. Suponiendo que la orbita terrestre es circular de 1,495 x 10 8 km 
de radio y que la Tierra invierte 365,25 dias en su revolucion completa, determi¬ 
nar la intensidad del campo gravitatorio solar en un punto que diste del centro 
del Sol la centesima parte de nuestro planeta. 


Problema VIII-75 


Solucion 


g () = intensidad del campo gravitatorio solar en el centro de la Tierra. r = distancia entre los 
centros de masa del Sol y la Tierra. 

El valor de g a una distancia R = r/100 sera: 




M s 


R 2 


10 4 


GM S 

r 
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- V 



Problema VIII-76 


pero: 


go = 


GM S 

r 


y como la fuerza de atraccion solar sobre la unidad de masa en la tierra ha de ser igual a la 
fuerza centrffuga que actua sobre ella, tendremos: 

GM S _ 4 x 2 r 
r T~ 


luego: 


g = 10 4 g„ = 10 J 



10 J 4,t 2 1,49S x 10" 

365,25 : x 86 400’ 


59,26 nVs 2 


Problema 77. Calcular a que velocidad hay que colocar en su orbita estable a 
un satelite artificial a una altura de 30 000 m sobre la superficie terrestre 
(. R 0 = 6 370 km). 



Problema VIII-77 


= R 0 A / — - = 6 370 x 10-’ A / -—-- = 7 882,5 n^s 

V R„ + H V 6 400 x 10 3 


Problema 78. Calcular el periodo de un satelite artificial que esta girando a 
10 4 km de altura (R 0 = 6 370 km, g () = 9,8 m/s 2 ). 


Mg = F c => MG () 


Solution 

- — - = M -ii- (R 0 + h) 

(Ra + h) 2 T- 


y como: 


luego: 


go = G 


Rz 


GMd — gnRa 


goRo 


4 - 2 


(Rn + h ) 2 T 2 


■ (R () + h) 


r _ 2*(R n + h) / Ro + h 

Rn V go 


2-16.37 x IP 6 
6,37 x 1() 6 


V I6,37 x 
9,8 


icr 


= 20 869 s = 5 h 48 m,n 
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Problema 79. Queremos colocar un satelite artificial en orbita alrededor de la 
Tierra, de tal forma que este se encuentre siempre en la vertical del lugar (cenit). 
^En que lugares puede hacerse? que altura sobre la Tierra hay que ponerlo en 
orbita? (Radio de la Tierra: 6 370 km.) 


Solucion 

Para que un satelite artificial se encuentre constantemente en el cenit de un lugar tiene que 
girar con la misma velocid ad angular que la Tierra, en m6dulo, direcci6n y sentido, con Io que 
es evidente que el lugar [tiene que estar sobre el ecuador terrestrej . Tendremos: 


F c = Mg => M 
8 = G 


*o + H 
Mo 


go 


(Ro + H) 2 
Mo 


Rt 

v = co(Ro + //) 
2r. 


= Mg => V 2 = g(R 0 + H) 

goRo 


g = 


(R 0 + H) 2 


v = ^y-(R 0 + H) 


siendo T = 1 di'a; sustituyendo, obtenemos: 


-^T (R 0 + H) 2 = - go *° (R + H) =*• (R 0 +H) } = 

T 2 (R„ + Hf 


4^ 


luego: 




H = 9 ' S X 


6 370 2 x 10 6 x 86 400 2 


- 6 370 x 10 3 = 35,8 x 10 6 m 


Problema 80. Una plataforma gira alrededor de un eje a razon de una vuelta 
por segundo. Colocamos sobre ella un objeto prismatico, siendo el coeficiente 
estatico de rozamiento entre la plataforma y el cuerpo 0,8. Calcular la distancia 
maxima al eje de giro, para la cual el cuerpo gira con la plataforma y no es 
lanzado al exterior. 


F c = R 
R = a Mg 


Solucion 

M 4 - 2 v 2 r = ix Mg => r — 


4-V 


0,8 x 9,8 _ n 0 _ 
r = — - : — = 0,2 m 

4t: 2 


Problema 81. Calcular la velocidad minima que tiene que tener el motorista que 
trabaja en el «tubo de la muerte» (aparato de atraccion de feria que representa- 
mos en la figura) para que no se caiga. Diametro del tubo: 10 m. Coeficiente 
estatico de rozamiento entre las ruedas de la motocicleta y la pared: 0,5. 



w 

1 


\ N 

! R 


r 

F 

F 

i -mmm * mm 

mt I 

i 

Mg 


Problema VIII-80 



Problema VIII-81 
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Solution 



Problema VIII-81-1 . a 





Mg = R 


TV = F c 


Mg = ixM 



=*• R = uN = uM — 
r 



Problema 82. ^Cual es la velocidad a que puede ir un automovil por una curva 
sin peralte, de radio R = 40 m, sin derrapar, suponiendo que el coeficiente de 
rozamiento entre las ruedas y el suelo vale tx = 0,5? Suponiendo que ,u fuera 
suficientemente grande para que el coche no derrapara, ^cual seria la velocidad 
maxima que podria alcanzar en la curva sin volcar, siendo la altura del centro de 
gravedad sobre el suelo h = 75 cm y la distancia entre las ruedas ^ = 1,5 m? 

Solution 

l) 

F c = R => M v - = ixMg => v = \ZugR => 

R 


V = V0,5 x 9,8 X 40 = 14 nVs 



Problema VIII-82-2.' 


2) El par formado por la F c y la de R < [iN (no derrapa) tiene que ser igual y de sentido 
contrario al par formado por el peso Mg y la fuerza normal TV, que en el caso extremo esta 
aplicada en la rueda derecha. (No existe componente normal en la rueda izquierda, ya que 
aunque no vuelca, esta a punto de hacerlo.) O lo que es lo mismo, tomando momentos de 
las fuerzas que actuan sobre el coche con respecto al punto de contacto de la rueda dere¬ 
cha con el suelo, se ha de verificar: 


d Mv 2 / Rgd 

M g — -—R- h = 0 * v= V ~vT * 


V 


40 x 9,8 x 1,5 
2 x 0,75 


— 20 m/s 


Problema 83. 1. Deducir la ecuacion que nos de el valor minimo del radio que 

puede tener una curva de la carretera para que un automovil que la recorre a la 
velocidad v km/h no se deslice hacia el exterior, suponiendo que el coeficiente de 
rozamiento sea ,u = 0,5. 

2. Deducir la ecuacion anterior en el supuesto de que la curva tenga un peralte 
de a grados. 

3. En el primer caso, es decir, si la curva no tiene peralte, suponiendo que el 
coche no se deslice hacia el exterior, deducir la formula que nos de el valor 
mmimo del radio para que el coche que va a velocidad v km/h no vuelque, sa- 
biendo que el centro de gravedad esta h m sobre el suelo y que la distancia entre 
ruedas es de d metros. 


Solution 


1 ) 


F c -R 


=*> 
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La velocidad debe expresarse en m/s si g = 9,8 m/s 2 , como v nos indica km/h, obtenemos: 


10V 


2 ) 


F = F+ R 


3 600 2 x 0,5 x 9,8 


F - M - COSa 

r 


F - Mgsena 
R = <x(N + N') 


= 0,016v 2 m 


M - cosa = A/gsena + u I A/gcosa + Af 


—— (1 “ ,a taga) = g(,u + taga) 


= a ^MgCOSa + M — y — sena J 
£ A/gcosa + M — v — sena jj => — V — = 


g taga + ,ag + ,a 


v 2 1 — .ataga 
g jix + taga 


como v la hemos de expresar en m/s, obtenemos: 

_ 10 6 v 2 _ 1 - 0,5 taga 


3 600 2 x 9,8 0,5 + taga 

3) Tomando momentos respecto del punto de contacto de la rueda derecha de la figura del 
problema anterior con el suelo, se ha de verificar: 


d ^ n Mgd Mv 2 , 

= 0 => —|— =- h 


Mg -j- - F c h 


2 v 2 h 


luego: 


2h 10 6 v 2 _ 
r — -m 

9,84 3 600 2 



Problema VIII-83 


Problema 84. Un automovil de 1 000 kg de masa marcha a 108 km/h. Sabiendo 
que el coeficiente de rozamiento entre los neumaticos y la carretera es 0,3, 
- calcular: 

1 . Fuerza maxima de frenado eficaz (evitar que las ruedas giren). 

2. Aceleracion correspondiente y distancia que recorrera durante el frenado has- 
ta pararse. 

3. Radio mmimo de la curva que pudiera tomar sin peraltar y sin derrapar. 

4 . Peralte necesario para que no derrape en una curva de 100 m de radio. 


Solucion 


v = 30 m/s 

1) La fuerza maxima de rozamiento, que es: 

r = u A/g = 0,3 x 1 000 = 3 000 kp 


2 ) 


El movimiento es decelerado y su deceleracion es: 


a = -4- = = 0,3 x 9,8 = 2,94 m/s 2 

M 


V2|a|s => 

V 2 30 2 ! c-J ^ 

s = - -- = 153 m 

2\a\ 2 x 2,94 
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3) 


M 


4) 


F c = R => 


F = F + R 


Mv 2 


= ix Mg => 


II 

M I 

II 

L. 

30 * - 306 m 


0,3 x 9,8 


F - M -COS a 

r 


F = Mgsena 

/? = fi(N + N') = ,u ^Mgcosa + M —sena^ 


-j- cosa = Mg sena + [i ( A/gcosa 


(' 


V 2 \ V 2 

+ M —j— sen a ) =» —= gtaga + /*g + p —taga 


taga = 


r _ v 2 - fj.gr _ 30 2 - 0,3 x 9,8 x 100 


v 2 , M v 2 + gr 0,3 x 30 2 + 9,8 x 100 

i- + £ 


a = 26° 


D) SISTEMAS DE MASA VARIABLE. COHETES 

-FORMULARIO- 

ECUAClON DE LOS SISTEMAS DE MASA VARIABLE: 

M d( ~F ext + v rel d( 

M: masa del cuerpo en el instante t. 
v: velocidad del cuerpo en el instante t. 

v rel : velocidad relativa del chorro de materia respecto del cuerpo. 
dm: elemento de masa que adquiere el cuerpo en el tiempo dt. 

ECUACI6N DE LOS PROPULSORES: 

a) Autonomos: 

w dv _ VI7 dM _ VE , r 

M ~^ext *Vel ^ w -^cxt Fp 

F p : fuerza propulsora. 

El signo menos no procede de los sentidos de la velocidad, sino de dM , que 
hay que considerarla negativa, debido a la variation de masa del cohete. 

b) No autonomos: 

r dm -f dm' dm 

- 1 , — "'"-"-jr 

dm: masa de aire captada en dt. 
dm': masa de combustible gastada. 
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Problema 85. Sobre una cinta transportadora cae trigo a razon de 600 kg/min 
desde una tolva en reposo. La cinta se mueve con una velocidad de 0,5 m/s. 
Calcular la fuerza F sobre la cinta que hace que la velocidad del sistema perma- 
nezca constante. 

Solucion 


=> 


F - v = 0,5 x 10 = 5 N 
dt 


M 


dv 

dt 


+ v T . 


dm 

dt 


4 - = ° 

dt 

\'F = F 

— r ext r 
V rc , = - V 



Problema VIII-85 


Problema 86. A1 extremo de una cuerda flexible, homogenea y de section cons¬ 
tante, que se encuentra apilada en el suelo, le aplicamos una fuerza variable ca- 
paz de elevarla con velocidad constante v, como se indica en la figura. Calcular 
dicha fuerza en funcion de la altura del extremo de la cuerda sobre el suelo. 


Solucion 


En el instante en que se encuentra en movimiento una longitud / de la cuerda su momento 
lineal sera: 

p = Mv — A/v 

M\ masa de la longitud /. 

A: masa de la unidad de longitud que hemos supuesto constante. 

La primera ecuacion del movimiento aplicada al sistema, teniendo en cuenta que v = dl/dt , nos 
queda: 

F - Mg = (A/v) => F - >.lg = Av- =s> 


F = A(/g + v 2 ) 


Llegamos al mismo resultado aplicando la ecuacion del movimiento de los sistemas de masa 
variable: 


M 


dv 

dt 


“'^ext ^rcl 


dm 

dt 


en la que: 


dv 

dt 


0 


2F m = F - Xlg 


luego: 


v 


dm d{Xl) dl 

— 3 i— = A —— = Av 
dt dt dt 


0 = F — Xlg — Av 2 


=> 


f = mg + v 2 ) 



Problema VIII-86 


Problema 87. La masa inicial de un cohete incluido su combustible es de 15 t; 
una vez disparado y cuando se ha consumido todo el combustible, su masa se ha 
reducido a 5 t. Los gases son emitidos con velocidad constante de 1 500 m/s res- 
pecto del cohete, y con un gasto de 80 kg/s, que tambien supondremos constante, 
mientras el combustible se quema. Calcular: 

1. La fuerza propulsora. 

2. La velocidad del cohete cuando se ha agotado todo el combustible, suponien- 
do que el lanzamiento se efectua en el espacio intergalactico (en el vacio y fuera 
de toda influencia de cuerpos celestes). 


223 



















Solucion 


1) 

2 ) 


Fp ^rci 


dM 

dt 


=> 


F p = 1 500 x 80 = 120 000 N 


-F cx = 0 =» M 


dv 

dt 


*Vcl 


dM 

dt 


dv = - v rc , 


dM 

M 


integrando: 


sustituyendo valores: 


v 


v rc i In 



Vrc,ln 


M 0 

M 


v = 1 500 In -y- = 1 648 m/s 



Problema VII1-88 


Problema 88. Queremos lanzar un cohete de 8 t de masa verticalmente hacia 
arriba. Si la velocidad de expulsion de los gases de combustion es de 2 000 m/s y 
queremos que la aceleracion inicial sea de 8 m/s 2 , calcular la masa de gas expulsa- 
da por segundo que impulsa al cohete. 


Solucion 


En el instante inicial y tomando magnitudes positivas hacia arriba: 

dv 


M ^ v = v/r _ v ^M 
M dt cxt rel dt 


dt 

ZF CX = - Mg 

Vrcl = “ V 


luego: 


. dM dM M(g + a) 

Ma = - Mg + v —;— =» - - — 


dt 


dt 


Sustituyendo valores: 


dM 8 000(9,8 + 8) ,, . , . 

IT “-2000- = 7U2kg/s 


Problema 89. Un avion a reaccion tiene una velocidad de 900 km/h en vuelo 
horizontal. El motor hace entrar cada segundo 80 kg de aire, que quema 1 kg de 
combustible cada segundo. Los gases son expulsados por la tobera a la velocidad 
relativa de 700 m/s. Calcular la fuerza propulsora que vence la resistencia al 
avance del avion. 


Solucion 


- dm + dm' dm 

= -r-V., “ ^ ■ 


dt 


dt 


Sustituyendo valores: 


F = (80 + 1)700 - 


9 x 10 s 
3 600 


80 = 36 700 N 
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Capitulo IX 


DINAMICA DE ROTACION 


A) DINAMICA DE LA PARTICULA Y DE LOS SISTEMAS 
DE PARTICULAS 


FORMULARIO 


MOMENTO ANGULAR: 

J = A m,v, = L + S M = Em, 
L = R A Mv S = 2>{ A WjV,' 


Segunda ecuaci6n DEL MOVIMIENTO: 


A = = 


dj 

dt 


Problema 1. El vector de posicion de una parti'cula de 0,5 kg de masa es: 
r = 2/ 3 j + 2r 2 / - (2r + l)fc m. Calculese: 

1. Fuerza que actua sobre la parti'cula. 

2. Momento de esta fuerza respecto al origen del sistema de referenda. 

3. Momento lineal y angular de la parti'cula respecto al origen. 

Solucion 


V 


= 6 ri + 4 tj - 2k rVs 


dv 

dt 


12 ti + 4 j m/s : 


F = ma = 6/i + 2j N 


yv = r Af = 

I 

2r" 

j 

2 r 

k 

-(2/ + 1) 

= (4/ + 2)/ + (-12r - 6()y - 8r'Ar N • m 


6t 

2 

0 














3 ) 


p = mv = 3 ri + 2tj - k N • s 


i j k 


J — r A mv — 


2 z 3 2r -(2z + 1) 


3 r 2/ -1 


= (2Z 2 + 2t)i + (- 4z 3 - 3r)y - 2/ 4 /c N • m • s 


ComprobaciOn: 


= 6/i + 2j = F 
dt 

~- = (4/ + 2)i + (-12r - 6/)y - 8k = N 
at 


Problema 2. Se dispara un proyectil de 5 kg de masa con una velocidad de 
400 m/s, formando un angulo de 45° con la horizontal y tomandose el punto de 
lanzamiento como origen de un sistema referencial. Calculese: 

1. Fuerza que actua sobre el proyectil. 

3. Momento de esta fuerza respecto al origen a los 2 s de su lanzamiento. 
3. Momento lineal y angular respecto al origen a los 2 s del lanzamiento. 


Solucion 


Las ecuaciones horarias del movimiento seran: 



a = - gi = — 10 j m/s 2 


v x = V0COS9 

v y = v () sen ? - gt 


1- = 200 V2 i + (200 V2 - 10()y 


X = V U tCOSy 

1 

y = vrfsen? - — gr 


r = 200 VI li + (200 VI1 - 5 r)j 


1 ) 


F = Ma = - 50 j N 


2 ) 


IV = r Af = 


«' j * 

200 VI1 200 VIt - 5r 0 

0 -50 0 


= - 10 J VI tk 


/ = 2 s =s> | A' = — 10 J 2 Vz A: N • m 
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3) 

p = Mv = 10 3 Vli + (10 3 VT- 5007 I = 2s 


p = 10 3 VI i + (10 3 VI - 10 2 y N • s 


J = r A mv = 


i 7 A: 

200 VTf 200 VTt - Sr 2 0 
io 3 VT io 3 VT- 50/ o 


= - 5 x IO 3 VI/ 2 * , 


/ = 2s 


/ = - IO 4 2 VI fc N • m ■ s 


(Compruebe el alumno los resultados de 1) y_2) mediante las dos ecuaciones del movimiento y 
el 3) apartado.) 


Problema 3. Sobre una particula de 2 kg de masa que se encuentra inicialmente 
en el punto A (2, -3, 1) m, actua una fuerza constante F = 2i + j — \k N 
durante 2 s. Calcular: 

1. Impulso de tal fuerza en ese tiempo. 

2 . Momento lineal al cabo de los 2 s, si para t = 0, p 0 = 2i + 12/r N • s. 

3. Position de la particula al cabo de 2 s. 

4. Momento angular, respecto al origen, al cabo de los 2 s. 

Solution 


1 ) 


/ = Ft = 4* + 2j - 8* N • s 


2 ) 


F = 




=> dp = Fdt => p — Pa 


■■ J^Fdt = Fj'dt = Ft 


p = Ft + p () = ( 21 + 2 )i + tj + (12 - At)k , / = 2 s => p = 6/ + 2y + 4£ N • s 


3) p = A/v => v = —= (/ + 1)/ + (/ + (6 — 2t)k 

m 2 

r = L,= + / + C,) i + f 2 + C 2 )y + (6/ - r 2 + C,)* 


r () = 2i - 3j + k m => 


C, = 2 m 
C 2 = ~ 3 m 
Cy = 1 m 


= ( 4 + ' + 2 )' + ( 4 - ,2 - 3 ) j ' 


+ (1 + 6/ - r)k , / = 2 s => 


r = 6« - 2j + 9A: m 


se encuentra en el punto F (6, —2, 9) m. 
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4) 



i j k 


J = r t\ p = 

6-2 9 

6 2 4 

= - 26/ + 30y + 24* N • m • s 


Problema 4. A una particula de 1 kg de masa que se encuentra inicialmente en 
el punto A (1, 2, 1) m (respecto a un sistema referencial OXYZ) y que posee una 
velocidad v 0 = 3i — 2j + k m/s se le aplica una fuerza tal que su momento res¬ 
pecto al origen permanece constante y de valor N = 3i - 4/ 4- 2k N • m. Calcu- 
lar el momento angular de la particula al cabo de 3 s. 


Solucion 

El vector de posicidn inicial (/ = 0) sera: 

r 0 = i + 2/ + k m 


N = =s> Ndt = dj 

at 


integrando, teniendo en cuenta la constancia de /V, nos queda: 
Nt = J - Jo => J = Nt + Jo 
Nt = 9* - 12 j + 6k N • m • s 
i j k 

= 4i + 2j - Sk N • m • s 


Jo = r n A mv 0 = 


1 2 1 
3 -2 1 


J = 13/ - 10J - 2k N • m • s 


Problema 5. Tres particulas de 5, 2 y 3 kg de masa se mueven con velocidades 
v x = i + y m/s, v 2 = j 4* 2k m/s y v 3 = i — 2 j + 4/c m/s; encontrandose en ese ins- 
tante en los puntos A (1, 0, 1), B (-2, 1, 1) y C (0, 1, 1), expresadas estas coor- 
denadas en metros. Determinar el orbital y el spin del sistema en dicho instante. 


J = L + S 


Solucion 

L = R a Mv (M = I'm, = 10 kg) 


5 = a m,v[ 
Calculo del vector de posicion del CM: 
m,r, = 5 i + 5k kg • m 

m 2 r 2 = - 4 1 + 2j + 2k kg • m 
m 3 r 3 = 37 + 3A: kg • m 


lm,r, 

/? = -—— = 0.1 / + 0,5/ + A: m 

M 
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Calculo de la velocidad del cm: 


m,v, = 5/ + 5 j kg • m/s 
m 2 v 2 — 2j + 4A kg • m/s 

= 3/ — 67 + 12Ac kg • rr^s 


=> v 


dR 2m jVj 

dT~ = M 


= 0,8/ + 0,1 y + 1,6A: m/s 


El orbital sera: 



/ 

7 

A 


L ~ R a Mv = 

0,1 

0,5 

1 

= 7/ + 6,47 - 3,9A N • m • s 


8 

1 

16 



Los vectores de posicion referidos al cm como origen seran: 

r\ — r, - R - 0,9/ - 0,5y m 

r' 2 = r 2 — R = — 2,1/ + 0,5y m 

r' 3 = r 3 — R = — 0,1/ + 0,5y m 


• m, * • • 



las velocidades referidas al CM como origen seran: 

Vj = vj — v = 0,2/ + 0,9y - 1,6Ac nVs 

v 2 = v 2 - v = - 0,8/ + 0,9 j + 0,4Ac m/s 

v 3 = v 3 - v = 0,2/ - 2,1./ + 2,4A: m/s 


de las que se obtiene: 


r\ a m x v\ = 


r 2 A m 2 v' 2 = 


1 

0,9 

1 


- 2,1 

- 1,6 


j k 

-0,5 0 

4,5 -8 

j k 

0,5 0 

1,8 0,8 


= 41 + 7,2./ + 4,55/: N • m • s 


= 0,4/+ 1,687 - 2,98Ac N ■ m • s 


r 3 A m 3 v 3 = 


-0,1 0,5 

0,6 -6,3 


k 

0 

7,2 


= 3,6 i + 0,72y + 0,33/: N • m • s 


El spin sera: 


S = 2r{ a m t v[ = 8/ + 9,67 + 1,9Ac N • m • s 


El momento angular del sistema valdra: 

j = l + 5 = 15/ + I67 - 2A N • m • s 


El alumno comprobara este ejercicio aplicando: 

J = 2r, A m,v } 
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B) MOMENTOS DE INERCIA 
- FORMULARIO- 


MOMENTO DE INERCIA RESPECTO DE UN EJE: 

I = Hmrf 

siendo la distancia de cada partfcula del solido al eje. Si es el eje OX, 
se le designa por / xx , y su valor, en funcion de las coordenadas de las parti- 
culas que forman el solido es: 

/ xx = Em, (yf + zf) 
analogamente se definen I yy e 7 ZZ . 

Radio de giro: 

Teorema de Steiner: 

I = I c + d 2 Em j = Iq + Md 2 


MOMENTO DE INERCIA RESPECTO A UN PUNTO: 

I 0 = Em,{x\ + yf + zf) = Em,if 
siendo r-, la distancia de cada particula al punto. 


MOMENTO DE INERCIA RESPECTO A UN PLANO: 

hz = Emyf 7 xy = Em,zf I yz = Em,xf 


TEOREMAS: 

1. ° 

2 . ° 


h -j - ^ xx + 4y + ^zz) 


*0 IXX "l" 7yz Iyy "l" 7 XZ I zz + I xy 


EXPRESI6N INTEGRAL Y DIFERENCIAL DEL MOMENTO DE INERCIA RESPEC¬ 
TO DE UN EJE: 


I = 



dl = rdM 


MOMENTOS DE INERCIA DE ALGUNOS CUERPOS HOMOGNEOS CON RESPEC¬ 
TO A SU EJE GEOMETRICO: 

Cilindro hueco: 

/ = Mr 2 
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Cilindro macizo: 

/ = 

~T Mr2 

Esfera hueca: 

i = 

-j-Mf 2 

Esfera maciza: 

i = 

-j- Mr 2 

Cono recto macizo: 

i = 

10 

Cubo macizo: 

i = 

- 4 - Ml 2 

0 


Problema 6. En los vertices sucesivos A, B, C y D de un cuadrado de 10 cm de 
lado hay localizadas masas de 1, 2, 3 y 4 g, respectivamente. Determinar el mo- 
mento de inercia del sistema y su radio de giro con respecto a un eje perpendicu¬ 
lar al piano que lo contiene y que pasa: 

1. Por A. 

2. Por el centro del cuadrado. 

3. Por el centro de masa del sistema. 

4. Comprobar 1 y 2 aplicando el teorema de Steiner. 


Solucion 


/ 


I’mi/f 



I = I G + d 2 Sm x 


1 ) 

/ A = m 2 AB 2 + myAC 2 + m^AD 2 = 2 x 10 2 + 3 x 10 2 x 2 + 4 x 10 2 = 1 200 g • cm 2 




2 ) 


7 0 = m x OA 2 + m 2 OB 2 + m y OC 2 + m 4 OD 2 
OA 2 = OB 2 = OC 2 = OD 2 = 50 cm 2 


/„ = 500 g • cm 2 


*„= \/^=5vrc m 



231 



















3) 


*G = 


m 2 AB + m 3 DC 

2 x 

10 + 3 x 10 

= 5 cm 


+ m 3 + m 4 


10 

yo = 


m 3 7?C + m±AD 

3 x 

10 + 4 x 10 

= 7 cm 


m \ + m 2 + ra 3 + m 4 


10 


=> G (5, 7) cm 


AG 2 = BG 2 = 5 2 + l 2 = 74 cm 2 
CG 2 = DG 2 = 5 2 + 3 2 = 34 cm 2 

/q — m\AG 2 + m 2 BG 2 + m$CG~ + tti$DG~ — 74 + 2 x 74 + 3 x 34 + 4 x 34 — 460 g * cm 2 

K„= V¥=^ Cm 


4) 


7 A = 

y4G 2 = 74 cm 2 


/ A = 460 + 10 x 74 = 1 200 g • cm 2 


7 0 = 7 C + GG^mj 
OG 2 = 4 cm 2 


=> 7 0 = 460 + 4 x 10 = 500 g • cm 2 


Problema 7. Tres masas puntua f ~~ de 2, 3 y 4 kg se encuentran en A (1, 2, 1), 
B (-2, 1, 0) y C (3, 2, 4) referida in sistema de ejes cartesianos y medidas estas 
en metros. Calcular el momento de inercia del sistema con respecto a: 

1. El origen de referencia. 

2. A los ejes del sistema de referencia. 

3. A los pianos XOY, YOZ y XOZ. 

4. Verificar los dos teoremas referentes a los coeficientes de inercia (ver formulario). 


Solution 


1 ) I 0 = Zmrf 

rf = xf + y} + z? 
r 2 = O/l 2 = 6 rrr 
r 2 — OB 2 = 5 m 2 
r\ = OC 2 = 29 m 2 




7 0 = m x r\ + m 2 r 2 + m 3 r 3 = 143 kg • m 2 


2) 7 XX = Zm^yf + zf) 
+ z? = 5 m 2 
y 2 2 + z 2 2 = 1 m 2 
yl + z 2 = 20 m 2 


=*> 


/ xx = 2 x 5 + 3 x 1 + 4 x 20 = 93 kg • m 2 
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/yy = -«!;(•*? + 2?) 


2,2 n 2 

+ zv = 2 nr 
*5 + Zo = 4 nr 
jc| + z\ - 25 m 2 


=*> 


lyy = 2 x 2 + 3 x 4 + 4 x 25 = 116 kg • m 2 


4* = Zniiix ? + yf) 
x\ + yr = 5 nr 
*2 + V 2 = 5 m 

JC 5 + y 5 = 13 m 2 


=> 


/„ = 2 x 5 + 3 x 5 + 4 x 13 = 77 kg • m 2 


3) _ 

/ xy = = 2 x 1 + 3 x 0 + 4 x 16 = 66 kg • m 2 

= 2:mjjcr = 2 x 1 + 3 x 4 + 4 x 9 = 50 kg m 2 

/ xz = ^m^y? = 2 x4 + 3x 1+4x 4 = 27 kg • m 2 

4) 

/o = ~Y (/xx + /yy + /zz) = 4“ < 93 + 116 + 7?) = 143 kg ' ^ 

I 0 = / xx + / y2 = 93 + 50 = 143 kg • m 2 

/ 0 = = H6 + 27 = 143 kg • m 2 

7 0 = / z 2 + 4 y = 77 + 66 = 143 kg • m 2 

Problema 8. Calcular el momento de inercia de una varilla delgada homogenea 
respecto a un eje perpendicular a ella y que pasa por uno de sus extremos. 

Solucion 


e 


X ~dx 

Problema IX -8 


Llamemos A a la densidad lineal (masa de 
dx es: 


dM — >dx => / = 


cada unidad de longitud). La masa de la longitud 



A 


Li 

3 


y como la masa total de la varilla es: 

M = AL => 


/ = -j- ML 2 


Problema 9. Calcular el momento de inercia de un cilindro macizo y homogeneo 
con respecto a su eje geometrico. 


Solucion 



Consideremos el volumen limitado entre dos cilindros de radios r y r + dr\ su masa es: 


dM - Ir.rhzdr 


Problema IX -9 
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p es la masa especifica (masa de la unidad de volumen). 

/ = ^ rdM = ^ Irzhzr'dr = 2rzhp 


R 4 


y como la masa total del cilindro es: 


M = 7:R 2 hp => / = -y- A//? 2 



Problema 10. Calcular el momento de inercia de un cono recto respecto a su eje 
de simetria. 

Solution 

El momento de inercia del cilindro elemental de altura dx que representamos en la figura es: 

dl = ~y~ y 2 dm 

llamando p a la masa de la unidad de volumen, tendremos: 

dm = p-y 2 dx 

y como: 


Problema IX-10 


jl = JL 

x h 


R 

* y = ~h x 


nos queda: 


dl — —5— c7z —— x 4 dx => / = 

2 ' h 4 

que junto con que masa total es: 


f h _L pJ! -£*- x *dx = — pn 
) n 2 h 4 2 5 


M = -j- 




Problema 11. Calcular el momento de inercia de una esfera maciza y homoge- 
nea con respecto a un eje que pasa por su centro. 



Solution 

Sea una esfera homogenea de radio R. Consideremos el volumen limitado por dos esferas de 
radios r y r + dr. Su masa es: 

dM = 4-rpdr 

p es su masa especifica. El momento de inercia respecto al centro de la esfera sera: 

/„ = JydM = j* R 4-rzrdr = 4 n? f R r 4 dr = Ar.t = -y MR 2 

ya que la masa de la esfera es: 

M = -r^ 

Aplicando el primer teorema (ver formulario), obtenemos: 

A> = -J- (/xx + lyy + U = ~ /xx = ~J- MR 2 


ya que por simetria: 


Ax = lyy = Izz => 


/ = / xx = -=- Mfi 2 
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Problema 12. Calcular el momento de inercia de un cilindro macizo y homoge- 
neo con respecto a un eje perpendicular a su eje geometrico y que pasa por el 
centro de su altura (//). 


Solucion 


Consideremos el volumen comprendido entre dos pianos que distan del piano XY, h y h + dh. 
La masa de tal «rebanada» es: 


dM = Acdh 

(A = section;-c = masa especffica). El momento de inercia respecto al piano XY es: 


/v 


C H /2 fn/2 1 r/3 1 

-} 0 * dM =2 Jo ^ = = 


y como la masa del cilindro es: 


M = AHp => / xy = 


MH 2 


Aplicando los teoremas del formulario, tendremos: 

2 


/o ^zz ^xy ^ (^xx ^yy ^zz) lyy + j 2 


puesto que por simetria obtenemos: 


lyy = 4x =*> lyy = 4z + 4y = ~T + IT ^ 


I - n 

- 1 

0 

M 

V 

ro 

_ 1 


'yy 4 

3 



A 



Problema IX-12 


Problema 13. 1. Calcular el radio de giro de un cilindro macizo y homogeneo 

con respecto a su eje geometrico. 

2. Calcular el radio de giro de una esfera maciza y homogenea con respecto a un 
eje que pasa por su centro. 

3. Calcular el radio de giro de una varilla delgada y homogenea con respecto a 
un eje perpendicular a ella y que pasa por su centro. 

Solucion 



2 ) 


3 ) 


—MR 2 = MKl 
2 


-J- MR 2 = MKl 


— Ml 2 = MKl 
12 
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Problema 14. Conocido el momento de inercia de una varilla delgada homoge- 
nea con respecto a un eje perpendicular a ella y que pasa por uno de sus extre- 
mos, determinar el correspondiente a un eje paralelo al anterior y que pasa por el 
centro. 


Solucion 


-y- MP = I c + M -j- 



Problema 15. Conocido el momento de inercia de una varilla delgada y homoge- 
nea con respecto a un eje ( e ) perpendicular a ella y que pasa por uno de sus 
extremos, 'determinar el correspondiente a un eje paralelo al primero ( e ') y que 
dista de el 1/4 de la longitud de la varilla. 

Solucion 


-y MP = 7 C + M 


/; = / c + m 


p 

16 


[-re-- 



/; = mp £ 

L 16 4 J 



MP 


C) DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO GIRANDO 
ALREDEDOR DE UN EJE 


FORMULARIO 


Momento angular: 


J — Hr, A mjVj = I Li 

Ecuaci6n DEL MOVIMIENTO: 

N = = la 

dt 


Problema 16. Una rueda de fuegos artificiales de 1 m de radio lleva sujetos, en 
los extremos de un diametro dos cartuchos que al arder ejercen dos fuerzas 
iguales, constantes, tangenciales y de sentidos contrarios. 

1. <,Que clase de movimiento sera el de la rueda? (Se desprecia la resistencia del 
aire y la perdida de masa de los cartuchos, mientras se queman.) 

2. Cada cartucho produce una fuerza de 0,25 kp. Calcular el momento del par de 
fuerzas que hace girar a la rueda, expresandolo en kp ■ m y en unidades GIORGI y 
cual es la direccion y sentido del vector momento, si vemos girar la rueda en el 
sentido de las agujas de un reloj. 
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3. Si en los 10 primeros segundos ha dado la rueda cinco vueltas, ^cuantos radia- 
nes ha girado? 

4. Calcular la aceleracion angular y su velocidad angular al cabo de los 10 s. 


Solucion 

1) El movimiento sera de rotaci 6 n con aceleracidn angular constante por estar producido por 
un par de momento constante. 

2) iV = rA F =» N = 2RF= 0,5 kp • m = 0,5 x 9,8 N • m 

La direccidn es perpendicular al piano de la rueda y el sentido, el de avance de un sacacor- 
chos que gira en el sentido de la rueda. 


3) 

4) 



? 


=> 


=> 


= 2?r5 = lO^rad 

2 ? = 2 x lQir 
r 2 100 

29 2 x 10 * 

" t 10 


0,2* ra4/s 2 
2 * rac^s 


Problema 17. Un cilindro macizo gira alrededor de su eje con una velocidad 
angular de 600 rpm. Su masa es de 1 kg y su radio de 5 cm. Tangencialmente se 
aplica una fuerza constante de frenado de 0,1 kp. Determinar: 

1. Aceleracion angular de frenado. 

2. Tiempo que tarda en pararse. 

3. Numero de vueltas que da hasta que se para. 


Solucion 


1) 


N = = /or => N = la 

dt 


N = RF 


/ = -L MR 2 


RF= -L MR 2 * =*> 


1 2 F 2 x 0,1 x 9,8 „ n 

,|= HiR- -OOJ- = 40 fad/S 


2 ) 


= la! t = 2 7TV => 


2 7TV 


2 * 600 
60 x 40 


9 = — M? 


Y 

~27 


4 * 


40 rr 2 
4x4- 


= 2,5 ;r vueltas 


3 ) 














Problema 18. Una rueda tiene un momento de inercia de 10 kg • m 2 y gira a 
razon de 40 rpm. Se le aplica una fuerza tangencial, constante y se para en 30 s. 
Determinar: 

1. El valor del momento de la fuerza aplicada. 

2. Aceleracion angular del frenado. 

3. Numero de vueltas que da la rueda desde que se aplica la fuerza hasta que se 
para. 


1) 


2 ) 


3) 


Solucion 


N = 7a 

a> = a/ = 27rv 


N = 


I2n 


10 x 2*40 
60 x 30 


= -r* N 



2^40 
60 x 30 


‘TT 



=> 




2 7T 


Vt 

~2 


40 x 30 
60 x 2 


= 10 vueltas 


Problema 19. El equipo movil de un motorcito electrico tiene una masa de 20 g 
y un radio de giro de 3 cm. El par de fuerzas responsable del movimiento vale 
2 g • cm. 4 ,Que tiempo precisa el motorcito para alcanzar una velocidad de 100 rpm? 

Solucion 

N= I* 

I = MKl 


Problema 20. Si una rueda de 80 cm de radio y de momento de inercia 
10 kg • m 2 gira impulsada por un cohete fijo en su periferia, como en los fuegos 
artificiales, de manera que los gases los expulsa tangencialmente y de una manera 
constante, se desea calcular: 

1. La fuerza constante de reaction de los gases, sabiendo que al cabo de 6 s la 
rueda, que partio del reposo, alcanza la velocidad de 1 Hz. 

2. El valor de las aceleraciones tangencial y normal de un punto de su periferia, 
al cabo de esos 6 s. Dibuja tambien el vector que representa la aceleracion total. 

3. ^Cuanto tiempo tardarfa la rueda en alcanzar la misma velocidad angular, si el 
aro periferico aumentara su masa en 5 kg? 


N = MKl 


2 7TV 


MK\2™ 20 x 9 x 27:100 


N 


60 x 2 x 980 


— 1 s 


1) 


Solucion 


N = 1% 

N = RF 

2rv 
a =- 


RF= 1-2lEL 
t 


=> 


12 Try = 10 X 2- X 1 
Ri 0,8 x 6 


4,17tt N 
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2 ) 


a. = 


■xr = 


2*vr 


/ 


2 * 0,8 

6 


0,27;: m/s 2 


a n = w 2 r = 4 t: 2 v 2 R = 4* 2 0,8 = 3,2* 2 m/s 2 


=> 0 = Vfln + 


formando un angulo con el radio cuya tangente es: 


3) 

N = /'a 

2 7TV 

a = - 

/' 

N = RF 


tag5 = 


On 


RF = (I + MR 2 ) — 


(/ + MR 2 ) 2 tv 

(10 + 5 x 0,8 2 )2 tt _ 0 _ 

RF 

0,8 x 4,16* 


Problema 21. Una rueda maciza de 32 cm de diametro que pesa 17,3 kg se de¬ 
sea que gire a 385 rpm, aplicandole, para ello, dos fuerzas de 2,6 kp en sentidos 
opuestos sobre su periferia. ^Cuanto tiempo tardaria en lograrse, si no existiese 
ninguna clase de rozamiento? cuanto se tardara realmente si los rozamientos 
equivalen a un par de rodadura de 150 g • m? Si una vez lograda dicha velocidad 
se dejara a la rueda girar libremente, ^cuanto tiempo seguiria todavia segun se 
considere o no la presencia del par de rodadura? 


Solution 


N = lx 
N = 2 FR 

1= -L MR 2 

2 *V 

a = - 

t 

2 ) 

N - N' = 7a 
N = 2 FR 

1= -Lmr 2 

2 Try 

a = - 

/' 

3) Sin actuar el par de rodadura seguiria girando indefinidamente. Actuando el par, el tiem¬ 
po lo calculamos igual que en los apartados anteriores. 

N' = lx 

2 Try 
7 . = - 

r 


N' = — MR 2 => 

2 f 


MR 1 rry _ 17,3 X 0,16 2 x * 2 385 


AT 60 x 0,15 x 9,8 


2 FR - N' = At MR 2 => 

2 t 

, _ MR 2 r:'y _ 17,3 x 0,16 2 rr385 

2 FR - N' 60[2 x 2,6 x 9,8 x 0,16 - 0,15 x 9,8] 


2 FR = 4" MR 2 -^- => 

2 t 

MRrry 17,3 x 0,16-385 I 
' 2F 60 x 2 x 2,6 x 9,8 
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Problema 22. Supongamos un cilindro de radio /?, capaz de girar en torno a su 
eje geometrico y cuyo momento de inercia con respecto a este es /; arrollada al 
cilindro tenemos una cuerda de masa despreciable y pendiente de ella un cuerpo 
de peso P y masa M. Tal peso origina una rotacion del cilindro y el cuerpo 
desciende con una aceleracion a , constante. Calcular: 

1. El momento del par que origina la rotacion del cilindro. 

2. La aceleracion a y la aceleracion angular a de la polea. 

Solucion 


1 ) El momento del par que origina la rotacion del cilindro es debido a la fuerza T (tension de 
la cuerda), que calcularemos aplicando la primera ecuacion del movimiento al cuerpo 
(segundo principio de Newton): 

v/r cx = Ma => P - T = Ma =J> T = P - Ma 



luego: 


N = (P - Ma)R = M(g - a)R 


yv=4L = /a 
dt 

M(g - a) R = /a 
a = t.R 


=*> M(g - a)R = 1 — 
R 




MR 2 

MR 2 + / 



IX-22 


y, por tanto: 


a _ „ MR 
R MR 2 + I 


Problema 23. Se hace girar un cilindro macizo de 20 cm de radio y 5 kg de masa 
alrededor de su eje, colocado este horizontalmente, arrollando sobre dicho cilin¬ 
dro una cuerda de peso despreciable sujeta por un extremo al mismo y de la que 
pende por el otro extremo un peso de 50 g. Se desea saber: 

1. <^Cual es el momento de inercia del cilindro? 

2. ^Cual es el momento del par que lo hace girar? 

3. ^Cual es la aceleracion angular con que se mueve el cilindro? 

4. ^Cual es la aceleracion de caida del cuerpo de 50 g? 

5. que tension esta sometida la cuerda mientras cae el peso? Se desprecian 
los rozamientos. 


Solucion 


1) 


/=±M/? 2 = y5x 0.2 2 = 0.1 kg • nr 




















=> N = (M'g - M'a)R = MR 2 =*> 


I Jgg*_ = 5 x 0,2 x q q = 

2 _ 2 _ 

3 ) 

a 0,2 _ 0 j / c 2 

g = X = ~oX = lracVs 

5 ) _ 

T = M'(g- a) = 0,05(9,8 - 0,2) = 0,48 N 


a = g 


_ 2M '-= 0,2 m/s 2 


M + 2M' 


2 ) V 4) 
N = TR = h. 
M'g - T = M'a 
a = t.R 


Problema 24. Un cilindro macizo y homogeneo de 5 cm de radio y de masa 
20 kg, cuyo eje es horizontal y puede girar en torno a el, sin rozamiento, lleva 
arrollada una cuerda supuesta sin peso, de la que se tira con una fuerza constante 
de 10 kp. Determinar: 

1. La aceleracion de un punto de la cuerda. 

2. Espacio recorrido por tal punto de la cuerda en los tres primeros segundos. 

3. Tiempo necesario para que el volante de 20 vueltas. 

4. Si en vez de actuar una fuerza de 10 kp atamos a la cuerda un cuerpo de 10 kp 
de peso, resolver las tres cuestiones anteriores. 

Solution 


1 ) El momento del par que origina la rotacion del cilindro es debido a la fuerza T > cuyo valor 
en este caso es: 


y como: 


N = I a 
N = TR 

/ = -L MR 2 


T= F 


** FR ~ 2 MRl * ** * MR 


siendo: 


a = *R => 


IF _ 2 x 10x9, 8_ = 98m/$ 3 


M 


20 


2) 


3) 


s = -i- at = ~y 9,8 x 9 = 44,1 m 


ar 


p = 40- rad 


- V¥- V¥= V 


2 x 40-0,05 
9,8 


1,1 s 


4) En este caso: 

vf = M'a' =» M'g - T - M'a' => T = M' (g - a') 



a l 

F 

Problema IX-24-1. 1 



Problema IX-24-2.- 
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y como: 


AT = /a' 
N = TR 


I = MR 1 

a ' = z'R 


=> M'(g - a')R =-^- MR 2 —=> 




2M ' = 9.8 2 X 10 = 4.9 rtVs 2 


M + 2 W 


20 + 2 x 10 


j'=-l- fl 'r=i-4,9x9 = 22.05 m 


a r- 


9 = 40- rad 


- V¥= VT- V 2 ^-- 


Problema 25. En los sistemas representados en la figura el peso de los cables es 
despreciable. La polea es un cilindro macizo de 5 kg de masa. P x = F = 20 kp y 
P 2 = 16 kp. Determinar las aceleraciones de ambos sistemas y las tensiones de 
cada uno de los ramales del cable. 



P] — 7, = M } a => 7, 
T 2 - P 2 = M 2 a => 7 2 

como: 

/V = (7, - 7 : )fl = /a 

/ = -i- w/?-’ 


= a/? 


Solution 


Mi# - A/ 
M ^ + M 2 a 


=*> T { — T 2 = (M, - A/ 2 )g — (A/, + M 2 )a 


((M, - M 2 )g - (M, + M,)a]F = 4- MK 2 - 5 - =* 

2 A 



2 (M, - M.) 2x4 

a = 8 n . -ww . > = 9 - 8 = 1 n V s ’ 


M + UMj + M.) 


3 + 2 x 36 


T, = A7,(g - a) = 20(9,8 - 1) = 176 N 


T, = AF.(g + a) = 16(9.8 + 1) = 172.8 N 


2 ) 

T\ = F 

n - F; = yw 2 a' 


7 2 — + M 2 a' 


=s> 7', - T 2 - F - M.jg - M 2 a' 




















































y como: 


N' = (T\ - T' 2 )R = /*' 
I = _L MR- 
a' ~ ol'R 


=* (F - M-g ~ M 2 a')R = 4 - MR 2 => 
2 R 


a ' 


2(F — M,_g) 
M + 2M 2 


2 x 9,8(20 - 16) 
3 + 2 x 16 


2,24 rr^s 2 


T\ - F - 20 kp = 196 N 


V 2 = M 2 (g + a) = 16(9,8 + 2,24) = 192,6 N 


Problema 26. Dos poleas cuyos radios son 1 m y 0,3 m estan acopladas, es de- 
cir, pegadas la una a la otra, formando un bloque que gira alrededor de su eje 
central horizontal. De la garganta de la polea grande pende un peso de 20 kg, y 
de la garganta de la polea pequena pende otro de 100 kg que tiende a hacer girar 
a las poleas en sentido contrario al anterior. El momento de inercia del sistema 
formado por las dos poleas acopladas es de 10 kg • m 2 . Al dejar al sistema en 
libertad se pone espontaneamente en movimiento. Se pide: 

1. ^En que sentido se mueven las poleas? 

2. Valor de la aceleracion con que se mueve cada peso. 

3. Valor de la aceleracion angular de las poleas. 

4. Tension de la cuerda que sostiene el peso de 100 kg cuando el sistema esta en 
movimiento. 


Solucion 


1) Los momentos de los pares que actuan en el instante de dejar al sistema en libertad son: 

= 20 kp - m R 2 M 28 — 0,3 x 100 = 30 kp - m 

La polea se mueve en el sentido de giro que corresponde a este ultimo. 

2) , 3) y 4) 


AZ-jg — T 2 = M 2 a 2 => 7*2 = M 28 ~ M 2 q 2 
7, - =*> 7, = A7,g + A/,<z, 

N = N 2 - = T 2 R 2 - 7,/?, = 1% 

Cl | = olR 1 
a ^ = a R^ 
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Problema IX-27-1. 4 


Problema 27. Un volante de 50 cm de radio gira por la action de un peso de 
4 kg que cuelga verticalmente del extremo de una cuerda arrollada a su eje. El 
momento de inercia del volante es de 9 kg • m 2 . A1 dejar el sistema en libertad se 
pone espontaneamente en movimiento. Determinar: 

1. La velocidad adquirida por el sistema al cabo de 2 s de empezar a moverse. 

2. La fuerza que tendra que desarrollar un freno aplicada a la periferia del volan¬ 
te para parar el sistema en 1 s, empezando a actuar dicho freno al transcurrir el 
tiempo citado en el apartado anterior. 

Solucion 

l) 



Mg - T = Ma 
N = la = TR 
a = <xR 


MR 2 


(Mg - Ma)R = / — =» a = g 

R I + MR 2 


= 10 — 4 X °’ 5 ~ — = 1 m/s 2 
9 + 4 x 0,5 2 


v = at = 2 m/s 


2) En la figura: 

T - Mg = Ma' 
N = la' 

N = (F-T')R 
a' = — = 2 m/s 2 

a' = a'R 


(F - Mg - Ma')R = 1 =*> 


|/r = — Iv — + Mv — + Mg = 9X2 + 4X2 + 4 X 10 = 120 N 
R 2 t' ? 0,5 2 1 1 


Problema 28. Sobre una mesa horizontal descansa un cuerpo de 1 kg. Una cuer¬ 
da sujeta a el pasa por la garganta de una polea, y se cuelga de su otro extremo 
otra masa de 1 kg. El primer cuerpo desliza sobre la mesa sin rozamiento y el 
segundo cae verticalmente. Realizando medidas de espacios y tiempos, deduci- 
mos que la aceleracion del sistema es de 3,9 m/s 2 . Calcular la masa de la polea. 
Supuesto cilindro macizo de 10 cm de diametro, determinar su momento de iner¬ 
cia y su radio de giro. ^Como se modifican estos resultados si el coeficiente de 
rozamiento entre el cuerpo y la mesa es 0,1? 

Solucion 


a 



Problema IX-2M. 3 


1) 


N = (T- T')R = la 


I = -i- M p R 2 


a = aR 

Aplicando la primera ecuacion del movimiento a los dos 
Mg - T = Ma => T = M(g - a) 

T- T = 

T = Ma 


cuerpos del sistema: 
M(g - 2a) 
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luego: 

M(g -2a)R = -L M p R 2 ~y =*> 


MpmM J!LZ*SL m l 19.8_-2X3,9) , ltg 


/ = -y- M p tf 2 = -L = 1,25 x IQ ’ 3 kg • m 2 


/ = M r Kl =$ 


K„ = 


m p vT VT 


2 ) Teniendo en cucnta que el valor de la fuerza de rozamiento es: 

<xN — ix Mg 

la primera ecuaci 6 n del movimiento nos da: 

Mg — T = Ma => T = M (g - a) 

T - uMg = Ma =$ T - M{ug + a) 
y tendremos: 


=> T- T = M[g(\ -n) - 2a] 


M[g(\ - ,«) - 2 a]R = -j- M p R 2 => 

M p — M 

2(S(1 - .«) - 2 a] 2[9,8(1 - 0,1) - 2 x 3,9) 

_ n c i, _ 


a 3,9 

- kg 


/ = ~Y 0,5 = 6,5 x 10 - 4 kg • m 2 



el radio de giro sigue siendo el mismo. 



Problema 29. En el extremo superior de un piano inclinado 30° hay una polea 
de 2 kg de masa formada por un cilindro macizo, por cuya garganta pasa un 
cordon inextensible y sin peso apreciable. Uno de los ramales del cordon sostiene 
un peso de 10 kg, el otro se mantiene paralelo al piano inclinado y tiene atado en 
su extremo un cuerpo que pesa 10 kg. Si no existe rozamiento entre el cuerpo y el 
piano, calcular: 

1. La aceleracion del sistema. 

2. Las tensiones de los dos ramales del cordon. 

3. ^Como se modifican los anteriores resultados si el coeficiente de rozamiento 
entre el cuerpo y el piano es 0,3? 



Solucion 

1) Si no existe rozamiento, como los momentos de los pares que actuan en el momento de 
dejar el sistema en libertad verifican: 


Mgr > fr <*> Mg > Mgsen^ <*=> 1 > sen? 
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sustituyendo: 


[Mg( 1 - sen?) — 2 Ma)r = y- mr => 


= g sen ^ = 9 8 - 2 X - 1Q(1 ~ $en ^.. ~ 2 33 m/s 2 

8 m + AM ' 2 + 4 x io ’ ^ 


2) 


T= M(g-a) = 10(9,8 - 2,33) = 74,7 N 


r = M(gsen? + a) = 10(9,8 x 0,5 + 2,33) = 72,3 N 


3) En este caso, como los momentos de los pares que actuan en el momento de dejar el 
sistema en libertad verifican: 

Mgr > (f + R)r <=> Mgr > Mg (sen? + ,ucos?)r <£> 1 > sen? + a cos? 
puesto que: 


1 > 0,5 + 0,3 


vT 


condici6n que nos da como sentido del movimiento el indicado en la figura; y como: 
Mg — T = Ma => T = Mg — Ma 
T - f - R = Ma => T = Mg( sen? -I- ,ucos?) + Ma 
N = (T - T)r = /a 
a = ar 
1 


/= 


sustituyendo: 


[Mg(l - sen? - ,ucos?) - 2Ma\r = -y V 


2 A/ (1 — sen? — ( u cos?) 

* = g m + AM = 9,8 


2 x 10 ^1 - 0,5 - 0,3 


2 + 4 x 10 


1,12 m/s 2 


T = M(g - a) = 10(9,8 - 1,12) = 87 N 

[ 

T = M[g( sen? + ,ucos?) + a] = 10 

9,8 | 

(o,5 + 0,3 4^-j 

| + 1,12 

= 84 N 



Problema 30. Sobre un piano inclinado p! se tiene un cuerpo de masa que 
esta unido por una cuerda (que supondremos inextensible y sin peso apreciable) 
que pasa por una polea de masa M con otro cuerpo de masa M 2 , que se apoya en 
un piano inclinado p 2 . Si el coeficiente de rozamiento entre M\ y el piano en que 
esta apoyado es <j.\ y el de M 2 respecto al suyo es ,u 2 : 

1. Determinar las condiciones del movimiento en uno u otro sentido. 

2. En el caso en que el sistema se mueva con aceleracion, calcular esta. 


Solucion 


En las figuras deducimos: 


/, = A/,gsen ?l 

Ki = «|/W|gcos fl 

/: = M.gsens. 

R 2 = u 2 M 2 gCOS?2 
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1) Puede ocurrir (fig. 1.*): 

a) Si los momentos de los pares que actuan en el instante de dejar el sistema en libertad 
verifican: 

7> ^ 7\r =» {f\ ~ R\)r ^ if 2 + R 2 )r => 

A/, sen?, - a| M , cos?, ^ M 2 sen? 2 + u 2 M 2 cos? 2 

Cuando es >, el sistema se mueve hacia la derecha con movimiento acelerado. 

Cuando es = , el sistema esta en equilibrio. 

Problema IX-30-l. a 

b) Si (fig. 2. a ): 



T 2 r ^ T x r => [f 2 - R 2 )r $=(/,+ R x )r => 

A/ 2 sen? 2 ~ u 2 M 2 cos? 2 > M,sen?, + tx ] M ] cos?, 

Cuando es >, el sistema se mueve hacia la derecha con movimiento acelerado. 
Cuando es = , el sistema esta en equilibrio. 


c) 

2 ) 


En caso de no verificarse ninguna de las dos condiciones anteriores, el sistema se encuen- 
tra en reposo. 

En el caso en que se verifique la condicion a) y el movimiento sea acelerado, entonces: 
f\ R\ T\ — M\Q ^ 7*1 = A/,g(sen?, u,cos?,) M\Q 

T 2 - f 2 - R 2 = M 2 a => T 2 = M2g(sen<p 2 + ,u 2 cos? 2 ) + M 2 a 

y como: 

N = (7, - T 2 )r = /a 



I = -L Mr 


a — ocr 

sustituyendo: 

[A^gfsen?, - ajcospi) - M 2 g(sen? 2 + u 2 cos? 2 ) - (M, + M 2 )a\r = -j- Mr 2 -y- 

A/,(sen?, - fx icos?]) - M 2 ( sen? 2 + ,u 2 cos? 2 ) 

= 2g M + 2 (M, + Af.) 

En el caso en que se verifique la condicion b) y el movimiento sea acelerado, entonces: 
f 2 — R 2 — T 2 = M 2 a => T 2 = M-£ (sen? 2 - ,u 2 cos? 2 ) - A/ 2 a 
7, -/,-/?, = => 7, = A/,g(sen?, + u,cosp,) + 

y como: 

N = (7 2 - 7,)r = It. 

1= -L Mr 

a = ot.r 

sustituyendo: 

[AT^fstn?;. - ,u 2 cos? 2 ) - M,g(sen?, + ,u,cos?i) - (M, + M 2 )fl]r = -y Mr -y- 

M 2 ( sen? 2 - ,u 2 cos? 2 ) - M,(sen?, + a,cos?,) 
a = 2g M + 2(M, + M7) 
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D) DINAMICA DE ROTACION Y TRASLACION 
DEL SOLIDO RIGIDO 

-FORMULARIO- 

Ecuaciones del movimiento: 

F = 

N = 


dp 

dt 

dj_ 

dt 



Problema IX-31 


Problema 31. A1 rodillo de jardin de masa M indicado en la figura se le aplica 
una fuerza F, de forma que rueda sin deslizar, produciendole a su centro de 
masa un movimiento uniformemente acelerado; la fuerza de rozamiento que exis- 
te en la superficie de contacto entre el rodillo y el suelo esta dirigida en sentido 
contrario a F. En el caso en que el rodillo es arrastrado mediante una cuerda 
enrollada alrededor de el, rodando sin deslizamiento, entonces la fuerza de roza¬ 
miento esta dirigida en el mismo sentido que F. 

1. Probar estas afirmaciones y calcular la aceleracion del centro de masa en los 
dos casos. 

2. iA que distancia del centro del rodillo habria que aplicar la fuerza horizontal 
para que al rodar sin deslizar la fuerza de rozamiento fuera nula? 




Problema IX-31 -1 . a 


Solution 

Las ecuaciones del movimiento son: 

F = Ma N = 

dt 

1) En el dibujo tomamos la fuerza R en sentido contrario a F\ si esto no es asi\ nos tendra 
que salir con signo negativo al resolver las ecuaciones que deben cumplirse en la rodadura 
sin deslizamiento; en este caso: 


F- R = Ma 

Rr = /a = -J— Mr =*> 

2 r 

R = -L-Ma 

Rr = It. 

F = R + Ma = —y- Ma => 

2 F 

a = ar 


3 M 

0<R^ R m , xtmo 

R = F 



esta ultima ecuacidn nos demuestra que R esta bien dibujada y va dirigida en sentido 
contrario a F. 

Hemos dibujado R en sentido contrario a F; si es verdad la afirmacidn del enunciado, esta 
nos tendra que dar negativa al resolver las ecuaciones que deben de cumplirse en la roda¬ 
dura sin delizamiento, que en este caso son: 
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F - R = Ma 
Fr + Rr = It 
a = ar 


0 ^ ^ 

maximo 


Fr + Rr = 


Mr 


F+ R=-L-M a 


F- R = Ma 


2F= -j- Ma => F = 


Ma 


F 

M 


2R = -J- Ma - Ma -- Ma 

2 2 


R=-J-Ma=--\~F 
4 3 


esta ultima ecuacion nos demuestra que R esta mal en el dibujo y tiene que ir en el mismo 
sentido que F. 

2) Si no existe rozamiento, las ecuaciones que se tienen que cumplir son: 


II 

0 



Fd = It 

Mad = -i- Mr —=£ 

d = -Lr 


2 r 

2 

& 

II 

w 

T 




A1 aplicar por debajo de este punto la fuerza F y la fuerza de rozamiento correspondiente tiene 
direction contraria a F. Si la aplicacion de F es por encima de este punto, la correspondiente 
fuerza de rozamiento ira en el mismo sentido que F. 


Problems 32. Establecer las ecuaciones que deben de cumplirse para el caso de 
un cuerpo que rueda sin deslizar a lo largo de un piano inclinado un angulo 9 . 


Solucion 

Las ecuaciones que determinan el movimiento del cuerpo son: 

f — R = Ma => 

(a = aceleracion del centro de gravedad. 

El par productor de la rotacion es el que corresponde a la fuerza R (el valor de R no tiene por 
que ser el maximo, uN)\ por tanto: 


Mg senp. - R = Ma 

) 


y, por ultimo: 


N = It. 


=> 


Rr = It 




En el caso de existencia de par de resistencia a la rodadura, la ecuacidn seria: 

Rr - zMgc osp = It 


siendo z el coeficiente de resistencia a la rodadura. 


Problems 33. Estudiar las caracteristicas del movimiento de un cilindro macizo 
y homogeneo que rueda sin deslizar por un piano inclinado un angulo 9 . 

Solucion 

Las ecuaciones que determinan el movimiento (problema anterior) son: 

Mg senp — R = Ma 
Rr = It 

a — T.r _ _ 
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con lo que, sustituyendo en la segunda el valor de / y de a dado en la tercera, obtenemos: 

Rr = -L Mr — => R = 4 - Ma 

2 r 2 

que, sustituida en la primera, da: 

Mgsen^ - Ma = Ma => gsenp = a => 

El valor de R (insistimos que no tiene por que ser el maximo, uN) es: 

R = -y- Ma = —y- Mgsenp 

La aceleracion angular es: 

_ a _ 2 gsenp 

r 3 r 


quedando determinadas las caracteri'sticas del movimiento. 


a = -y-gscn? 


Problema 34. ^,Que condicion debe cumplir el angulo de inclinacion de un piano 
para que un cilindro macizo y homogeneo ruede por el sin deslizar? 



Problema IX-35 


Solucion 

Como: 

R ^uN 

sustituyendo los valores de R (problema anterior) y de N = A/gcos^, obtenemos: 


~Y Mg sen^ ^ aMgcos^ 


tags sS 3 a 


expresion que nos determina la condicion pedida. 


Problema 35. Un volante de la forma indicada en la figura rueda sin deslizar 
sobre unos carriles paralelos. La masa del volante (incluido su eje) es 200 kg y el 
diametro del eje 1 cm; la pendiente de las guias es el 10 % (100 m de recorrido 
para cada 10 m de descenso). Partiendo del reposo, se observa que recorre el 
primer metro en 3 s. Calcular: 

1. El valor del rozamiento en el descenso. 

2 . Su momento de inercia. 

3. Su radio de giro. 


Solucion 


1) 


f - R = Ma 
f = Mg senp 





Mg sens - R = M 

r 



R = M 

21 1 

pcpri'- — - 


U-I0_Ll 

1 - 1 400 N 

L r J 

L 100 9 J 

! 9 
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2) 


Rr = /* 


l^ar 

3) 


Rr = I — = l -2L 


Rrr 

21 


1 400 x 25 x lO ' 6 x 9 
9x2 


= 175 x 10' J kg • m 2 


/ = MKl =i> 


K„ 


I _ A X 175 x 10 = Q 35 

M V 200 


x 10 3 m 


Problema 36. 1. ^Cual es la condition que debe cumplirel angulo de un piano 

inclinado para que un aro homogeneo ruede sin deslizar? 

2 . Realizar el mismo estudio para una esfera maciza y homogenea. 

3. Calcular la aceleracion del centro de gravedad para los anteriores casos. 

4. El aro o la esfera ruedan y deslizan por un piano de angulo de inclination p, 
con respecto a la horizontal. Determinar la aceleracion del centro de masa y la 
aceleracion angular de giro. 


Solution 


Las ecuaciones del movimiento son: 

f =: 


dp 

:F X = —f- = Ma 
dt 


N = m, = -4L = la 
dt 

1) Las ecuaciones que se cumplen para rodar sin deslizar a lo largo de un piano inclinado: 

A/gsenp - R = Ma [1] 

Rr = /* 
a — nr 

0 < R ^ R m ,„ 


a) Estas ecuaciones referidas a un aro nos quedan: 
Mgsenp - R = Ma [1] 


Rr = Mr — [2] y [3] 


R = Ma = - 





Mg sen?. 


\xMg cos? [4] => 


tag? ^ 2 u 


2) Ecuaciones referidas a una esfera maciza y homogenea: 
A/gsen? — R = Ma \ 


Rr = Mr -y- [2] y [31 


/? = Ma = Mgsen? 


2 

7 


Mg sen? uA/gcos? [4] 

















3) Aceleraci6n del aro: 


R 

M 


Aceleracidn de la esfera: 


: — g s en ? 


a = -r~r = _ r gsenf 


4) Las ecuaciones que se cumplen para rodar deslizando a lo largo del piano inclinado son. 


Mg sen? - R = Ma 
Rr = la 
a ar 

• R = fxMg cos? 

Referidas a un aro y a <una esfera son: 

Mgscn? - ixMgcos? = Ma [1] y [4] => 

Para un aro: txMgrcos? = A/r 2 * 


[ 1 ] 

[ 2 ] 

[3] 

[4] 


a = g(sen? - fx cos?) 


[2] y [3] 


z •, 

Para una esfera: txMgrcos? = -j- Mr a => 


g 

a = — fx COS? 


5 g 

a = —-— a COS9 


Problema 37. Un cilindro macizo y homogeneo rueda y desliza a lo largo de un 
piano inclinado. Determinar la aceleracion del CM y la aceleracion angular de giro. 


Solucion 

Las ecuaciones del movimiento son: 


de la primera: 


F = ZF, = = Ma 

dt 


N = iWj = = la 

at 


f - R = Ma => Mg sen? - R = Ma [1] 

a: aceleracidn del centro de masa. Ademas, el par productor de la rotacidn es el que corres- 
ponde a la fuerza R , que en este caso es maxima; luego: 

N = la => Rr = la [2] 


R = a Mg cos? 

sustituyendo /? en [1] y [2], nos queda: 


Mgsen? - uMgcos? - Ma =s> 

a = g(sen^ - <x cos?) 

u Mgr cos? = -y- Mr a =*> 

2 ug cos? 


r 


Problema 38. Supuesto el siguiente modelo: a) La Tierra gira alrededor del Sol 
en orbita circular de radio R = 1,495 x 10 8 km y tarda T = 365,25 d en dar una 
vuelta. b) La Tierra es perfectamente esferica, de radio Ro = 6 370 km y masa 
M 0 = 5,976 x 10 24 kg. c) La Tierra tarda T = 24 h en dar una vuelta alrededor 
de su eje. d) El piano de la ecliptica (piano de la orbita de la Tierra alrededor del 
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Sol) y el piano del ecuador forman un angulo constante e = 23°27\ Tomando 
como origen el centro del Sol, calcular: 

1 . El orbital de la Tierra. 

2 . El spin. 

3. La expresion vectorial del momento angular. 

Solucion 

J = R A Mv + A m,v[ = L 4- 5 
1) Por ser R y v perpendiculares, se tiene: 


2 ) 


3 ) 


L = RM n v = M u ojR 2 = 

2-M n /? 2 


T 


2 -5.976 x 10 2J x 1.495- x 10 22 

- 2,659 x lO 40 

kg • m 2 

365,25 x 24 x 60 x 60 

s 

2 2r. 

S = ho = — M ( , R% - 

5 T 

4-M f) /?o 

5 T 


s _ 4^5,976 x 10 24 x 6,37 2 x 10’ 2 

- 7.054 x 10 M 

kg • m 2 

5 x 24 x 60 x 60 

s 


J — J X i + Jyi 

J x = S x = S sene = 2,807 x 10 33 



kg • m 2 


L + S v = L + Scoss = 2,659 x lO 40 


kg • m 2 


J = 10 33 (2,807/ + 2,659 x 10 1 j) 


Problema 39. 1. Una varilla homogenea y recta de 1 m de longitud y 4 kg de 

masa se mueve en el piano XY , de modo que su centro de masa tiene una veloci- 
dad de 1 m/s sobre la recta y — 2 m en el sentido positivo del eje de las X. La 
barra gira en el sentido de las agujas de un reloj con una velocidad angular de 
6 rad/s. Calcular el vector momento angular respecto al origen de coordenadas. 
2 . Si el centro de masa de la varilla se mueve en el piano YZ con la misma 
velocidad que antes sobre la recta y = 2 m y en sentido positivo del eje Z y gira 
en un piano paralelo al XY con la misma velocidad angular que en el caso ante¬ 
rior, ^cual sera ahora el vector momento angular? 

Solucion 

J = R A Mv 4- 2>' A my, = L + 5 


1 ) 


L = \R A Mv| 
y = R sen? 


RMv senp 


L = Mvy = 8 


kg ■ m 2 
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El orbital esta dirigido en el sentido negativo del eje de las Z (hacia dentro del piano de la 
figura); luego: 


L = 


- 8 k 


kg • m 2 
s 





Por otra parte: 


S = /,, = -1- MP,o = 4 x 6 = 2 kg s m ~ 


El spin tambien esta dirigido en sentido negativo del eje Z, es decir: 

S = - 2k kg ' m ~ 

luego nos queda: 

2 ) 


J = - 10k 


kg • m 2 


L = R a Mv — RMv senp 


L = Mvy = 8 


kg • m 2 


y = /^sen^ 

El orbital esta dirigido en el sentido positivo del eje de las X\ luego: 


Por otra parte: 


t = 8l - 

s 


S = Ioj = ~ MPa 


_L 4X6 = 2^ 

12 s 


El spin esta dirigido en sentido negativo del eje Z, es decir: 

s = - 2k kg ' m ~ 


luego nos queda: 


J = 8i - 2k 


kg • m 2 
s 
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Capitulo X 


ENERGIA - CAMPOS - CAMPO GRA VITA TORIO 


A) TRABAJO Y POTENCIA 


FORMULARIO 


TRABAJO: 


dW = F ■ dr = Fdr cos? 


F = F x i + Fyj + F z k 
dr = dxi + dyj + dzk 


dW = F x dx + F y dy + F z dz 


TRABAJO QUE REALIZA UN MOMENTO DE UN PAR AL HACER GIRAR UN 
CUERPO ALREDEDOR DE UN EJE: 


dW = Nd ? 


POTENCIA: 


Problema 1. Para arrastrar un cuerpo de 100 kg por un terreno horizontal se 
emplea una fuerza constante igual a la decima parte de su peso y formando un 
angulo de 45° con la horizontal. Calcular: 

1. El trabajo realizado en un recorrido de 100 m. 

2 . Si este trabajo se ha realizado en 11 min y 49 s, potencia se habra des- 
arrollado? 


Solucion 


1 ) 

Fm J^8_ 


10 


100 x 9.8 


10 


= 98 N =* W = Fs cos? = 98 x 100cos45° = 6 929,6 J 



2 ) 
















Problema 2. Demostrar que el trabajo realizado para elevar un cuerpo una altu- 
ra h utilizando un piano inclinado sin rozamiento es el mismo que al elevarlo 
verticalmente a esa altura. 

Solucion 



En efecto: si utilizamos el piano: 

W = FI 

F = f = Mg sen? 
/ sen? = h 


=> 


W = Mgl senp = Mgh 


Si la elevaci6n es vertical: 

W = Ph 
P= Mg 


=> 


W = Mgh 


«E1 trabajo realizado al subir un cuerpo una altura h es Mgh» (energia potencial de gravitacidn 
para pequenas variaciones de h). 


Problema 3. Calcular el trabajo que hay que realizar al estirar un resorte una 
longitud x. La constante recuperadora es K. 

Solucion 

La fuerza a veneer es F = Kx (igual y de signo contrario a la reaction del resorte —Kx). 
El trabajo realizado es: 



lo que nos mide, tambien la energia potencial acumulada en el resorte. 


Problema 4. Queremos elevar a 90 m de altura un caudal de agua de 500 1/s. 
Calcular la potencia que precisa tener el motor que realiza esta operacion. 

Solucion 

M i 

500 1/s equivalen a: —-— = 500 kg/s 


P = Mgh = 500 X 9 IL cv = 600 cv 

/ 75 


Problema 5. Una motobomba eleva 500 m 3 de agua a un deposito situado a 
50 m de altura en 1 h. Si el rendimiento de la motobomba es del 80 %, calcular: 

1. Trabajo realizado por la motobomba. 

2. El costo de la operacion si el kW • h cuesta 6 ptas. 

3. La potencia util y motor del aparato. 
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Solucion 

V = 500 m' dc H.O M = 5 x 10 5 kg 
r, = 0.8 













1 ) 


w u = Mgh = 5 x 10 5 x 9,8 x 50 J = 68 kW • h 

2 ) 


W u 


=* W m = 


W u 


68 

~0j 


= 85 kW • h => 


C = 85 x 6 = 510 ptas 


3) 


P» 


Mgh 

t 


= 68 kW 


P m 


Mgh 

lr t 


= 85 kW 


Problema 6. Calcular la fuerza que se opone al movimiento de un coche que 
desarrolla una potencia de 20 CV cuando va a 72 km/h en carretera horizontal. 


P = F ■ v 


Solucion 


=> 



V 


20 x 75 x 3 600 , _ 

-72000- 75 kp 


Problema 7. Calcular el momento que produce un motor de 50 CV cuando gira 
a 3 600 rpm. 


dW _ Nd ? 
dt dt 


Solucion 


=> P = Nco = N 2™ 


=> 



50 x 75 x 60 
2-3 600 


10 kp • m 


Problema 8. Se quiere subir un cuerpo de 1 000 kg por un piano inclinado 30°, 
siendo el coeficiente de rozamiento 0,2. 

1 . ^Cuanto vale la fuerza necesaria paralela al piano para arrastrar el cuerpo con 
velocidad uniforme? 

2. Se abandona el cuerpo en lo alto del piano inclinado, ^cuanto vale la acelera- 
cion de caida? 

3. Si se quiere que el descenso sea uniforme, ^que fuerza de frenado habra que 
aplicar al cuerpo? 

4. Si la velocidad uniforme alcanzada en la caida es de 10 km/h, ^que potencia 
desarrolla la fuerza de freno? 


Solucion 


1 ) 


F = Mg sen? + aA/gcos? = 


1 000 
9,8 


9,8 


(i 


+ 0,2 




673,2 kp 


2) 


a = g(sen? - acos?) = 3,2 m/s 2 
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3) 


F = A/gsenp - uMgcosz = 320 kp 


4) 



i 


Fv = 320 


10 000 1 


3 600 75 


= 12 CV 


cte. 


“S 










Problema X-9-l. J 



Problema 9. Suponiendo que un automovil de 750 kg de peso necesite una po- 
tencia de 20 CV para mantener una velocidad constante de 60 km/h por una ca- 
rretera horizontal, calcular: 

1. El valor de la suma de todas las resistencias que se oponen al movimiento. 

2. La potencia necesaria para que el automovil suba a 60 km/h una pendiente de 
10 %, es decir 10 m de ascenso por cada 100 m de recorrido. Se supone que las 
resistencias por rozamiento son las mismas que en 1. 

3. La potencia necesaria para que baje una pendiente del 5 % a igual velocidad 
(60 km/h). 

4. La pendiente que permitira bajar a la velocidad de 60 km/h al mismo coche sin 
que funcione el motor. 


Solucion 





P= Fv 
F = R 


R = — = 20 X X 3 = 90 kp 
v 50 


2 ) 

P = Fv 
F = F + R 
F' — Mgsenp 

3) 

P = Fv 
F = R - F 
F' = Mg sen? 

4) 


P = (Mgsen 


9 + R) V = (750 ^ + 90 )^ 


50 110 


75 3 


CV 


P.,R-U t (,)- 750 T iL r -J^CV 


R 

Mg sen? 


=* Mgsen ? = R => sen? = = 0.12 => 


Pendiente es del 12 % 


Problema 10. Un ciclista que pesa, junto con su bicicleta, 90 kg corre por una 
carretera. El conjunto de las resistencias pasivas que se oponen a su movimiento 
viene dado por la formula R = 0,4v 2 en el sistema SI, siendo v la velocidad. 
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1. Calcular la potencia que debe desarrollar e) ciclista para mantener la velocidad 
de 27 km/h sobre una carretera horizontal. 

2. Este ciclista desciende, sin pedalear, una pendiente del 5 % (por cada 100 m 
de carretera hay un desnivel de 5 m). Demostrar que alcanza una velocidad limite 
y calcular su valor. 


l) 


Solucion 


V 


27 000 
3 600 


= 7,5 nVs 


F= R 
P = Fv 


=> 


P = Rv = 0,4 v 3 = 0,4 x 7,5 3 W = 168,75 W 


2) La velocidad del ciclista se va haciendo cada vez mayor a medida que transcurre el tiempo, 
aumentando con ella la resistencia. La velocidad limite se alcanzara en el instante que la 
resistencia se hace igual a la componente del peso, segun la direccidn del piano inclinado. 


Afgsen? = 0,4vf => 


v, = 



Mg sen9 
0,4 



90 x 9,8 x 5 
100 x 0,4 


10,5 m/s 


Problema 11. El vector de position de una particula de 5 kg de masa, expresado 
en el SI, es: r = (r 3 - 2)i + (1 — 07 + (3Z 2 - 6)k. Calcular: 

1. El momento lineal de la particula en el instante t = 2 s. 

2. El momento angular en el mismo instante. 

3. El trabajo desarrollado en el tercer segundo. 

Solucion 


1 ) 


V = = 3 ?i-j + 6 Ik 

dt 

t = 2 s => v = 12/ — j + 12 k m/s 


p = Mv — 60/ — 5y + 60A: N • s 


2 ) 



i 

j 

k 


J = r A p = 

6 

-1 

6 

= - 30/ + 30* kg ■ nrr/s 


60 

-5 60 



3) 


a = = 6/1 + 67 nVs 2 => F = Ma = 30// + 30* N 


y como: 

dW = F • dr = F x dx + F y dy + F 7 dz => dr = dxi + dyj + ^z* = (3r/ -7 + 6/*)^/ 
nos queda: 


W 


= C [30/3^ 


+ 0 x (-1) + 30 x 6 t]di 


= J (90 r' 


+ 180/)<// => 


W = 1 912,5 J 
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Problema 12. Una partfcula esta sometida a una fuerza F = xyi N, en la que x e 
y son las coordenadas del punto del piano en las que se encuentra la partfcula en 
cada instante. Calcular el trabajo realizado por tal fuerza al desplazar la partfcula 
del punto A (0, 3) al B (3, 0), estando expresadas estas coordenadas en metros; a 
lo largo de los siguientes caminos: 

1. A lo largo de la recta que los une. 

2. A lo largo de un arco de circunferencia de centro el origen de coordenadas y 
de extremos A y B. 


Solucion 



1) La ecuaci6n de la recta es: 


y como: 


y = 3 - x 


dW = F • dr = F x dx + F y dy = xydx => w* 
nos queda: 


fB | (3.0 

= l F dr = \ 

J A J (0.3 


xydx 


>1 

II 

(*’ Jr (3 - x)dx = | 

1-1 

H- 

5^ 

^ 4 • 5, 


2 ) 


_ f B I (3.0) 

Wa =1 F dr = \ xydx 
J A J (0.3) 


como la ecuacidn de la circunferencia es: 

x 2 + y 2 = 9 => y = V9 - x 2 

sustituyendo, se obtiene: 




= j[ x V9 - dx = —t jl~ 2x{9 ~ x2 y /2dx =[- 4" (9 - * 2 ) 3/2 ] 3 = 9 j 


Vemos que el trabajo realizado por la fuerza, que en definitiva nos define un campo de fuer- 
zas, depende de la trayectoria; en consecuencia, dicho campo de fuerzas no es un campo 
conservative. 


Problema 13. Una partfcula esta sometida a F = 6xyi + (3x 2 - 3y 2 )j N. 
Calcular el trabajo realizado por tal fuerza al desplazar la partfcula del punto 
O (0, 0) al A (1, 1), estando expresadas estas coordenadas en metros, a lo largo 
de cada uno de los siguientes caminos: 

1. De O a B (1, 0) y de B a A. 

2. De O a A a lo largo de la recta y = x. 

3. De O a A a lo largo de la parabola y = x 2 . 


l) 


w ( ? = w» + wg 


Solucion 

wtf = F • dr = j* ( F x dx + F y dy) 
= (F x dx + Fydy) + j* 


(Fydx + Fydy) + I (Fydx + Fydy) 
1 B 
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La trayectoria de O a B tiene por ecuacion v = 0; luego: 


J' ,j } 


6;cy^jc = 0 


(3at - 3 y 2 )dy = 0 


La trayectoria de B a A tiene por ecuaci6n x = 1; luego: 
6xv^jc = 0 




(3x 2 - 3 y 2 )dy 


-J>"" 


■)dy = [3y - y 3 ],! = 2 J 


por tanto: 


W„ A = 2 J 



2) A lo largo de y = jc sera: 


r 0 = (3at - 3 y 2 )dy = J 6 a: 2 <& = [2x*] ] a = 


2 J 


3) A lo largo de v = at sera: 
W* 


'a = ^ 6xydx + ^ (3at - 3y 2 )dy = ^ 6x*dx + J (3y - 3y 2 )^y = 


Vemos que el trabajo realizado por la fuerza, que en definitiva nos define un campo de fuer- 
zas, es independiente de la trayectoria y dependera unicamente del punto inicial y final; en 
consecuencia. sera un campo conservative y. por tanto, irrotacional. (Compruebese.) 


B) ENERGIA CINETICA 
-FORMULARIO- 


ENERGIA CINETICA DE LA PARTICULA: 



ENERGIA CINETICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS. ENERGIA CINETICA 
INTERNA; 


T = 2 -L m,vf = -L Mv 2 + X -L m^ 2 
(M = 

v: la velocidad del CM. 

v-: la velocidad de la partfcula i referida al CM como origen. 

r inI = X -L m,vl 2 


261 












ENERGIA CINETICA DE UN SOLIDO Rl'GIDO EN ROTACI6N ALREDEDOR DE 
UN EJE: 

T = - ~Y = -J- lo? 

ENERGfA CINETICA DE UN S6LIDO RIGIDO QUE GIRA ALREDEDOR DE UN 
EJE QUE PASA POR EL CENTRO DE MASA Y AL MISMO TIEMPO SE TRASLADA: 

T = -j- Mv 2 + -j- loo? 

M\ masa del solido. 
v: velocidad de CM. 

7 0 : momento de inercia respecto al eje de giro. 

VARIACI6N DE LA ENERGIA CINETICA DE UNA PARTICULA CUANDO SOBRE 
ELLA ACTUAN FUERZAS EXTERIORES (TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS): 

dW = F • dr = d mv 2 J <^> W] = J F - dr — T 2 ~ T x 

VARIACI6N DE LA ENERGIA CINETICA DE UN SOLIDO RIGIDO CUANDO SO¬ 
BRE EL ACTUAN FUERZAS EXTERNAS: 

T - To = W cxt = f J>, • dr, 

VARIAClON DE LA ENERGIA CINETICA DE UN SOLIDO RIGIDO EN ROTAClON 
ALREDEDOR DE UN EJE, CUANDO SOBRE EL ACTUAN PARES EXTERNOS: 

W cx , = T - T 0 = -L Io? - -j- Io?o 


Problema 14. Calcular la velocidad que serfa necesario comunicar a un proyectil 
de 340 kg para que adquiera una energfa cinetica igual a la cuarta parte de la que 
posee un acorazado de 10 000 t que marcha con una velocidad de 18 nudos. Ex- 
presar la velocidad del proyectil en el SL sabiendo que una milla marina corres- 
ponde a 1,852 km, y que un nudo es 1 mile/h. 

Solucion 

= 18 mile/h = 1 8 , 52 * 18 m/s = 9,26 ny's 

5 oUU 

-L 340 i-f = -L 10 7 x 9.26 : => 


v, = 794 m/s 


Problema 15. Con una honda de 0,75 m de longitud se hace girar una piedra de 
250 g a razon de 300 rpm, en un piano horizontal, a 2 m del suelo. Calculese: 

1. La tension de la cuerda, supuesta despreciable su masa. 

2. La energia cinetica de la piedra girando. 





3. La velocidad con que sale despedida al soltar uno de los cabos de la honda. 

4. El tiempo que tardara en llegar al suelo supuesto horizontal. 

5. La distancia a que caera la piedra. 

Solucion 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 


Tensidn = F c = M4,tV/ = °^° 4-’25 x 0.75 = 18.89 kp 


T = -L Mv - = -L M4-V/ 2 = 2M,v/ ; = 2 --25 x 0.75’ = 7 

^ * 9,8 


V = ,„/ = 2:tv/ = 2^5 x 0.75 = 23,56 ni/s 


A = =* ,= "\/ - 0.64 s 


x = vt = 23,56 x 0,64 = 15 m 


kgm 


Problema 16. Un sistema esta formado por tres particulas de masas m x — 2 kg, 
m 2 = 3 kg y ra 3 = 5 kg, que en un instante determinado tienen por velocidades: 
vj = i — j m/s, v 2 = 3 j — k m/s y v 3 = i 4- 7 4- k m/s. Calcular: 

1. La energia cinetica del sistema. 

2. La energia cinetica referida al CM como origen (energia cinetica interna). 

3. Comprobar que: T = -y- Mv 2 + -y- mjV- 2 . 

Solucion 


1 )_ 

T = + -j- m 2 v§ + -y- m 3 v| = -y- 2x2 + -y- 3 x 10 + -y- 5x3 = 24,5 J 


2 ) 


/? = 


M 

y como (figura): 


”5T 


aT” 


m^v , + m 2 v 2 + wijVj 
m, + m 2 + niy 


= 0,7/ + l,2y + 0,2/: nVs 


r[ = r, - R => v[ = v t — v =^> 


v'| = v, - v = 0,3 1 - 22j ~ 0 , 2 /: nr\/s 

v ' 2 = v 2 — v = — 0,7/ + 1,87 - 1,2 k m/s 
v 3 = — v = 0,3/ - 0,2y + 0,8/: m/s 


r in , = S 4- m,v' 2 = -4- 2 x 4,97 + ^- 3 x 5.17 + 5 x 0.77 = 14.65 J 

•i-i 2 ' 2 2 2 


• * • * 
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3) Como: 


_L Mv 2 = -±- 10(0,7 2 + 1,2 2 + 0,2 2 ) = 9,85 J => T = -y- Mv 2 + 2 -j- m^' 2 = 9,85 + 14,65 = 24,5 J 

Problema 17. Un volante en forma de cilindro solido, de masa 200 kg y radio 
40 cm, gira a razon de 120 rpm. Calcular: 

1. La energia cinetica del volante. 

2. Tiempo que tardara en pararse cuando se le frena, mediante un par de 40 N • m. 

3. Numero de vueltas que dara hasta pararse, a partir del momento en que co- 
mienza el frenado. 


Solucion 


n 

T = -j- Ico 2 = -j- -j- M/? 2 4tt 2 v 2 = A//?W = 200 x 0,4 2 w*4 = 128tt 2 J 


2 ) 

N = la 


— w 
a ~ t 


2 7TV 

t 


N = MR 2 

2 t 


=> 


MR 2 ™ _ 200 x 0,4 : *2 
—N— = -40- 1 ’ 6rS 


3) 






2 x 1,6- , , . 

---=1,6* vueltas 

2 


Problema 18. Se tiene un volante, en forma de cilindro solido, de 1 m de diame- 
tro y 600 kg de peso girando a razon de 500 rpm. Se actua sobre el para pararlo 
con un par de valor 20 kp • cm. Calcular: 

1. La energia almacenada por el volante cuando gira a su regimen. 

2. Que tiempo tardara en pararse al aplicar el par de frenado. 

3. Cuantas revoluciones dara durante el tiempo que tarda en pararse. 

Solucion 

N = 20 kp ■ cm = 0,2 kp • m 


1 )_ 

T = -L = -L -L MR 2 4x\ 2 = MR W = 0,25r- (-^-Y = 10 490 kgm 


2 ) 

N = h 



i 


N = -j- MR 2 


2-v 


t 


=*> 


Mfl 2 -v 

N 


600 x 0,25-500 
9,8 x 60 x 0,2 


638-s 


3) 


n = 


2 - 


v/ 

T 


500 x 638- 
60 x 2 


= 8 351 vueltas 
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Problema 19. Supuesta la Tierra esferica de M () = 5,98 x 10 24 kg y de 
/?o = 6 370 km. Calcular: 

1. La energia cinetica de rotation alrededor de su eje. 

2 . La fuerza que habrfa que aplicar en un punto del ecuador y en la direction de 
la tangente a este para que desde el reposo adquiriera la energia antes calculada 
en 15 dias. 

Solution 

l) 


r = 

Io<o5 

co 0 = 

2^o 


Vq = 

1 vuelta/dia 

4> = 

-j- Kfir, 

2) 



N = 

l a x 


N = 

FR« 

=$> 


2rv„ 




Problema X-19 


T - M {) Rf) 4 : 

2 5 


5,98 x 10 24 6,37 2 x IQ 12 At: 2 

5 x 24 1 2 x 3 600 2 


= 2,57 x 10 29 J 


FR„ = 


=» F = 


4 M () fl 0 rrv 0 
St 


4 x 5,98 x 10 24 6,37 x lO 6 * 

5 x 24 x 3 600 x 15 x 24 x 3 600 


= 8,55 x 10 20 N 


Problema 20. Supuesto el siguiente modelo: a) La Tierra gira alrededor del Sol 
en orbita circular de radio R = 1,495 x 10 8 km y tarda T = 265,25 d en dar una 
vuelta. b) La Tierra es perfectamente esferica, de radio R 0 = 6 370 km y masa 
M q = 5,976 x 10 24 kg. c) La Tierra tarda T 0 = 24 h en dar una vuelta alrededor 
de su eje. Calcular, tomando como origen el centro del Sol, la energia cinetica de 
la Tierra en su orbita. 


Solution 


E' = ~Y M,y- + -L Itfon 

v: la velocidad del cm de la Tierra en su giro alrededor del Sol. 

/ 0 : momento de inercia de la Tierra respecto a un eje que pasa por los polos. 
co 0 : la velocidad angular de la Tierra alrededor de su eje. 

Llamando oj a la velocidad angular del cm de la Tierra en su giro alrededor del Sol: 

2,-: 


ademas: 


v = (oR = 

/„ = -j- M„Rr, 


R 


luego: 


T u 


1 4- 2 
E c = M 0 —— 

2 T- 


■> 1 2 

R 2 +- M (v 

2 5 


'uRr, —= 4 z-M„ (\ 

n \ 2T- 5 To ) 


Sustituyendo: 


E c = 2,648 x 10 1 J 


(El segundo sumando es despreciable frente al primero.) 
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Problema 21. Un proyectil de 10 g de masa sale del canon de un arma a una 
velocidad de 500 m/s. Siendo la longitud del canon 100 cm, calcular la fuerza 
producida por la expansion de los gases originados en la explosion de la polvora y 
la energia cinetica de la bala. (Se supone la fuerza constante mientras dura el 
recorrido de la bala en el interior del canon.) 

Solucion 


T = Mv 2 = -y- 10' 2 25 x 10 4 = 1 250 J 

-4- Mv 2 = FI =*> 

2 


F = -yy- = 1 250 N 


Problema 22. Efectuamos un disparo sobre una pared que ofrece una resistencia 
constante de 500 kp. La bala, que tiene 30 g de masa, llega a la pared con una 
velocidad de 600 m/s y sale de ella con 400 m/s. Calcular el espesor de la pared. 

Solucion 

dW = F dr= d Mv 2 ^ =*> Fe - -y- -y Mv? 

' = -rr Cvi - W) = (60 ° 2 - 40 ° 2) = °’ 6 m 


Problema 23. Una fuerza de 14 dyn actuando sobre un punto material en reposo 
le comunica una velocidad de 20 cm/s despues de un recorrido de 50 cm. Calcular 
el tiempo invertido en dicho recorrido, la masa del punto material y la acelera- 
cion adquirida. 

Solucion 


F - dr — d Mv 2 ^ => 

„ _ dp d (Mv) 
F ~^ti di~ 


F = Ma 


Fs =- Mv~ => 


=J> Ft = Mv => 


M = 


2 Fs 


2 x 14 x 50 
400 


= 3,5g 


Mv 


3,5 x 20 
14 


= 5 s 


ST - 4 -* 1 


Problema 24. Sobre un punto material de 5 g actua una fuerza constante que 
despues de 5 s le comunica una energia cinetica de 2 250 erg. Determinar la in- 
tensidad de la fuerza y la aceleracion, asi como el espacio recorrido hasta adquirir 
dicha energia. 

Solucion 



= at 


T = -j- Ma 2 r 


1 A f^T _ 1 A / 2 x 2 250 z , 

~r v nr V — s— = 6cnVs 


F = Ma = 5 x 6 = 30 dyn 


S- T - 

2 250 

s F 

30 7 " Cm 


T= Fs =* 
























Problema 25. El vector de posicion de una partfcula que se mueve en el espacio 
viene dado por r = 3f 3 / + (r + t + 1 )j + (2 1 + 3 )k, expresado en el SI. Hallese 
el trabajo desarrollado en el quinto segundo. La masa de la particula es 2 kg. 


Solucion 

dW = d Mv 2 ^ = dT => W = 7\ - 7, 


como: 

/ = 4 s =» v 2 = 144/ + 9/ + 2* =» v| = 144 2 + 9 2 + 2 2 = 20 821 m 2 /s 2 
/ = 5 s =* v, = 225/ + lly + 2k =*> vf = 225 2 + ll 2 + 2 2 = 50 750 m 2 /s 2 

luego: 


»• = = 9 ri + (2 / + 1)7 + 2k =o 


7, = -1- 2 x 20 821 = 20 821 J 
r 5 = 2 x 50 750 = 50 750 J 


=> 


w = t 2 - 7, = 29 929 J 


Problema 26. Un automovil ejerce una fuerza de traccion de 120 kp y arrastra 
un remolque con una cuerda. El automovil tiene una masa de 800 kg y el remol- 
que 1 000 kg. Si despreciamos los rozamientos, calcular: 

1. La aceleracion del movimiento. 

2. La tension de la cuerda. 

3. ^Que energia cinetica poseera el conjunto auto remolque cuando, habiendo 
partido del reposo, haya recorrido 20 m? 

4. ^Que velocidad alcanzara en el caso anterior? 


Solucion 


1 ) 

F- T = Ma 
T= M'a 
2 ) 

3) 


=> F = (M + M')a 


120 x 9,8 


M + M' 800 + 1 000 


— 0,65 m/s 2 


T = F - Ma = M'a = 1 000 x 0.65 = 650 N 



Problema X-26 


£ c = Mv 2 = Fs = 120 x 20 = 2 400 kgm = 23 520 J 


4) 


v = Vlas = Vl x 0,65 x 20 = 5,1 m/s 


Problema 27. Un automotor de masa 10 4 kg parte del reposo por una via recta y 
horizontal y tarda 1 min en adquirir su velocidad de regimen 100 km/h. 

1 . Calcular la aceleracion durante ese minuto, supuesta constante. 

2 . Si del techo pende un pendulo (un hilo fino con una esfera en su extremo). 
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<c6mo calculariamos el angulo que forma el hilo del pendulo con la vertical du¬ 
rante el primer minuto? 

3 . Si el automotor, cuando marcha a 100 km/h, frena hasta parar en 200 m, 
^cuanto vale la fuerza de frenado? 


Solucion 

250 


m/s 


1 ) 


9 x 60 54 v 


2) Considerando la «fuerza de inercia», la figura nos conduce a: 

Ma _ a _ 25 

Mg g 54 x 9,8 


tag ? = 


c = 2°42' 


1 A A.,- —^ 

27 _ 

Mv 2 

_ 10 4 x 250“ _ 1Q 0Q q 

- MV 

2 

r 

2s 

9 2 x 2 x 200 


Problema 28. El canon de una escopeta tiene una longitud de 1 m y la fuerza 
que impulsa al proyectil viene dada por la expresion F = 0,1(200 - x), viniendo 
expresada F en newtones y x en centfmetros. La masa del proyectil es de 5 g. 
Determinar: 

1 . El trabajo de la fuerza en el interior del canon. 

2. La velocidad del proyectil en el momento de salir del canon. 

3. La energia cinetica del proyectil en este momento expresada en calorias. 

Solucion 


1) Trabajaremos en el sistema CGS: 


dW = Fdx = 0,1 (200 - x) 10-dx 



2 ) 



=£> 




2 x 15 
5 x 10' 3 


= 77,5 m/s 


3) 


La caloria es una unidad de energia (el calor es una de las formas de energia) y equivale a 
4,18 J; luego: 


W = 


15 

4,18 


J = 3,6 cal 
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Problema 29. Colocamos una cuerda flexible de 1 m de longitud sobre una mesa 
de tal forma que parte de ella cuelgue por un extremo; se deja caer desde una 
posicion en la que se equilibran el trozo de cuerda que cuelga y el rozamiento 























dinamico. Calcular la velocidad de la cuerda cuando el extremo que esta sobre la 
mesa llega al borde de la misma. Coeficiente dinamico de rozamiento: ,u = 0,5. 

Solucion 


M, = masa de la cuerda sobre la mesa. 

M 2 = masa de la cuerda que cuelga. 

A = masa de la unidad de longitud. 

= longitud de cuerda que cuelga inicialmente. 

En el equilibrio: 

Mig = uM y g => Ax 0 = /(/ - * 0 ),“ => * 0 = \ + u ' 

Cuando la cuerda cuelga x la fuerza que produce el movimiento es: 

F = )jcg - A(/ - x)ixg = Ag [x (1 + ,a) - (a] 

aplicando el teorema de las fuerzas vivas, teniendo en cuenta que la cuerda 
se tiene: 


/- * 0 



*0 


— Mr 2 = J* Fdx = A g £(1 + u) J xdx - (a dx J = A g £ (1 + ,a) - -y-^ “ W ~ *o) J 

Sustituyendo el valor hallado para x 0 y teniendo en cuenta que M = A/, queda: 

-u*=s r,i + ,) p—1_\ 1 =g r m+s+v-v 

2 5 L \ 2 2(1 + ,u) 2 / V 1 + J. / J L 2(1 + ,u) 1 +.« J 


gp 

2(1 + u) 


despejando v: 


v 




= 2,5 m/s 


Problema 30. Un par de fuerzas de 200 N • m de momento, actuando sobre una 
esfera de 30 cm de radio y pivotada en su eje, le comunica una velocidad angular 
de 50 Hz despues de girar un angulo de 10- rad. Calcular: 

1. La masa de la esfera. 

2. La aceleracion angular. 

3. Tiempo invertido en el proceso. 


l) 

W = N? = -y- Ico 2 

l = — MR 2 
5 

oj = 2rrv 


Solucion 


n 9 = 


— — MR 2 4-V 
2 5 




M = 


5 N ? 

4 ttJR 2 


5 x 200 x 10- 
4r 2 50 2 0,3 2 


3,54 kg 


2 ) 


OJ 


=> 



4r 2 50 2 
2 x 10- 


500 - rad/s 2 
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Problema 31. Un volante en forma de cilindro solido de 200 kg de masa y 40 cm 
de radio gira a 10 Hz. Se actua sobre el hasta pararlo con un par. Determinar: 

1. Trabajo realizado por el par durante el frenado. 

2 . i,Que angulo ha girado el volante hasta que se para, si el par aplicado es de 
100 N • m? 


Solucion 


w = -L i,o- 

1 = _L MR - 

(O = 2 “V 
2 ) 


w = -i- -L MR 2 A-\ 2 = MR 2 - 2 * 2 = 200 X 0,4 2 x x 10 2 = 31 582,7 J 


W = N ? 


=*> 



31 582,7 
100 


315,827 rad 


Problema 32. Un aro de 1 m de diametro y de 500 g de masa se encuentra 
girando, en ausencia de rozamientos, alrededor de su eje con una frecuencia de 
1 Hz. Se le aplica entonces una fuerza tangencial constante que le comunica una 
aceleracion angular de una revolucion/s“ hasta que adquiere una frecuencia de 
10 Hz. Calculese: 

1. El trabajo realizado. 

2 . El tiempo que dura la aceleracion. 

3. El valor de la fuerza tangencial aplicada. 

4. La potencia mecanica puesta en juego. 


Solucion 

I = MR 2 2 = 2- rad/s 2 to = 2- 


1 ) 


W = l<» 2 ~ 4- l<o?i = 2- 2 MR 2 (r - v 2 ) = 2- 2 0,5 x 0.5 2 (10 2 - 1) = 244 J 


3) 


4) 


to — tO(f + 2 / 


N = i,. => FR = MR-x 


/ = 2- 

V - V|, 

— O c 


2 

■ — vs 


F = MRx — (1.5 x 0.5 x 2“ = -2- n 




Problema 33. Calcular el trabajo desarrollado por un freno que, actuando sobre 
un cuerpo de 25 kg de masa, cuando este se encuentra girando alrededor de un 
eje (radio de giro del cuerpo respecto al eje: 1 m) con una velocidad angular de 
20 Hz, pase a girar con 10 Hz. 












Solution 


y como: 


queda: 


VV = -L /c.5 - -i- / w f 

/ = M/ko to] — 2 rrv, to 2 = 2 ttv 2 


W = 2-M/Ca(v? - vf) = 2r25(20- - 10 2 ) = 15 x 10’s J 


C) TEORIA DE CAMPOS. ENERGIA POTENCIAL 
DE UN CAMPO DE FUERZAS CONSERVATIVO 


FORMULARIO 


Vector gradiente: 


j r? do • . do * . do ■ 
grad a = V a = — i H — -x — J H —=;— k 


Circulacion: 


FLUJO: 


-L 

-J, 


dx dy dz 

E ■ dr dl' = E ■ dr 

E ■ dA <*> d<P = E ■ dA 


Divergence: 


dE x dE y dE z 

divE = V • E 

dx dy dz 


ROTACIONAL: 


rotE = V x E = 


i j k 
d d d 


dx dy dz 
E x E y E z 


dE z 

dEy \ i + ( 

, dE x 

dE * \i + ( 

r dEy 

dE x \ 

dy 

dz ) ‘ + ( 

i dz 

dx ) J ( 

, dx 

dy ) 


LAPLACIANA DE UN ESCALAR: 


, d 2 a d 2 a , d 2 a 
V~a = Aa = -— + - — + 


d x 2 dy 2 dz 2 

LAPLACIANA DE UN VECTOR: 

V 2 E = J£ = J E x i + AEyi + AE,k 


























CARACTERISTICAS DE UN CAMPO CONSERVATIVE): 


o tambien: 


E = grad a 


rotE = 0 

ENERGIA POTENCIAL DE UN CAMPO DE FUERZAS CONSERVATIVO: 


U(r i) - U(r 2 ) = 



F • dr 


F = — grad U 


Problema 34. Dado el vector: E = 2x 2 yi + 3jcz 2 y — xzk y la magnitud escalar: 
a = x 2 y + 3jtyz — 3z 2 + 1 , calcular el valor de las siguientes expresiones en el 
punto A (1, 6 , 2): 

1 . grad a 

2. divE 

3. rotE 

4. Aa 

5. AE 


Solution 


1 ) 


grad a = V a = 


da 

dx 


i + 


da 

dy 


j + 


da 

dz 


da ~ 0 

JT = 2xy + 

■4— = x 2 + 3 xz 
dy 

da , , 

— = 3^ - 6z 


=> grad a = (2 xy + 3yz)i + (jr + 3 xz)j + (3 xy -6 z)k 


y en el punto A (1,0, 2): 


2 ) 


grad a = V a = Ij - 12 A: 


divE = 


V 



aE v a£ z 

+ — r " + -r- 

dy dz 


d* 


= 4jcy 


d£y 

JT 

dE z 

dz 


= 0 


divE = 4xy - x 


y en el punto A (1,0, 2): 

divE = V E = - 1 
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3) 


rotE = V xE = 


' j k 

_d _ d _ d_ 

dx dy dz 

2x 2 y 3 xz 2 -xz 


— - 6 xzi + zj + (3 z 2 - 2x 2 )k 


y en el punto A (1, 0, 2): 


rotE = V XE = - 12/ + 2 j -t 10* 


4) J a es la laplaciana del escalar a , que se define por el escalar: 


J a = 44- + 44. + . ^ 


a * 2 a ^ 2 a * 2 


a 2 ^ . 

d 2 a 

V 
44 

dz 2 


= 0 


= - 6 


Aa = 2y - 6 


y en el punto A (1, 0, 2): 


Aa = - 6 


5) J E es la laplaciana del vector £, que $e define por el vector: 

J E = J E x i + J E y j + J E z k 


i it a^ a~£x a^ x ^ 

= —7 —:-h —— -1-— = 4y 


dx 2 


d y 2 


dz 2 


, r _ d% ( a 2 £ y i a 2 £ y 

-^y + o-, + ;* •> ”6* 

dr vy- dz“ 




a * 2 

y en el punto /4 (1, 0, 2): 




dz 2 


=> J£ = 4yi + 6xj 


A E = 6/ 


Problema 35. Dado el vector E = x 2 i - lyzj + xz 2 k y el escalar 
a = 2x 2 y - 3z 2 , calcular en el punto A (1, 0, 2) las siguientes expresiones: 

1. div(aE) 

2. E • grada 

3 . Ex rotE 

4. E x grada 

5. rot(aE) 
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Solution 

1) El producto de un escalar a por el vector E es el vector: 
aE = (2 x-y - 3 z 2 ) (x 2 i - 2 yzj + xz 2 k) = (2 x*y - 3 x 2 z 2 )i + (- 4 x 2 y 2 z + 6.yz 3 )j + (2x 3 yz 2 - 3zz 4 )* 

d(aE x ) 


dx 

(3(a£ y ) 

dy 

a(a£ 2 ) 


<3z 


= 8 x 3 y - 6xz 2 
= - 8* 2 yz + 6z 3 
■ = 4x 3 yz ~ 12x z 3 


=s> div(aE) = V • (a£) = S* 3 ? - 6 xz 2 - 8 x 2 yz + 6z 3 + 4z 3 yz - 12*z 3 


y en el punto A (1, 0, 2): 

2 ) 


div(aE) = — 72 


= -|j- / + -|2-y + -§7 * = 4 ^'' + - 6z * 


E • gra*/a = 4* 3 y - 4* 2 yz - 6xz 3 


y en el punto A (1,0, 2): 


E ■ grad a = E • V a = — 48 


3) 


rotE = 


= 2yi - z 2 j 


E x rotE = 

2y -z 2 0 

y en el punto A (1,0, 2): 


* y * 

_a_a_a_ 

dx dy dz 
x 2 -2yz xz 2 

i j k 

x 2 -2yz xz 2 = xz 4 i + 2xyz 2 j + (- x 2 z 2 + 4y 2 z)/r 


4) 


£ x ro/E = 16/ - 4k 


E x grad a = 


x 2 -2yz jcz 2 
4xy 2x 2 -6 z 

y en el punto A (1, 0, 2): 


= (12yz 2 - 2x 3 z 2 )i + (4x 2 yz 2 -l- 6 x 2 z)j + (2x 4 + 8 xy 2 z)k 


E x grada = E x V a = — 8/ + 12 j + 2k 


5) Teniendo en cuenta 1), obtenemos: 


rot(aE) = V x (aE) = 


d 

dx 


d 

dy 


d 

dz 


2x 4 y - 3x 2 z 2 -4x 2 y 2 z + 6yz 3 2x 3 yz 2 - 3xz 4 
= (2x 3 z 2 + 4x 2 y 2 - 18yz 2 )i + (-6jc 2 z - 6x 2 yz 2 + 3 z 4 )j + (- 8xy 2 z - 2 x 4 )k 
y en el punto A (1, 0, 2): 


rot(aE) = V x (aE) = 8/ + 36 j — 2k 
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Problems 36. La funcion potencial de un campo vectorial viene dada por la 
expresion: 

V= z 2 x -2y - ~~ + 5 

1 . Calcular el vector que define dicho campo. 

2 . Comprobar que el campo es irrotacional. 


l) 


Solucion 

E=-gradV=- + 


d V 2 

“5- = 2- - AT 

ox 


dV 

dy 

dV 

dz 


= 2 

= 2xz 


E = (x 2 - z 2 )i + 2j - 2xzk 


2 ) 


rotE 


-(-It— 


dy dz 

o, lo que es lo mismo: 

dE z dE , 


dy az 
y como en nuestro caso: 


dE x 

dz 


dx 

dE z 

dx 


dE y dE x 


dx 


dy 


dE z 

dEy 

dy 

dz 

dE, 

dE z 

dz 

dx 

Qj 

n 

dE x 


dx 


dy 


= - 2 z 


= 0 


rotE = 0 


Problems 37. Demostrar que el vector E = 6xyi + (3x 2 - 3 y 2 )j + Ik repre- 
senta a un campo conservative o, lo que es lo mismo, admite un potencial. 

Solucion 

Si existe un potencial. el campo tendra que ser irrotacional, es decir: 


( dE z 

dEy \ . 

( dE x 

dEy ' 

\ ( dEy 

dE x \ 

\ d.v 

dz) 

( dz 

dx , 

) J + \ dx 

dy) 

que es lo 

mismo: . 





dE z 

dE y 

dE x 

dEy 

dEy 

dE x 

dy 

dz 

dz 

dx 

dx 

'dy 


275 



































en nuestro caso: 


dE z 

dE y 

dy 

dz 

dE x 

dE z 

dz 

dx 

dE y 

dE x 

dx 

dy 


cumpliendose las condiciones para que en el campo exista un potencial. 


Problema 38. Hallese la circulation del vector E = (x 4- y 2 )i — 3xyj + (x + z) 2 k 
a lo largo de la parabola x = y 2 , z = 0 desde el punto A (1, 1, 0) al B (2, 4, 0). 


Solution 

La circulacidn del vector £ a lo largo de una curva C es por definition: 


por consiguiente 


/’ = E • dr = j ( E x dx + E y dy + E z dz) 


'-J 

|* (x + y 2 )dx - J 

^ 3 xydy + J 

(x + zfdz = J 

\\ 2xdX ~ j 

| | 3 y*dy = [j: 2 ];- | 

[*] 

| = - 188,25 


Problema 39. En un campo de fuerzas conservative la energfa potencial viene 
dada por la expresion: 

2 

U = 3x + -Z~ -3 yz + 35 

expresada en el SI. Calcular: 

1. La fuerza que actua sobre una partfcula colocada en el punto A (1, 2, 1) m. 

2. El trabajo realizado por el campo cuando la partfcula se desplaza del punto A 
al B (-1, 3, 2) m. 


Solution 


1) Los valores de las derivadas parciales de U seran: 
dU _ ^ _ y 1 _ 3 A" - v : 
dx x 1 x 2 


dU = _2 y_ _ 3z = 2 y - 3 xz 
dy x x 

i"-=- 3v 
n z 

en cl punto A (1.2. I): 


F = - grad U =£> F 



F = i -j + 6k N 


2) U(A) = 36 J y U(B) = 5 J y como: 

= U(A)~ U(B) 


W% = 31 J 


2 y - 3 xz 

X 


j + 3 yk 




















D) CAMPO GRAVITATORIO 


FORMULARIO 


INTENSIDAD DEL CAMPO % GRAVITATORIO CREADO POR UNA PARTfCULA: 

g(P)=-^r=~ G-^-r 

m r 


Teorema de Gauss: 


0 — g • dA = AkGM 


ENERGIA POTENCIAL DE UN CAMPO GRAVITATORIO: 

U 2 - U x = GMM' -j 

Si r 2 = 00 , convenimos U 2 = 0; entonces: 

u = - g -MML 


ENERGfA POTENCIAL DE UNA PARTICULA (m) EN PRESENCIA DE UN SISTE- 
MA DE PARTICULAS: 


m, 

U = EU X = - GmE — 
si la- distribution es continua: 

U=-Gm 


ENERGIA POTENCIAL DEL CAMPO GRAVITATORIO TERRESTRE: 

U 2 - U x = GMqM F-±-1_] = Af (g,r, - g 2 r 2 ) 

si r 2 — r x = h y r x = r 2 , entonces: 


U 2 - (/, = Mgh 

FUNCI6N POTENCIAL EN EL CAMPO GRAVITATORIO: 

dU 


m 

F = — grad U 
F 

g= -^r 


<s> dV = 


m 


=> g = - gradV 















POTENCIAL EN UN PUNTO DEBIDO A UNA DISTRIBUCION DISCRETA: 

m ,; 


V(r) = - Gl’ 

'i 

POTENCIAL EN UN PUNTO DEBIDO A UNA DISTRIBUClON CONTINUA: 

dm 


V(r) 


= - G J~~ 


Problema 40. Calcular la altura sobre el suelo a la que hay que colocar una 
masa de 100 kg para que tenga una energfa potencial igual a la que posee un 
barco de 5 000 t que marcha con una velocidad de 36 km/h (R 0 = 6 370 km, 
go = 9,80 m/s 2 ). 


Solucion 

La energia que tiene el barco a 36 km/h = 10 nVs es: 


T = ~Y Mv 2 = ~Y 5 x 10 6 10 2 J = 2,5 x 10 K J 


Como: 


[ 1 1 1 GM ( /nh 

*r - -ettJ ■ -tot 


in 


M 0 

go — G -— GM () — g 0 Ro 

Ro 


nos queda: 

MJ = m Sn R 0 h_ ^ 
Ro + h 


h = ■ 


RolU 


6,37 x 10 6 2,5 x 10 8 


mg 0 R () - AU 10 2 9,8 x 6,37 x 10 6 - 2,5 x 10 8 


m = 265,74 km 


Problema 41. Calcular la energfa potencial que posee una masa M <$: M 0 en el 
interior de la Tierra en un punto situado a una profundidad /i, supuesta esta 
homogenea y esferica de radio Ro y densidad p. 



Problema X-41-1. J 


Solucion 


Primeramente calcularemos la intensidad del campo gravitatorio fuera y dentro de la Tierra. 
Como la simetna de la distribucion nos exige que el campo sea radial, resolveremos este pro¬ 
blema por aplicacion del teorema de Gauss a una superficie esferica de radio r concentrica con 
la Tierra. El campo en P, por ser radial, sera paralelo ary tambien a dA. 


1) En un punto P a una distancia r > R () del centro de la Tierra. 


( I> = (j) g ■ dA = (j) gdA cosp = (^) gdA 
es una a 


como g solo depende de r y A es una esfera, es constante al integrar; luego: 


dA — gl-r 2 
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por otra parte: 
igualando: 


<P = 4 xGM 0 


g = G 


M 0 


=> g = ~ G 


Mo 


sacamos en conclusion que «la intensidad del campo gravitatorio que produce la Tierra en un 
punto exterior a ella es la que producina una masa puntual de masa M () colocada en el centro 
de ella». 

2) En un punto P interior a una distancia r < R 0 del centro de la Tierra. 

En este caso los argumentos de simetna son iguales. Para integrar tomaremos una esfera A\ 
que pasa por el punto P. Igual que antes r, es paralelo a dA\ luego: 


= d )' g ■ dA = (J)^ gdA 


g^~r 


y por otra parte: 


<P = 4-GM'o 

donde M' 0 es la masa encerrada dentro de A'(M' 0 < A/ 0 ), igualando queda: 

Mo „ Mq 


g = G 


=> g = - G - 



Problema X 


Sacando en conclusion que «la intensidad del campo gravitatorio que produce la Tierra en un 
punto de su interior es el que producina una masa puntual (Mo), igual a la que habria en el 
interior de la esfera de radio la distancia del centro al punto considerado». 

La expresidn de la energia potencial es: 


U, - U 2 = j~ F 


dr 


tomando como hipotesis que r 2 = 00 => U 2 = 0, o lo que es lo mismo, «la energia potencial 

de un cuerpo en el infinito es cero», tendremos: 


G(r) = 




F • dr 


Calcularemos la energia potencial del cuerpo M colocado en el interior de la Tierra a una 
distancia r = R 0 - h de su centro, midiendo el trabajo (con signo menos) realizado al trans- 
portar el cuerpo del infinito a la superficie de la Tierra, mas el realizado al transportarlo al 
punto considerado, es decir: 

' Ro 

F dr - 


U(P) 




F ■ dr 


La fuerza F sera el peso del cuerpo en el lugar en que se encuentre; por otro lado, las integra¬ 
ls a calcular no dependen del camino recorrido, tomando este a lo largo de una linea de 
fuerza podremos prescindir de la notacidn vectorial, puesto que r ■ dr = rdr\ con estas conside- 
raciones los valores de las dos integrals seran: 


f f R " f R " r • dr 

-I F dr = — M I g dr = CM 0 M J --— 


J Ro-h 


F dr = - M 


C Ro-h C Ro 

1 g 'dr = GM I 

J Ro J Rn 


m;,- 


= GM { 

r ■ dr 


1 J R< '- h Mq 


GAfoM 

/?» 


dr 


en esta ultima integral A/,', depende de r, por lo que no podremos sacarla de dentro del signo 
integral; teniendo en cuenta: 


M„ 


m:, 


4 _I?3 4 _-3 

3 -/?« 3 


M|, = — Mo 
R<> 


± 

3 












obteniendose para valor de la integral: 


- P-V 

J Ro R o J R „ 


rdr = 


GM a M 

Ri 


[ 4 ] 


Rn-H 


GM n M 

2Ril 


( 2 R t /i - h~) 



Problema X-42-1/* 


Sustituyendo en U{P ), nos quedara: 

U(P) = - 2 ~^ - [2 Rl + 2Rnh - h 2 ] 

el signo menos nos indica que en el punto considerado la energia potencial es menor que en el 
infinito. 


Problema 42. Calcular la intensidad del campo gravitatorio debido a un volu- 
men cilfndrico muy largo, homogeneo, de densidad p y radio R en puntos situa- 
dos: 

1. r > R 

2. r < R 


Solucion 

Este es un caso claro de aplicacion del teorema de Gauss, puesto que la intensidad del campo 
gravitatorio en ambos casos tiene la direccidn del radio de los cilindros coaxiales con el dado y 
toma el mismo valor en todos los puntos de la superficie lateral de cada cilindro. 


1) Aplicando el teorema de Gauss a la superficie cilfndrica de radio r y longitud /, tendremos: 


0 = 4 zGM 


siendo M la masa de su interior; y como: 


dM 

dV 



?t:R 2 1 



luego: 


0 = 4 - 2 G,c/? 2 / 


Por otra parte, aplicamos el concepto de flujo a la superficie lateral de este cilindro, y nos 
quedara: 


0 = 





gdA cosz 


pero cos? - 1, ya que ? - 0 por ir en la misma direccion ambos vectores y. ademas, por ser 
el mismo en todos los puntos del area, nos quedara: 



8 


los dos flujos calculados son iguales, puesto que el flujo que atraviesa los drculos superior e 
inferior son nulos, ya que el vector area y el vector campo son perpendiculares; luego: 

2 C' R-~ 

4 -t G?R 2 I = g2r.rl => g = -~ UK - + 

r 



2) Haciendo el mismo razonamiento que antes, aplicamos el teorema de Gauss: 


0 = 4 -GM' 


M’ = c-rl 


=> 0 = A- 2 Gprl 
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Por otra parte: 


0 = J g • dA = g ^ dA = g 2 nrl 


igualando: 


4 rrGprl = glr.rl =» g = 2-Grc =*> g - - 2rzGpr 


Problema 43. Supongamos que en el espacio intergalactico (fuera de toda in- 
fluencia de cuerpos celestes) definimos un sistema de ejes rectangulares. Dos 
particulas de masas 4 y 5 kg las colocamos en (0. 0) y (0, 3), medidas estas coor- 
denadas en metros. Calcular: 

1. La fuerza con que se atraen. 

2. La intensidad del campo gravitatorio en el punto A (4, 0) m creado por las dos 
particulas. 

3. El trabajo realizado al transportar en presencia de estas dos particulas otra de 
masa 3 kg desde el punto A al B (6, 7) m. 

Solution 


1) La fuerza en modulo sera: 

m y m 


F = G 

rf 

en la direction de r 3 . 


.. 4 x 5 

= 6,67 x 10" n -= 14,82 x KT 11 N 


2) El procedimiento a seguir, «en general», es calcular primeramente la funcion de punto 
potencial V(P) y por derivation se obtiene la intensidad del campo; puesto que: 

g = - gradV(P) 

el valor de V(P) para cualquier punto P(xy) sera en nuestro problema: 


V(P) = - Gl' — = - G 

r, 

entonces: 


[ — + m - 1 - - G f + m 2 ~[ 

r, r 2 J L Vx 2 + y 2 V * 2 + (y - 3) 2 J 


gx= ~ 


_ _ g r m ' , i 

A L (* 2 + y 2 ? n [x 2 + (v - 3) 2 F- J 

dl/ rn\y rn 2 (y - 3) ] 

8y ~ ~ TT L + r) OT + + (.v - 3) 2 F J 

si hacemos A = P. queda x = 4 e y = 0; se obtiene: 

g„ = - 6,67 x 10'" 4 + -jr -J = - 0,41 x 6,67 x 10'" nVs’ 

g, = - 6.67 x 10'" 5 * 3 j = 0.12 x 6,67 x 10" nVs’ 


luego: 


g = (-0,41/ + 0,12y)6,67 x 10 " m/s 2 



Problema X-43-1 


• P(xy) 


A ( 4 , 0 ) 

X 
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OTRO PROCEDIMIENTO A SEGUIR: 



Problema X-43-2. 3 


5 = 5i + 52 = 5x + 5y 


los modulos de g, y g 2 son: 


81 = G 


rr\\ 


g2 = C- 


y como: 


siendo: 


gx = gxl + 5x2 

gy = 5yl 5y2 


luego nos queda: 


5xl = 51 c OSa 

5yi = 5isena 
cos p = - 

5xi — ”' 5i 

£yl = 0 


gx 2 = &«*£ 
«y2 = ftSeitf 


r-> 


senfi = 


con lo que se obtiene: 


5x2 = ” 52 


5y2 = 52 


[s, + -7T^]‘ + 

sustituyendo los valores de g } y g 2 , nos queda: 

[ ✓ m. m->r, \ m->r 3 T 

■(—•*-r) ,+ -r y J 


m, = 4 kg 
= 5 kg 


4 m 


r 2 = VVf + r 2 = V" 16 + 9 = 5 m 
r 3 = 3 m 


C = 6,67 x 10 


-n N • nr 

kg 2 


Luego el valor de g escrito en el sistema Giorgi sera: 


/ 4 + 5 x 4 \ 

1/+ 5X3 #1 

| 6,67 x 

V 16 5 3 J 

> ' 5 3 7 J 

| g = (- 0,41/ + 0.12y)6,67 x 10 

“ n m/s 2 


3) Teniendo en cuenta que una particula de masa m colocada en un punto, a una distancia r 
de otra masa m\ tiene una energia potencial: 

U = - G = mV 

r 

Una partfcula de masa m colocada en un punto a distancias: r,, r 2 , r 3 , ... r n , respectivamente, 
de un sistema de particulas de masas: m ]% m 2 , m 3 . /?? n ; tendra una energia potencial: 


(7 = 1'6/i = - GmX 


m t 
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El trabajo en el transpose de la masa m = 3 kg del punto A al punto B vendra medido por: 

= U A - U B 

y como: 

U A = mV A = - 3 x 6.67 x 10 11 + -|-J = - 40.02 x 10'" J 

U„ = mV B = - 3 x 6.67 x 10 T j _ + ——1 = - 22.55 x 10'" J 

L V85 V52 J 

luego: 


W* = U A - U B = - 17,47 x IQ-" J 


Problema 44. A 9 m de distancia de la superficie de una esfera de 1 000 kg y 
1 m de radio se situa una masa de 500 g. 

1 . ^Cual es su energia potencial? 

2 . ^Cual es el potencial gravitatorio en dicho punto? 

Solucion 

1) Si convenimos que en el infinito U = 0, entonces: 

U = - c ■ MM - = - 6.67 x 10 " 1 000 * °- 5 = _ 3,34 x 10' 9 J 
r 10 

2) El potencial gravitatorio sera: 

V = - G— = - 6,67 x 10'" 1 ,°° Q = - 6.67 x 10' 9 J/kg 

r 10 



Problema X-44 


Problema 45. 1 . Calcular la intensidad del campo gravitatorio creado por una 

varilla delgada y homogenea de longitud L y masa M en un punto situado en el 
eje de la varilla y a una distancia a de su extremo. 

2 . Calcular la energia potencial que tiene una particula de masa m colocada en 
dicho punto. 


Solucion 


1) Para cualquier punto del eje OX distante x del elemento dx y distante a del extremo la 
funcion potencial en el sera una funcion de a\ calculada V(a) y teniendo en cuenta la 
unidimensionalidad del problema, tendremos que: 

g = ” gradV(a) -- i 


Via) 


. _ _ c? f L -^L = c> , ln a 

J , ^ J . x L + a 


en la que hemos llamado / a la «masa de la unidad de longitud»: 

dm M KA . , 

/ = — ; — = —;— => M = /.L 
dx 


dx 


g P 


X 


L 


=> M = /.L 


Problema X-45 


283 

















derivando: 


dV . = _ G'/.L . = _ GM . 

4a 1 a(L + a) 1 a(L + a) 


2 ) 


U(a) = mV(fl) = mGAln 


a 

L + a 


CA^in 


a 

L + a 


Problema 46. Calcular la fuerza gravitatoria ejercida por un anillo de masa M y 
radio R sobre una partfcula de masa m situada en el eje del anillo y a una distan- 
cia x. 


Solution 


dl 



El procedimiento a seguir sera calcular V(P ), de donde se obtendra: 

g = - gradV => F = mg 

Llamando A a la «masa de la unidad de longitud» del anillo: 
dm M 


A = • 


=> M - A2 -R 


dl 2xR 

el valor de la funcidn potencial dV creada por el elemento dl de masa dm = A dl en P sera: 


dV = - G 


dm 


= - G- 


A4/ 


Vjt + « 2 


integrando: 


V(/>) -^- (£<// - 0 2 kR _ - GM - 

Vjc 2 + R 2 J V * 2 + R 1 Vx z + R 2 


luego: 


JT/ dV . GMx 

g — — gradV = — - i -- 

dx (R 2 + x 2 )* 2 


quedandonos: 


F = mg = — 


GMmx 


(R 2 + x 2 ) 3 ' 2 
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Capitulo XI 


LEYES DE CONSERVACION 


A) CONSERVACION DE LA ENERGIA 

- FORMULARIO - 

CONSERVACION DE LA ENERGIA DE UNA PARTICULA EN UN CAMPO CON¬ 
SERVATIVE): 

T + U = Ct e 

CONSERVACION DE LA ENERGIA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS EN UN 
CAMPO DE FUERZAS CONSERVATIVO: 

(T + U) - (T 0 + U 0 ) = W ext 

CONSERVACI6N DE LA ENERGIA DE UN SISTEMA DE PARTfCULAS CUANDO 
ACTUAN FUERZAS CONSERVATIVAS Y DISIPATIVAS: 

(T + U) - (To + u 0 ) = W ext + W R 

Equivalence calor-energia: 

1 caloria = 4,18 JULIOS 


Problems 1. Desde que altura tendri'a que caer un coche para equiparar con la 
energia que posee cuando marcha a 100 km/h. 

Solucion 

T + U = ct c => Mqh = — Mv~ =*. 

2 


h = 


10 " 


2g 3 600 2 x 2 x 9,8 


= 39,4 m 


Problema 2. Desde una cierta altura dejamos caer un cuerpo y llega al suelo con 
velocidad v x \ si en vez de abandonarlo lo lanzamos verticalmente hacia abajo con 
velocidad v 2 , ^con que velocidad llega al suelo? 
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Solution 


T + U = ct c 


Mgh = -L Mv] 
Mgh + ~y Mv\ 


~Y Mv 5 


-i- Mwj + -i- A/v 2 


AM =i> 


v 3 = Vvj 


+ *2 


Problema 3. Desde una torre de 30 m de altura se lanzaTin objeto de masa 
0,10 kg con una velocidad de 16 m/s en una direction que forma un angulo de 45° 
con la horizontal. ^Cual es la energia total (cinetica y potencial) despues del 
lanzamiento? ^Cual es su velocidad cuando se encuentra a 10 m sobre el suelo? 
No tomar en consideration la resistencia del aire. 

Solution 



1) 

T 0 = -y- Mv\ = 0,1 x 16 2 = 12,8 J 

U 0 = Mgh 0 = 0,1 x 9,8 x 30 = 29,4 J 

2 ) 

T„ + U a = T + U =* ~y Mv s + Mgh 0 = -j- Mv 2 + Mgh 

v = Vv^ + 2g(b n - h) = Vl6 2 + 2 x 9,8 (30 - 10) = 25,45 m/s 

Observese que es independiente del angulo de lanzamiento y, por tanto, el proyectil lanzado 
con la velocidad v 0 con un angulo cualquiera tendra la misma velocidad cuando se encuentre a 
10 m del suelo. 


W = T 0 + U 0 = 42,2 J 


Problema 4. Un canon de 30 cm de diametro y 15 m de longitud lanza un 
proyectil de 350 kg comunicandole una velocidad inicial de 900 m/s y llega al 
bianco con una velocidad de 540 m/s. Se supone que el movimiento del proyectil 
dentro del tubo del canon es uniformemente acelerado, debido a la fuerza cons- 
tante de los gases de combustion de la polvora. Se desea saber: 

1. Aceleracion del proyectil dentro del tubo del canon. 

2. Tiempo invertido para recorrer la longitud del tubo del canon. 

3. Fuerza ejercida por los gases de la polvora sobre el proyectil. 

4. Presion de estos gases sobre la base del proyectil. 

5. Energia cinetica del proyectil a la salida del canon y su llegada al bianco. 

6. que altura se encuentra el bianco? 


Solution 


l) 


Vo 

TT 


81 x io 4 
30 


27 000 m/s : 
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2 ) 


3) 


v 0 = at => t = 


v 0 


900 


ft = — Mvl * F= 2s 


a 27 000 
Mvl 350 x 81 x 10 J 


3,3 x 10' 2 s 


30 


945 x 10 4 N 


4) 


p = -L = _Z_ = 945_x_10 4 N/cm2 _ 945 X 101 = , 364 lg k /cm a 
A -r ?r0,15 2 9,8>rl5 2 


5) 


ro = ~y Mvl = -i- ^$- 900 2 = 144,64 x 10 5 kgm 
T = Mv 2 = -j- -y|- 540 2 = 52,07 x 10' kgm 


6 ) 


T 0 + U 0 =T + U 
U o = 0 


11 Vo - v 2 900 2 - 540 2 

— Mva = — + A/g/i =*> h = -^— = — 2 x 9 8 — = 26 449 m 


Problema 5. Se dispara un proyectil de 300 gramos con velocidad inicial de 
400 m/s, formando un angulo de 60° con la horizontal. Calcular: 

1. Alcance. 

2. Energias cinetica y potencial: a) al salir, b) a los 5 s, c) en el punto mas 
elevado. 


l) 


2 ) 


Solution 

V 5 sen 29 16 x 10 4 sen120° 


8 


9,8 


= 14 139 m 


a) T„ = -y- Mvr, = -L 16 x 10 4 = 2 449 kgm 


U„ = 0 

b) v x = w„C 0 S 9 = 400 ~y = 200 m/s 

v y = v 0 sen 9 - gt = 200 VT- 9,8 x 5 = 297 m/s 
T = -i- Mv 2 = 4- 44- < 200 ' + 297 2 ) = 1 962 kgm 

2 2 9,o 


Vv 2 + v’ 2 = V200 2 + 297 2 nVs 


r + U = ct“ => T„ = T + U => U = T„- T = 2 449 - 1 962 = 487 kgm 

C) r = 4- Mw 2 = 2- A^ficos 2 ? = -i- 44- 16 x 1QJ x °- 5 ' = 612 k 8 m 

2 2 2 y,o 

T n =T+U-T + U' =t> U' = r„ - r = 2 449 - 612 = 1 837 kgm 
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Problema 6. El calor de combustion del carbon vegetal es, aproximadamente, 
8 000 cal/g. Calcular la masa de carbon que habrfa que quemar para elevar un 
bloque de piedra de una tonelada a una altura de 341,6 m si el calor se transfor- 
mase integramente en energfa mecanica. 

Solucion 

La energfa producida al quemarse M g de carbon es: 

W = 8 000 A/ cal = 8 000 x 4,18 M J 

expresado M en g. 

La energfa necesaria para elevar 1 000 kg a 341,6 m es: 

W = Mgh = 10 3 x 9,8 x 341,6 J 
igualando y despejando M , nos queda: 


10 3 x 9,8 x 341,6 
8 000 x 4,18 


g = 100 g 


Problema 7. Un camion cuya masa es de 10 t marcha a una velocidad de 
60 km/h. Determinar: 

1. Su energfa cinetica. 

2. Cantidad de calor que se produce en sus frenos cuando se detiene por su 
action. 


Solucion 


1 ) 

2 ) 


_ 60 000 50 

V = „ = — y m/s => 


3 600 


T= -L Mv 2 = -L 10- = 1 


388 889 J 


Toda la energfa calculada se ha transformado en calor, expresada esta en cal: 


T = Q = 1 3 4 88 18 889 cal = 332 270 cal 



Problema XI-8 


Problema 8. Un atleta A, de 70 kg de masa, se lanza contra el extremo de un 
tablon apoyado en un punto, desde una altura de 3 m. En el otro extremo del 
tablon se encuentra un chico B, de 35 kg. Suponiendo que las 2/3 partes de la 
energfa cinetica de A se transmiten al chico B t calcular la altura a que este ascen- 
dera. 


Solucion 

La energfa potencial del atleta se transforma en cinetica; 2/3 de esta en cinetica del chico B, y 
6sta en potencial de tal chico. En definitiva, los 2/3 de la energfa potencial de A se transforman 
en energfa potencial de B, en el punto mas alto de su ascenso. 

Mgh = M'gh' => 


W = 


2 Mh 

3 M' 


2 x 70 x 3 
3 x 35 


= 4 m 
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Problema 9. Una bola de acero, cuya masa es de 500 g, cae sin velocidad inicial 
desde una altura desconocida sobre un piano horizontal. La velocidad en el mo¬ 
menta del choque es de 44,25 m/s. 

1. ^Desde que altura cae la bola? 

2. Si despues del choque la bola asciende hasta una altura de 15 m, ^que canti- 
dad de calor se desprendio en el choque? 

Solucion 

1) 

1 v 2 44 25 2 

Mgh = — Mv 2 =s> h = — = = 100 m 

2) La energia transformada en calor en el choque con el suelo es: 

AW = Mgh - Mgh' = Mg (h - h') = 0,5 x 9,8 x 85 J = 0,5 x 9,8 x 85 x 0,24 cal = 100 


Problema 10. Una pelota se deja caer al suelo desde 2 m de altura. Suponiendo 
que en cada choque contra el suelo se pierde en forma de calor el 10 % de la 
energia cinetica, calcular la velocidad de la pelota a la salida del segundo choque 
y la altura a que llega despues de realizado este. 


Solucion 


En el primer choque llega al suelo con una energia cinetica igual a la primitiva potencial, de 
valor: 

U= Mgh 

cuyo 90 % se transforma en potencial, al llegar la pelota al punto mas alto de su trayecto, y 
vuelve a transformarse en cinetica durante la caida; en el nuevo choque vuelve a perder un 
10 % de la energia cinetica que lleva, saliendo del segundo choque con una energia cinetica: 

-j- Mv 2 = 0,9 x 0,9 Mgh [1] 

a la que corresponde una velocidad: 

v 2 = 2 x 0,9 x 0,9 gh = l,62g/i => 

La energia cinetica de la pelota a la salida del segundo choque [1] se transforma en potencial: 

0,9 x 0,9 Mgh = Mgh ' 

a la que corresponde una altura: 

h' = 0,9 x 0,9/i = 0,81 x 2 = 1,62 m = 1,62 m 


v = Vl,62 x 9,8 x 2 nVs = 5,63 m/s 


Problema 11. Un motor electrico cuyo rendimiento es del 85 % tiene que accio- 
nar un montacargas que pesa vacio 437 kg y que puede cargarse con 1 537 kg 
mas. El montacargas tiene que elevarse hasta 24,6 m de altura, tardando en ello 
35 s. ^Cual ha de ser la potencia media del motor? Si el arranque, tiempo que 
tarda en adquirir la velocidad de ascension, dura 2,1 s. ^Que potencia precisa 
tener el motor durante este periodo? <,Y cual es la potencia que necesita tener en 
el descenso del montacargas en vacio y a la misma velocidad? 






Solution 


1 ) 


2) 


P = 


(M, + M 2 )gh 


(437 + 1 537) 24,6 
35 x 0,85 x 75 


21,76 CV 


P = 


(Mi + M 2 )ghi + ~y (Mi + M 2 ) v 2 

hr, 


Supuesto an movimiento uniformemente acelerado hasta alcanzar la velocidad de regimen v 
con la que continua en la segunda etapa, tendremos: 

r, = 2,1 s t 2 - 32,9 s h = 24,6 m 

hi = vt x h 2 = vt 2 h = hi + h 2 

24,6 = -j- v2,i + v32,9 =s> v = 0,73 m/s 

h, = -L v/, = -j- 0,73 x 2,1 = 0,76 m 


luego: 


(437 + 1 537) 0,76 + 


P = 


\_ 437 + 1 537 
2 9,8 


0,73 2 


2,1 x 0,85 x 75 


= 11,61 CV 


3) 


P = Fv 


Mgv 437 x 0,73 

F = Mg 

=$> 

P = - n oc - c CV - 5 CV 

r t 0,85 X 75 
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Problema XI-12 


Problema 12. Una masa de 5 kg se mueve sobre una superficie horizontal sin 
rozamiento, con la velocidad de 4 m/s, y choca frontalmente con un muelle elasti- 
co de masa despreciable y de constante recuperadora 1 kp/cm. Determinar: 

1. La energfa cinetica del sistema en el momento en que la masa alcanza el 
muelle. 

2. La compresion maxima del muelle. 

3. Velocidad de la masa cuando el muelle se ha comprimido 10 cm. 


Solution 


1 ) 

T = -J- Mv 2 = -i- 5 X 16 =40 J 


2) El trabajo efectuado al comprimirse el resorte una distancia x a partir de su longitud inicial 
es: 


w = -Lkx 2 
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luego: 



La ecuacion de la energia en todos los casos es: 



3) 


v, = 2 vs 
h x = lh 2 


M 2 gh 2 — -y- M 2 v 2 + 2M,g/1 2 + 2M\V 2 



W 2 - 2M~ 

M 2 + 4Af, 



2 x 9,8 x 2 


1 QUO - 2 x 100 

1 000 + 4 x 100 


= 4,7 m/s 
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Problema 14. Un ciclista con su bid pesa 80 kp. Partiendo del reposo y sobre un 
camino horizontal, tarda un minuto en alcanzar la velocidad de 18 km/h ejercien- 
do una fuerza que supondremos constante. Los rozamientos equivalen en total a 
una fuerza constante de 15 kp. 

1. Calcular la fuerza motriz ejercida por el ciclista. 

2. Calcular el trabajo realizado por el ciclista durante el primer minuto y la po- 
tencia media que ha desarrollado. 

3. Si una vez alcanzada la velocidad de 18 km/h deja de pedalear, ^que distancia 
recorrera en esas condiciones? El camino es horizontal. 


Solucion 


1 ) 


v = 5 m/s 


Fs = -y Mv 2 + Rs 



2 ) 



15,68 x 5 x 60 
2 


= 2 352 kgm 



3) 




Problema 15. Un automovil de 1 425 kg de masa parte del reposo sobre una 
pista horizontal. Suponiendo que la resistencia al avance es constante y vale 
15 kg, calcular: 

1. La aceleracion que es preciso comunicar al auto para alcanzar la velocidad de 
120 km/h en 800 m. 

2. El trabajo que habra realizado el motor desde el momento de partir hasta 
que alcanza la velocidad de 120 km/h. 

3. La potencia que desarrolla el motor en el momento en que ha alcanzado los 
120 km/h. 

4. En el preciso instante en que se alcanza la velocidad de 120 km/h desconecta- 
mos el amotor de la transmision, ^que trayecto recorrera aun el auto hasta parar- 
se?, ^cuanto tiempo tardara en pararse? 


Solucion 



v = 120 km/h = 


3 600 


3 


















1) 


v = V2 as => a 


10 4 


2s 9 x 2 x 800 36 


25 m /c2 

= 


2 ) 


W = ft = 4- Mv 2 + fa = 4- -Up- -^p- + 15 X 800 = 92 782,3 kgm 
2 2 9,8 9 


3) 

P = Fv 
F- R = Ma 

4) 
dW 


P=(« + Ma)v=(l5 + -ii|5--|-) T m_ = 51,5CV 


= F ■ dr = d ^-1- Mrj =» Ks = Mv 2 


=> , = „ U 25 * 1()4 „„ m = 5 385 m 


r d(Mv) 

F = --- => /?/ = Mv => t 

dt 


2R 9 x 2 x 15 x 9,8 

Mv 1 425 x 100 


R 3 x 15 x 9,8 


s = 323,1 s 


Problema 16. Una locomotora arrastra un tren de 500 t. Sabiendo que en 
conjunto las resistencias equivalen a 5 kg por tonelada. Calcular: 

1. El esfuerzo de traccion, a velocidad constante en horizontal. 

2. Si alcanza 72 km/h en 100 m, ^cual sera el esfuerzo durante este periodo de 



F = F + R = Mgscn * + R = 5 x 10 5 + 2 500 = 7 500 kp 


Problema 17. Se ha de arrastrar por el suelo un fardo que pesa 100 kg aplicando 
una fuerza de 50 kp (coeficiente de rozamiento ,u = 0,3). ^En cual de las siguien- 
tes direcciones nos convendra aplicarla para conseguir mayor efecto?: 

1. Tirando horizontalmente. 

2. Tirando hacia arriba en direccion que forme un angulo de 30° con la hori¬ 
zontal. 
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3. Empujando hacia abajo tambien en direction 30° con la horizontal. Calcular 
en uno cualquiera de los casos anteriores la production de calor por rozamiento si 
el fardo se arrastra 10 m. 


Solution 




N 


Mg 


Fserv 




1 

R 2 


! Fm.p 




Mg 


*3 




N 


Fcosv 


r <Prr+~- 


Fsenv 

Mg 


Figura XI-17 


i) 


F - R, = Ma , 

/?, — ixMg 


F, = Ma, - F - >xMg = 50 - 0,3 x 100 = 20 kp 


El trabajo que se transforma en calor debido al rozamiento en los 10 m de recorrido es: 


IV, = R t s = iiMgs = 0,3 - 9,8 x 10 = 300 kgm 

7,0 


2 ) 


Fcosp - R 2 = Ma 2 
R 2 = ix {Mg - Fsenp) 


=> F 2 = Ma 2 - Fcosp - n(Mg - Fsenp) 


F 2 = 50 - 0,3 ^100 - 50 -i-j = 20,8 kp 

el trabajo disipado en forma de calor es: 

iv, = r 2 s = u (Mg - F sen?) * = 0,3 ^ 100 - 50 10 = 225 kgm 

3) 


Fcosp - Ry = May 


Ry = u(Mg + Fsenp) 


=> Fy = May = Fcosp - tx{Mg + Fsenp) 


F, = 50 0-3 (l00 + 50 -i-) = 5,8 


kp 


y la energia disipada en forma de calor por rozamiento es: 

iv, = R ,5 = ,«(Mg + Fsen f )s = 0,3 ^100 + 50 10 = 375 kgm 


La fuerza activa mayor, productora de la mayor aceleracion, corresponde al caso 2, que es, 
tambien, en el que se disipa menor energia. 


Problema 18. Desde lo alto de un piano inclinado 30° sobre la horizontal se deja 
caer un cuerpo de masa 1 kg que desliza sobre el piano, siendo el coeficiente de 
rozamiento 0,2. Determinar: 

1. Aceleracion de bajada. 

2. Tiempo que tarda en recorrer 10 metros en el piano. 

3. Velocidad final recorridos los 10 metros. 
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Solution 


El problema se puede resolver aplicando la dinamica, pero lo resolveremos por consideracio- 
nes energeticas. 


Mgh = -y Mv 2 + *Mgl cos? 



U = T + W. 


gl sen? = — v 2 + ixgl cos? 


rozamicnto ^ 


h = / sen? 


= V2g/(sen? - jucos?) = V : 2a/ 


V 


Problema XI-18 


1 ) 



2 ) 



3) 


V = V2 x 3,2 x 10 = 8 nVs 


Problema 19. Para descargar de un camion un fardo de 100 kg es necesario 
inclinar el suelo del camion un angulo de 60°. Calcular: 

1. El coeficiente de rozamiento entre el fardo y el suelo del camion. 

2. El calor que produce el rozamiento del fardo durante la descarga y en un 
recorrido de 2 m. 


Solution 


1) Si queremos hacer un esfuerzo minimo (en este caso, nulo), dejamos que el cuerpo, por 
esa pendiente de 60°, deslice con movimiento uniforme, de esta manera la componente del 
peso paralela al suelo del camibn y la fuerza de rozamiento ser&n iguales: 



2 ) 


W = Rl = uA/g/cosp = VT"x 100 x 9,8 x 2 x 0,5 = 1 697,4 J 


que, expresado en calorias: 


u/ 1 697,4 , . 

W = ——— 2 — = 406 cal 
4,18 
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Problema 20. Un cuerpo de 2 kg se desliza por una rampa inclinada 45° sobre 
la horizontal, siendo el coeficiente de rozamiento de 0,2. Calcular: 

1. Espacio recorrido al cabo de 3 s de iniciarse el movimiento. 

2. Velocidad al cabo de dicho tiempo. 

3. Valor que deberia tener el coeficiente de rozamiento para que descendiera con 
movimiento uniforme. 

4. En este caso, ^cuanto valdria el calor desprendido por causa del rozamiento, 
en un recorrido de 10 m? 


Solution 



2 ) 

3 ) 

4) 



/ 


2 x 25 
3 


16,7 m/s 


ix = tag? = tag45° = 1 


W R = (xMgl cos? = 2 x 9,8 x 10 


VT 

2 


138,6 J 


que, expresado en calorias, es: 


w * m 'Tn‘ cal = 33 ' 2cal 


Problema 21. En lo alto de un piano inclinado cuya longitud es 20 m y cuya 
inclination es 30° abandonamos un cuerpo, dejandolo en reposo, para que deslice 
libremente. El cuerpo pesa 10 kg y el coeficiente de rozamiento vale 0,2. 
Calcular: 

1. La aceleracion de cafda del cuerpo a lo largo del piano. 

2. El tiempo que tardara en llegar al suelo. 

3. La energia cinetica con que llegara al suelo. 

4. El calor producido por el rozamiento hasta llegar al suelo. 
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Solution 


1) (Ver figura dei problems anterior.) 


2 ) 


3) 


4) 


Mgh = y Mv 2 + W R 


Mgl sen? = —y Mv 2 + pMgl cos? 


h = /sen 9 
W R = /xMgl cos? 

v = V 2 g/(sen 9 - /UCOS 9 ) = V 2 a/ 


a = g(sen 9 - ( uCOS 9 ) = 9,8 -0,2 —y~^ — 3,20 m/s' 


/=-y^ => 


V1F- VW-^ 


r = -i- Mv 2 


V = V2 fl/ 


7 = -y A/2fl/ = Mfl/ = 10 x 3,20 x 20 = 640 J 


vr 

W R = (xMglcos? = 0,2 x 10 x 9,8 x 20 -yL = 339,48 J 


que, expresado en calorias, es: 


VV R = = 81.2 cal 


Problema 22. Un cuerpo de masa 100 g se impulsa a lo largo de un piano incli- 
nado 30° con velocidad instantanea de 5 m/s, ascendiendo por el piano y al final 
se para. El coeficiente de ronzamiento del cuerpo con el piano es de 0,2. Deter- 
minar: 

1. La longitud de piano que recorre el cuerpo hasta que se detiene. 

2. Trabajo de la fuerza de rozamiento. 

3. Aumento de la energfa potencial del cuerpo en el momento en.que se para. 


Solution 
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2) 


3) 


W R = Rl = nMgl cosp = 0,2 x 0,1 x 



0,03 kgm 


U = Mgh = Mglsen? = 0,1 x 1,9 ~~ = 0,09 kgm 


Problema 23. Un cuerpo de masa 10 kg desliza bajando sobre un piano inclina- 
do 30° sobre la horizontal. El piano tiene una longitud de 5 m y a continuacion de 
el hay un piano horizontal. El coeficiente de rozamiento del cuerpo con el piano 
es de 0,25 y del cuerpo con el piano horizontal de 0,3. El cuerpo empieza a 
moverse desde la parte superior del piano inclinado. Determinar: 

1. Velocidad del cuerpo al llegar al piano horizontal. 

2. Espacio recorrido en el piano horizontal hasta que se para. 

3. Cantidad de calor desarrollada como consecuencia del rozamiento. 



Solution 


1 ) 


Mgh = -j- Mv 2 + W Ri 

h — /]Senp 

W Rl = fX\Mgl\ cosp 


Mgl } sen? = -i- Mv 2 + Mgl } cosp 


= V2g/j(sen? - ^ cosp) = 2 x 9,8 x 5 - 0,25 = 


5,3 m/s 


2 ) 


— Mv 2 = fx 2 Mgl 2 =$> 


U = 


5,3 2 


2 u 2 g 2 x 0,3 x 9,8 


= 4,7 m 


3) Llamando W R] al trabajo del rozamiento en el piano inclinado y W R , en el horizontal: 
W = W R{ + W R: = cosp + ,u 2 / 2 ) = 10 x 9,8 ^0,25 x 5 x + 0,3 x 4,7^ = 244 J 

expresado en calorfas: 


w = -M- = 58.4 cal 
4,18 


Problema 24. Se tiene un piano inclinado sobre la horizontal 30° y de longitud 
10 m. ^,Que velocidad paralela al piano debe de comunicarse a un cuerpo que 
pesa 1 kg para que al llegar al final del piano su velocidad sea cero? El coeficien¬ 
te de rozamiento entre el cuerpo y el piano vale 0,1. (,Oue tiempo ha tardado el 
cuerpo en recorrer el piano? El cuerpo, una vez que se ha parado, inicia el des- 
censo por la accion de su propio peso. ^Que velocidad tendra al llegar al punto 
donde partio? 
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Solution 


T 0 = U + W. 


rozamiento 


1) 


— Mvl = Mgh + ixMgl cos? 
h = /senp 


— vo = g/senp + fxgl cosp 


v 0 


= V2g/(senp + t u cosp) = 10,7 nVs 


2 ) 

3) 

T 0 =T+W, 


/ = -j- v/ => 


Vq 



rozamiento 


=> -i- A/vo = -y- A/v 2 + 2,aA/g/cos9 => 


' = Vvo - 4/xg/cosp = 9 nVs 


Problema 25. Sobre un piano inclinado un angulo de 30° con la horizontal se 
lanza hacia arriba y por la lmea de maxima pendiente un cuerpo de masa 100 g y 
velocidad inicial de 10 m/s. Siendo el coeficiente de rozamiento del cuerpo con el 
piano 0,2. Determinar: 

1. Espacio que recorre el cuerpo sobre el piano hasta que se para. 

2. Incremento de la energia potencial del cuerpo en ese momento. 

3. Calor desprendido por efecto del rozamiento. 

4. Alcanzada la altura maxima, el cuerpo desciende; ^cual es su velocidad al 
pasar por la position inicial? 


Solution 


1 ) 


-y- Mvl = Mgh + W R 
h = /senp 


~Y~ = A/g/senp + uMg/cosp 


W R = uMglc 0 S 9 


/- v » 

100 

— 76m 

2g(senp + .acosp) 2 x 9,8 | 

(4-. 0.2 Vi) 

1 


J U = Mgh = Mgl senp = 0,1 x 9,8 x 7,6 x 0,5 = 3,7 J 
3) 

W R = <xMgl C0S9 = 0,2 x 0,1 x 9,8 X 7,6 x = 1,3 J 
que, expresado en calorias: 

W R = cal = 0,3 cal 
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4 ) 


fJiMVo cos? 
sen 9 + (xcos 9 


— Mvl = — Mv 2 + W p 
2 2 


W R = 2 [xMgl cos? 
/ = 


Vo 2 


2g(sen9 + jtxcos9) 


y- Mvl = -i- Mv 2 + 


v = v 0 




2fxcos<p 


sen 9 + [xcos<p 


= \/- 


sen9 — ,u COS9 
sen9 -f jtxcos9 


V = 10 


a/-—- 
V 1+0,: 


- 0,2 VT" _ 6 9 jjyfg 


,2 VT 


Problema 26. A lo largo de un piano inclinado un angulo 9 , cuya tag<p = 0,3, y 
de coeficiente dinamico de rozamiento entre la superficie del piano y el movil 
fx = 0,3, se desplaza un cuerpo que pesa 100 kp. La altura del piano es de 50 m. 
Calcular: 

1. Fuerza minima horizontal necesaria para subirlo con movimiento uniforme. 

2. Fuerza paralela al piano para subir el mismo en 10 s con movimiento unifor- 
memente acelerado. 

3. Trabajo desarrollado y en que se ha invertido. 

4. Potencia media desarrollada. 



l) 


Solution 

F 1 = FCOS9 

F, = F 2 + R F 2 = Mgsen<p 

R = n(N } + N 2 ) = fx[Mgcos<p + Fsen 9 ] 

FCOS 9 = Mg sen 9 + t uMg COS 9 + fxFstn<p => F = Mgtag<p + /xMg + //Ftag 9 : 


/x + tag 9 0,3 + 0,3 

F = Mg — -= 100 -- n w n „ = 66 kp 


1 - (x tag 9 


1 - 0,3 x 0,3 


2) y 3) El trabajo de la fuerza F se emplea en aumentar la energfa potencial al subir el cuerpo 
a la altura h, en la energfa cin6tica adquirida al final del piano y en el trabajo de la 
fuerza de rozamiento. 

FI = Mgh + -y- Mv 2 + (xMgl COS9 


/ = 


sen? 


1 

vl * V- 21 - 

2 h 


2 

t 

/sen9 



II 

£sen? + 






sen9 = - 

— = 0,29 


V1 + tag 2 9 

: =-15L r 9 ,; 

9,8 [ 


Fh 

> - 

sen 9 

2h 

Fsen9 

COS 9 = 


1 4 ^ 2 

= Mgh + — A/ —-- 

2 Fsen 2 9 


J/A/g/l COS9 

sen9 


+ fxg COS9 


V1 + tag 2 ? 


• = 0,96 


,8 x 0.29 + — 2 x 50 + 0,3 

10 2 x 0,29 


x 9,8 x 0,96 J = 


93 kp 


W 


_ it, _ Fh 93 x 50 , i 

~ f/ ~l^T = - z li39- = 16 034 k g m I 
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4 ) 


P = — = 7 Q 34 = 1 603,4 kgm/s = 21,37 CV 


Problema 27. Un bloque de 5 kg se lanza hacia arriba, por la lfnea de maxima 
pendiente, sobre un piano inclinado 37°, con una velocidad inicial de 9,8 m/s. Se 
observa que recorre una distancia de 6 m y despues desliza hacia abajo hasta el 
punto de partida. Calcular la fuerza de rozamiento que actua sobre sobre el blo¬ 
que y la velocidad de este cuando vuelve a su position inicial. 

Solucion 

1 ) 


To = U + W r02amicnt0 => -y Mvl = Mglsen<p + Rl 


R = M | 

[-3- _gsenf ] 

H 

r 9,s 2 1 

[ 2x6 - 9,8sen37°J 

| = 10,5 N 


2 ) 

T 0 = T + trabajo del rozamiento al subir y bajar 
-i- Mvl = ~y Mv 2 + 2 Rl =» 


Problema 28. Por un piano inclinado 30° sobre la horizontal se lanza hacia arri¬ 
ba un cuerpo de masa 5 kg con una velocidad de 10 m/s, siendo el coeficiente de 
rozamiento entre el cuerpo y el piano 0 , 2 . 

1 . ^Cual sera la aceleracion de su movimiento? 

2 . ^Que espacio recorre hasta que se para? 

3. <i,Que tiempo tarda en pararse? 

4. Una vez que se para empieza a descender, ^con que velocidad pasa por el 
punto de partida? 


- V 1 - t - V ^ 7 


4 x 10,5 x 6 


= 6,7 m/s 


Solucion 


1 ) 


To U ^rozamiento 

v 0 = V2g/(sen9 + ,u cos?) = VJjajT 


=> -y Mv 5 = Mg/senp + .uMg/cosp 


w 


= gfsen? + tx cosp) = 9,8 + 0,2 = 6,6 nVs 2 


2 ) 

3) 

4) 




= V2R7 


Vo = \a\t =s> 



, vl 

100 

=*> 

l ~ 

■ =-= 7,6 m 


2\a\ 

13,2 


Vo 10 

t = -=-= 1,5 s 

\a\ 6,6 


T () = T + ^pzamiento => — Mv% = — Mv 2 + 2uMg/COS? => 


= V Vq - 4{xglcos? = 7 m/s 
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Problema 29. Un cuerpo A de 10 kg reposa sobre una mesa horizontal, y esta 
unido mediante un hilo que pasa por la garganta de una polea, situada en el 
horde de la mesa, al cuerpo B, de 5 kg, que pende libremente como una ploma- 
da. Al dejar en libertad este sistema se pone espontaneamente en movimiento: el 
cuerpo B cae verticalmente, arrastrando en su caida al cuerpo A, que se deslizara 
horizontalmente sobre la mesa. Si el coeficiente de rozamiento entre el cuerpo A 
y la mesa es 0,2 y el peso de polea y cables son despreciables, calcular: 

1 . Velocidad del sistema despues de un recorrido de los cuerpos de 50 cm. 

2 . Tension del hilo durante la caida. 

3. El calor desarrollado por el rozamiento en ese tiempo. 

Solution 




Mag 


Problema XI-29 


1) La energfa potencial perdida por el cuerpo B al descender 50 cm se emplea en energia 
cinetica del sistema y en el trabajo de la fuerza de rozamiento que se transforma en calor; 
entonces: 


Mngh = ~y (M a + M B )v 2 3 + fj.M A gs 


h = s 


- V*-™-*- V 


5 - 0,2 x 10 

2 X 9,8 - s + io - °’ 5 = 1A m / s 


2 ) 


M B g-T = M B a =*> T = M B (g - a) 

a P -—T A/b — .uA/* 

v = V2 ah => a = g - — = 1,96 m/s 2 

m a + A/b 


T= 5(9,8 - 1,96) = 39,2 N 


3) 

W R = V-MAgs = 0,2 x 10 x 9,8 x 0,5 = 9,8 J 
que, expresado en calorias: 


Wr = -^8 = 2,34 cal 



Problema XI-30 


Problema 30. Con ayuda de una cuerda se hace girar un cuerpo de 1 kg en una 
circunferencia de 1 m de radio, situada en un piano vertical, cuyo centro esta 
situado a 10,8 m por encima de un suelo horizontal. La cuerda se rompe cuando 
la tension es de 11,2 kg, lo cual ocurre cuando el cuerpo esta en el punto mas 
bajo de su trayectoria. Se pide: 

1 . /,Que velocidad tiene el cuerpo cuando se rompe la cuerda? 

2 . ^Cuanto tardara en caer al suelo? 

3. ^Cual sera su velocidad en el instante de chocar contra el suelo? 

Solution 


1 ) 

T = F c + Mg = —+ Mg 


v 0 = 


A /~JT - Mg)R 

V M 


V(ll,2 - 1)9,8 


10 rrVs 



































2) 


h = 




3) 

~Y~ Mvl + Mgh = -i- Mv 2 


v = Vvo + 2gh = VlO 2 + 2 x 9,8 x 9,8 = 17 m/s 


Problema 31. Desde el punto mas alto de una esfera de radio R se desliza libre- 
mente sin rozamiento ni velocidad inicial un cuerpo de masa M. 

1 . Determinar el punto en que abandona la superficie esferica. 

2 . Calcular la energia cinetica con que llegara al suelo. (Supongamos que la esfe¬ 
ra esta en reposo sobre un suelo horizontal.) 


Solucion 

1) Abandonara la superficie esferica cuando la fuerza centrifuga se iguale a la componente 
normal del peso: 

= Mgcosa [1] 

Aplicando T + U = ct c , tomando como nivel cero de energia potencial el piano que contiene Problema XI-31 
el punto donde el cuerpo abandona la superficie esferica, nos queda: 

Mgh = -i- Mv 2 => v 2 = 2gh 



y como: 

R - h = R cosx => h = /?(1 - cosa) 
sustituyendo los valores de v 2 y h en la ecuaci6n [1], tendremos: 


2(1 — COS a) = COSa => COSa = 


a = 48° lr 


2) Tomando como nivel cero de energia potencial en el piano en que se apoya la esfera, nos 
queda: 


T = -i- Mv 2 = 2 MgR 


Problema 32. El pequeno cuerpo A , de masa 1 kg, «riza el rizo» en una pista 
circular vertical de 1 m de radio. Calcular la minima energia cinetica que debe 
tener en el punto mas alto (B) del trayecto circular y la altura minima desde la 
que se debe dejar caer para que describa el rizo. (Se suponen nulos los roza- 
mientos y que el cuerpo no esta enganchado a la pista.) 

Solucion 



Problema XI-32 

En el punto mas alto se ha de igualar el peso del cuerpo y la fuerza centrifuga, luego: 


Mg = M =*> v = V/ Tg =*> 
R 


v = V9,8 = 3,1 nVs 
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La energia cinetica sera: 


T = ~y Mv 2 = -±-MRg = -L 19,8 = 0,5 kgm 


Tomando origen de energias potenciales en el piano que contiene al punto mas bajo del trayec- 
to, tendremos: 


T + U = ct c =s> Mgh = Mg2R + -y- Mv 2 => 


/l = 2/?+y/?=y/? = 2,5m 



• - - -4C 


Problema XI-33 


Problema 33. Lanzamos un cuerpo de 100 g de masa por el aparato de «rizar el 
rizo», cuya pista circular tiene 10 cm de radio; suponemos que el cuerpo no se 
encuentra enganchado a la pista y que desliza por ella sin rozamiento. Calcular: 

1. La velocidad crftica en A para que de vueltas. 

2. La velocidad crftica en B para que de vueltas. 

3. La velocidad crftica en C para que de vueltas. 

4. La fuerza que la pista ejerce sobre el cuerpo en los tres puntos citados. 

Solution 


1) En A se tendr£ que igualar el peso del cuerpo y la fuerza centrifuga para que justamente 
«rice el rizo»; luego: 


Mg = M =*> v 2 a = Rg =s> 


= = V0,1 x 10 = 1 nv/s 



2) Si en A tiene que poseer la velocidad antes calculada para que el cuerpo «rice el rizo» 
justamente, la velocidad en B la calcularemos aplicando el principio de conservacidn de la 
energia, tomando como origen de energias potenciales el piano horizontal que lo contiene, 
y tendremos: 


~Y = ——— Mv 2 a + Mgh 




= Vvx + 4 gR = V5gR = VTm/s 


h = 2R 
v A = VRg 


3) Tomando como nivel cero de energias potenciales al piano horizontal que contiene a C y 
haciendo las mismas consideraciones que en el apartado anterior, obtenemos: 


_L Mv 2 c = -L Mv\ + Mgh 


h = R 

= vw 


v c = Vv'x + 2gR = V3 ~gR = VT'tn/s 


4) Aplicando a los tres puntos la primera ecuacion del movimiento en la direccion del radio 
de la pista, obtenemos: 
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Na + Mg = Ma nA 


^nA — r 8 

N B - Mg = Ma nB 

^nB = = 5 g 

N c — Ma nC 
v2 c 

*nC = = 3 g 



Problema 34. Lanzamos un cuerpo de 100 g de masa enganchado a la pista por 
el aparato de «rizar el rizo», que tiene 0,1 m de radio y desliza por ella sin roza- 
miento. (Por ejemplo, una bolita ensartada a un alambre por el que puede desli- 
zar.) Calcular: 

1. La velocidad critica en A para que de vueltas. 

2. La velocidad critica en B para que de vueltas. 

3. La velocidad critica en C para que de vueltas. 

4. La fuerza que la pista ejerce sobre el cuerpo en los tres puntos citados. 



Problema XI-34 * 


Solution 

1) En A la velocidad minima que puede tener para que «rice el rizo» el cuerpo es cero. 

2) Toda la energia cinetica en B tendra que transformarse en potencial en A, condicidn para 
que justamente «rice el rizo», con lo que: 


Mv\ = Mg2R =*> 




= V4gR = V4 x 10 x 0,1 = 2 m/s 


3) Tomando como nivel de energias potenciales al piano horizontal que contiene a C, se 
obtiene: 


-j- Mv% = MgR => v c = V2 gR = V2 x 10 x 0,1 = VTnVs 


4) Haciendo lo mismo que en el problema anterior y considerando la misma figura: 
N A + Mg = Ma nA 


N a = - Mg = - 0,1 x 10 = - 1 N 


flnA R ° 

el signo menos nos indica que N A va dirigida en sentido contrario al dibujado: 
N B - Mg = Ma nB 


v b A 

fine = 


/V B = 5 Mg = 5 x 0,1 x 10 = 5 N 


N c = Ma nC 

*> 

Vc 


&nC 


R 


= 2 g 


N c = 2 Mg = 2 x 0,1 x 10 = 2 N 
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Problema 35. Damos vueltas a una piedra atada a una cuerda en una circunfe- 
rencia vertical de radio R , y cuando ha adquirido una gran velocidad de rotation 
cesamos nuestros impulsos, girando asi sin impulso alguno. Calcular las tensiones 
de la cuerda en cualquier punto y el exceso de tension sobre la posicion mas alta. 
Suponemos conocida la velocidad en el punto mas alto. 



Problema XI-35 


Solucion 


Tension = F c — N = M —- Mgc 0S9 

A 


Mv 2 + Mgh = -i- Mv' 2 => v' 2 = v 2 + 2gh 


R - h = R COS9 =* h = R(\ - COS9) 

2gR(l - COS9) 


v ' 2 = v 2 + 2gR(\ - cosp) 


Tensidn 


[ v 2 + 
i 6 n = M - 


R 


- g COS9 


Simplificando: 


Tension 


ion = M 


+ 2g - 3gcos? 


En el punto A , 9 = 0 , luego COS9 = 1; nos queda: 

Tensidn (A) = M - g J 

Luego el exceso de tension en cualquier posicidn sobre la mas alta sera: 


Tension en cualquier punto - tension {A) = 3Mg(l - COS9) 



Problema 36. Colgamos una particula de un hilo inextensible y sin peso. Apar- 
tamos 90° de la posicion de equilibrio la particula, de forma que el hilo queda 
horizontal; soltamos la prticula. Determinese el angulo que ha recorrido cuando 
la tension del hilo es igual en magnitud al peso de ella. 


por otro lado: 


Solucion 


T = F + F c 
F = mg senp 

c m V 2 

fc = — 
T = mg 


=*> g = gsen ? + -j- 


luego: 


mgh = ~y mv 2 
h = /senp 


=9 




2 gsenp 


g = gsenf + 2 gsen 9 => sen? 


3 


=> 


9 = 19°28' 
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Problema 37. Colgamos una particula de un hilo inextensible y sin peso aprecia- 
ble de 2 m de largo. Apartamos 90° de la posicion de equilibrio la particula, de 
forma que el hilo queda horizontal; soltamos la particula y al pasar por la vertical 
encuentra un clavo O '. ^Cual debe ser la minima distancia entre el punto de 
suspension O y el clavo O' para que la particula describa giros completos en 
torno a O'? (Despreciamos todos los rozamientos.) 


Solucion 

En el punto mas alto de la circunferencia de radio R se ha de verificar: 

2 

Mg = M => v 2 = Rg 

Aplicando el principio de conservacidn de la energia en las posiciones A y C: 
Mgh = -i- Mv 2 =£> \r = 2 gh 


Igualando: 


Rg = 2gh =» R = 2h 


de la figura obtenemos: 





Problema XI-37 


Problema 38. Colgamos una particula de un hilo inextensible y sin peso aprecia- 
ble de 2 m de largo. Apartamos 90° de la posicion de equilibrio la particula, de 
forma que el hilo queda horizontal; soltamos la particula y al pasar por la posi¬ 
cion vertical encuentra un clavo O' colocado en el punto medio de la longitud del 
hilo. Determinar las coordenadas del punto en que la particula dejara de tener 
trayectoria circular alrededor de O' y determinar la ecuacion de su nueva trayec- 
toria. (No considerar rozamientos.) 

Solucion 


En el punto P en que la particula abandona la trayectoria circular se ha de verificar: 
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La ordenada de P respecto de O' es: 


/ / 2 
y - R cos? = — cos^ = — = — m 


y la abscisa: 


* = - Rsenf = - Y V1 - cos 2 ? = - -j- 1 - = - 

luego: 


/ vr 2 Vs 


p 

2 VT 2 

m 


3 ’ 3 



La ecuaci 6 n de la trayectoria referida al punto P como origen la obtendremos considerando un 
tiro oblicuo de Angulo 9 y de velocidad: 


= "sj~Y geos? = 9,8 -J- = 2,5 nVs 


luego: 


x = WCOS9 


y = wsen?- gf 2 


wcos^ 


y = jrtag 9 - * 2 

v“cos 9 


VT 27 ? 

^ 2 * 8 * 


Problema 39. Dejamos caer un cuerpo desde una altura H = 20 000 m sobre un 
astro igual a la Tierra (R 0 = 6 370 km y g 0 = 9,8 m/s 2 ), de tal forma que alrede- 
dor de este existe vado (para anular en el problema la resistencia del aire). 
Calcular la velocidad alcanzada por el cuerpo cuando llegue a la superficie del 
planeta. 

Solution 


Aplicaremos el principio de conservation de la energfa: 

T + U = ct° 


siendo: 


en la que 

go = G —^ GM () — go/?n 

Ro 


M (t = Masa de la Tierra 
M = Masa del cuerpo 
r \ = Ro 
r2 = Ru + H 


AU = GM U M 


[+-±] 


luego: 


GM U M 





goRu 


H 

RM> + H) 


J_ 

1 



2 go R{\H 


R<> + H 


V- 


9,8 x 3 670 x 10' x 2 x 
3 670 x 10 3 + 2 x 10 4 


10 ‘ 


624,4 m/s 






















B) CONSERVACION DE LA ENERGIA EN SISTEMAS 
EN ROTACION 


Problema 40. Un volante de 3 m de diametro, cuya masa de 300 kg puede con- 
siderarse concentrada en la llanta, gira a razon de 180 rpm. Calcular: 

1. La energia cinetica del volante. 

2. Numero de vueltas que dara hasta pararse si se le frena con un par de fuerzas 
de momento 80 kp • m. 

3. Tiempo que tardara en pararse en el caso anterior. 

4. Si todo el trabajo de frenado se transformase en calor, ^que cantidad se des- 
arrollarfa? 


Solucion 


1 )____ 

T = -L Ico 2 = -i- MR 2 4^V 2 = 2M/?w = 2 x 300 x 1,5 2 x tt 2 3 2 = 120 000 J 


2 ) 



-4r Ico 2 


N2tz 


120 000 

80 X 9,8 X 2rr 


24,3 vueltas 


3) 

N = la 


2 7ZV 


t 


N = 


MR 2 !™ 

t 


MR 2 !™ = 300 x 1,5 2 x 2^3 = 
N 80 x 9,8 


4) 


W = T = 120 000 J 


120 000 
4,18 


cal = 28 708 cal 


Problema 41. Un volante gira por la accion de un peso P = 4 kg que cuelga 
verticalmente del extremo de una cuerda arrollada a su eje. Partiendo del reposo, 
el peso P desciende una altura vertical h = 3 m en el tiempo t = 12 s. Determi- 
nar la energia cinetica adquirida por el volante en ese intervalo, y la tension T de 
la cuerda durante el movimiento. 


Solucion 


1) El cuerpo cuando ha bajado una altura h habra adquirido una velocidad v y el volante 
girara con una velocidad angular w, luego: 


Mgh = -j- Mi’ 2 + —“ ho 2 


Vt => V = 


2 h 
t 


Mgh - — M 
2 


Ah 2 


Ico 2 


— Ico 2 = Mgh - — M —- = 4 [9,8x3- — 

2 2 r [ 2 


4x9 1 
144 J 


= 117,1 J 



1 

i 


Problema XI-41 
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2 ) 

Tensi6n = Mg - Ma = M(g - a) 


h = J-a? => a=2L L 


a) 

=> 

Tension = M ( 


= _±_ 

( 9,8 - 2 x 3 \ - 3,98 kp 



\ 

r ) 

’ 9,8 

\ 144 ) 


Problema 42. Se tiene un volante de radio R = 1 m y cuya masa M = 100 kg se 
supone localizada en la llanta. Arrollada a su eje, cuyo radio es de r = 10 cm y 
masa despreciable, hay una cuerda de la que pende un cuerpo de masa 
m - 40 kg; este cuerpo esta a una altura h = 18 m del suelo. Calcular: 

1. La aceleracion con que cae el cuerpo. 

2. Tension de la cuerda durante la caida. 

3. Tiempo que tarda el cuerpo en llegar al suelo. 

4. Energfa cinetica adquirida por el volante al llegar el cuerpo al suelo. 

Solution 





Problema XI-42 


1 ) 


2 ) 


3) 


4) 


mgh = ~y mv 2 + -y- leu 2 


v = cor 
/= MR 2 


mgh = - mv 2 H- MR 2 - 

2 2 r 2 


= / 2 gh -= V2 Yh 

V MR 2 + mr 


a = g 


= 9,8 


40 x 10 2 


MR 2 + mr 100 x 100 2 -l- 40 x 10 2 


— 0,04 m/s 2 


T = mg - ma = m(g - a) = 40(9,8 - 0,04) = 390,4 N 


h = -±- at 2 => 


- V¥- 


T = -i- /a . 2 


= V2aA 


T = — M/? 2 — = — A//? 2 = — 100 x l 2 x 

2 r 2 r 2 


2 x 0.04 x 18 

0,1 2 


= 7 200 J 
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Problema 43. 1. Un volante de eje horizontal tiene una masa M = 1 500 g que 

podemos considerar uniformemente repartida en su llanta, de radio r = 10 cm. 
Un hilo enrollado en esa llanta sostiene un cuerpo A de masa m = 100 g, de 

























manera que al descender A el volante gira. a) Suponiendo nulos los rozamientos, 
calcular la velocidad v de A cuando haya descendido 2 m. b) Calcular el tiempo 
que ha empleado en descender los 2 m. 

2. Quitamos el cuerpo A y enrollamos un hilo sobre el eje del volante, de radio 
r' = 4 cm, que sostiene un cuerpo B de masa m' = 200 g. a) Calcular la veloci¬ 
dad v' de B cuando haya descendido 2 m. b) Calcular el tiempo que ha empleado 
en desdender los 2 m. 

3. Supongamos ahora que A y B actuan simultaneamente. a) Calcular la veloci¬ 
dad V de A cuando haya descendido 2 m. b) Calcular el tiempo que emplea en 
descender esos 2 m. 



Solution 


Resolvemos todo el problems por consideraciones energ£ticas. 


1 ) a) 


mgh = -y mv 2 + -i- ho 2 

l = Mr 


mgh = — mv 2 -I- —5— Mr 

2 2 r 


v = cor 





Problems XI-43 


■ V 


2 x 9,8 x 2 


100 


100 + 1 500 


= 1,56 m/s 


b) 




v 


2x2 

1,56 


2,56 s 


2 ) a) 


' U 1 • i2 1 / >2 

m gh = -y m v + —y ho 


I = Mr 


m'gh 


-J- mV' 2 + -J— Mr —— 
2 2 r' 2 




m'r' 2 + Mr 


v 


2 x 9,8 x 2 


200 x 16 


200 x 16 + 1 500 x 100 


= 0,90 m/s 


b) 

h — — v'l' => 

2 

3) a) Comprobemos primero si el movimiento es como indican en el problems, para lo cual 
tendra que verificarse: 

mgr > m'gr ' =» mr > m'r' => 100 x 10 > 200 x 4 


2 h 
v' 


2x2 

0.90 


= 4.44 s 
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mgh = ~y~ mV 2 + -y- mV' 2 + m'gh' 4- lu 2 


V =<or 

V = (or' 
I = Mr 2 


V 

V 


h 

h' 


mgh 


—5— mV 2 + — m' —— V 2 + m'g h H—— Mr 2 ^ 
2 2 r r 2 r 


V = A /^2grh — mr mV< — = A / _ 2 x 9,8 x 0,1 x 2 — 
V Mr + mr + m'r' 2 V 1 


100 x 10 - 200 x 4 


500 x 100 + 100 x 100 + 200 x 16 


= 0,07 m/s 


b) 



=> 


t-UL- ? x 2 
V 0,07 


57 s 


Problema 44. Una rueda de 25 cm de radio y 0,5 kg de masa que se supone 
localizada en la periferia puede girar alrededor de un eje de masa despreciable de 
4 cm de diametro, en el que se halla enrollado un hilo del que pende un cuerpo 
de 200 g que al descender hace girar el sistema. Calcular: 

1. El espacio recorrido por el cuerpo a los 10 s de iniciado el movimiento. 

2. Su velocidad en ese instante y la de un punto de la periferia de la rueda. 

3. Quitando la masa y suponiendo que la rueda gire con la velocidad adquirida, 
calcular la fuerza tangencial constante aplicada a la periferia de la rueda capaz de 
detenerla en 30 s y el numero de vueltas que da la rueda hasta detenerse. 


Solucion 


1 ) 


mgh = -I- mv 2 + -j- ho 2 


2 h 

t 


I = MR 2 


mgh = —m + — MR 2 

2 r 2 rr 


gr _ mr 

2 MR 2 + mr 


— 1,25 m 


2) 


v 


2 h _ 2 x 1,25 
/ 10 


= 0,25 m/s 


V = <uR = — R = 
r 


0.25 x 0,25 
0,02 


3,12 m/s 
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3 ) 


N = FR 





r R 
I = MR 2 


12,5 rad/s 


FR ~y <ot' = -j- AfrtV 

^ _ MRco _ 0,5 x 0,25 x 12,5 = 5 x jq -2 n 
t' 30 



cot' 


4 rr 


12,5 x 30 

---= 29,8 vueltas 


Problema 45. La garganta de una polea de 5 cm de radio lleva enrollada una 
cuerda de la cual pende un peso de 20 g, siendo de 2 x 10 -5 kg • m 2 el momento 
de inercia de la polea. Se pice calcular: 

1. La aceleracion lineal del peso de 20 g. 

2. La energia cinetica adquirida por el sistema al cabo de 3 s de empezar a mo- 
verse. 

3. La fuerza que tendra que desarrollar un freno sobre la periferia de la polea 
para parar el sistema en 1 s, empezando a actuar dicho freno al transcurrir el 
tiempo citado en 2. 

Solution 


1) Aunque se puede resolver el problema como hicimos en dinamica de rotacidn por la ecua- 
ci6n N = /a, vamos a resolverlo por consideraciones energeticas. 

Mgh = -L Mv 2 + -j- Ia> 2 

que junto con que la velocidad del cuerpo es la misma que la de un punto de la periferia de la 
polea y viene relacionada con por: 

v = ojR 


nos queda: 

Mgh = — Mv 2 + — 1 J> v = \ /~2gh = Vlah 

6 2 2 R 2 V I + MR 2 


de donde: 


MR 2 
I + MR 2 


= 9,8 


2 x 1Q- 2 x 25 x 10~ 4 

2 x 1(T 5 + 2 x 10" 2 x 25 x 10' 4 


= 7 mjs 2 


2 ) 

T = -L Mv 2 + la? = Mgh 


T = Mg ~y a? = 2 x 10" 2 x 9,8 —7 x 9 = 6,174 J 



h = ar 
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3 ) 


Mv- + Mgh' + -j- lw- = N f 
v = at = 7x3 = 21 m/s 


h' = -i- v/' 


w R 
N = FR 

- - 1 t' - 1 v 

? - — T 1 


1 AA ^ i AA Vt ' . ^ 

- Ml" + Mg - H- 

2 2 2/? 2 


FRvt' 
2 R 


F = 


Rrt' 


h—Mil + Mg =? 


F = 2 x 10 5 21 + 2 x 10~ 2 21 + 2 x 10‘ 2 9,8 = 0.784 N 
25 x 10' 4 



Problema XI-45-2. 3 


Problema 46. A la garganta de una polea fija, cilindrica y maciza, de 5 cm de 
radio y de 2 kg de masa, enrollamos un cordon de masa despreciable al que se le 
sujeta un cuerpo de 1 kg que se encuentra apoyado en un piano inclinado 30° con 
la horizontal. Si el coeficiente de rozamiento entre el cuerpo y el piano es 0,2, 
calcular: 

1. La velocidad del cuerpo cuando haya descendido 50 cm a lo largo del piano. 

2. La aceleracion con que cae el cuerpo y la aceleracion angular de la polea. 

Solution 


1) 

mgh = mv 2 + ~y Ico 2 + W R 
h = /sen? 

I =-L MR 2 

V = coR => CO = —L- 


mgl sen? = 


1 2 . 

- mv + 

2 


2 


— MR 2 —— + umgl cos? 
2 Rr 


=S> 


W R = uWg/cOS? 
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Problema 47. Enrollamos una cuerda a un cilindro macizo y homogeneo de 
10 kg y el otro extremo del cordon se fija al techo, como indica la figura. Solta- 
mos el sistema partiendo del reposo, de forma que al caer la cuerda va desarro- 
llandose. Calcular: 

1. La velocidad del CM del cilindro cuando haya descendido 2 m. 

2. La aceleracion del CM durante la cafda. 

3. La tension de la cuerda. 


Solution 



1 ) 


Mgh = -L Mv 2 + -L ho 2 / = MR 2 


y como el centro de gravedad cae a una velocidad igual a la que tiene la cuerda, tendremos: 

v = coR 


luego: 

Mgh = — Mv 2 + — — MR 2 — = — Mv 2 
2 2 2 R 2 4 


V = 



9.8 x 2 = 5,1 nVs 


2) El movimiento es uniformemente acelerado, luego: 


a = -j- g = -j- 9,8 = 6,53 m/s 2 


3) 


Mg — T = Ma 


=$> 


T = M(g — a) = 10(9,8 - 6,53) = 32,7 N 


Problema 48. Una varilla homogenea de 1 m de longitud puede girar en torno a 
un eje horizontal que pasa por uno de sus extremos. La desplazamos de su posi- 
cion de equilibrio estable y la colocamos vertical, de forma que el eje de giro este 
en el punto mas bajo del sistema. La varilla cae girando, espontaneamente. 
Calcular: 

1. La velocidad de su extremo libre al pasar por la posicion de equilibrio estable. 

2. La velocidad de su extremo libre al pasar la varilla por su posicion horizontal. 

3. Hallar una formula general de la velocidad de su extremo libre y aceleracion 
angular, tangencial, normal y resultante, en funcion de su longitud /, de g y del 
angulo descrito desde su posicion inicial. 



Problema XI-47-l. J 






















Solution 


Problems XI-48-1. 




1) El cm en la position mas baja, dista de cuando se encuentra en position mas alta del 
sistema /, luego: 


2 ) 



3) 


v = <ol = l *^/ = V5gT = 5,4 


m/s 


Mgh = — I(o 2 


b = - h = -y- cos? => 6 (1 - cos?) 


- V 


Mg -C (1 - cos?) = ~Y -y MPo. 


3g(l - cos?) 
I 


' = col = V3g/(1 - cos?) 


ComprobaciOn: 


Derivando: 


para ? = 180° (caso 1) v = V6g/ 
para ? = 90° (caso 2 ) v = V3g/ 


v 2 = 3g/(l - cos?) => 


dv 


d? 


2v _ = 3g/sen?^ r 

a - =J T- 

dt 

d? v 

<0= ~dT = ~r 


2 va. = 3 gl sen? 


3 


a, 3g 


v 2 

a -. = — ^sen? 


3C / _ ^ / 


On = — = 3g(l - COS?) 


a = Va: + a 2 „ = -^-g^sen 2 ? + 9g 2 (l - cos?) 2 


a = 3g 


\/-r se " 2? 


+ (1 — cos?) 2 
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Problema 49. Construimos una barra de 2 m de longitud, mitad de un material 
de masa M x = 1 kg y la otra mitad de otro de masa M 2 = 2 kg. Ponemos un eje ° 
en un extremo y se deja que caiga desde la position horizontal como indicamos 
en la figura; hacemos lo mismo colgandola del otro extremo. Calcular la veloci- 
dad angular del sistema en ambos casos cuando pasa por la position de equilibrio. 

Solution 


2a- 


Calculemos primero la distancia a O del cm: 


*g = 


A/, + M-, 4? L 

1 2 ‘ 2 


M, + 3 M 2 


M, + M 2 Af, + M 2 2 

La distancia del cm contada a partir de O' sera: 

M, + 3 M 2 a 3 Mi + M 2 


~imr 


]& 


Problema XI-49 


x' G = 2a - x G = 2a - 


Mj + M 2 2 Mi + M 2 2 

Teniendo en cuenta el teorema de Steiner y que el momento de inercia de una varilla homoge- 
nea de longitud L y masa M, respecto a un eje perpendicular a ella y que pasa por el cm es: 

1 


/g = 


12 


ML 2 


y con respecto a un eje paralelo al anterior que pasa por un extremo es: 

/ = - 4 - ML 2 

/ I 

Obtenemos los momentos de inercia respecto a los ejes que pasan por Oy O' de la forma: 1 
/ = -j- M t a 2 + -1_ M 2 a 1 + M 2 -2- a 2 = -j- [M, + 1 M 2 ]a 2 


V = 


[7M, + M 2 }a 2 



1) Aplicando el principio de conservation de la energia, tendremos: 

(A/, + M 2 )gh = lo? 


Problema XI-49-1. 3 


sustituyendo los valores obtenidos: 

M, + 3 M 2 


(M, + M 2 )g - 


M, + M 2 


h = x G 


~Y = -j- -y\M, + 7M,)aV 


. \ fhm±UK . a/IHUZI ,s., ra<Vs 

V a Mj + 7M 2 V 15_ 


2 ) 


(M, + M 2 )g/T = -±- /V 2 


/z' 





sustituyendo los valores obtenidos: 

3 M, + M-> 


[M, + M 2 ]g 


M, + M 2 


a 11, , , , 

— = —— [7M, +M 2 ]*V 2 


-y /3, . A / 3.9..XS , 

V a 7 A/, + W : V 9 w 
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Problema 50. Un cilindro macizo de 100 kg y 60 cm de radio rueda sin deslizar 
sobre una superficie horizontal con velocidad de traslacion de 1 m/s. Calcular: 

1. Su energia cinetica de traslacion. 

2. Su energia cinetica de rotation. 

3. La altura a que podrfa subir por un piano inclinado. 


Solution 


1 ) 


2 ) 


3) 


T t = -L Mv 2 = 100 = 50 J 

2 2 


r r = J- / w 2 = J_ J_ MR 2 = J_ Mv I 2 = 25 J 
2 2 2 r 2 4 


-y Mv 2 + -j- Ioj 2 = Mgh => 


h = 


75 


9,8 X100 


= 0,076 m 


Problema 51. Calcular por energia las caracteristicas del movimiento de un cilin¬ 
dro macizo de radio R que baja rodando, sin deslizar, a lo largo de un piano 
inclinado, conservando su eje horizontal. (Se supone no existen rozamientos por 
rodadura.) 


Solucion 



La energia potencial gravitatoria perdida por el cilindro ha de ser igual a la suma de las ener¬ 
gies cin6ticas de rotacidn y traslacion adquiridas: 

Mgh = ~~ Mv 2 + -y ho 2 


I = -y MR 2 v = (oR h = /sen? 


la ecuacidn anterior se transforma en: 


Mg/sen? = — Mv 2 + — MR 2 -L- =*> g/sen? = v 2 => 

2 4 R 2 6 Y 4 


-* V 


g/sen? 


Como tal velocidad ha de ser (movimiento uniformemente acelerado): 

4g/sen? 


v = \flcd =*> o = —— = ■ 

21 3x2/ 


= — gsen? 


El tiempo que tarda el cuerpo en recorrer el espacio / es: 


" *' 


V a V gsen f 
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Problema 52. A lo largo de un piano inclinado de longitud 1 m y que forma un 
angulo de 30° con la horizontal cae rodando (sin deslizamiento) una esfera homo- 
genea de radio r y de masa 500 g. Inicio la caida partiendo del reposo. ^Cuanto 
vale su velocidad final? su energia cinetica? 


Solucion 


Mgh = yMr + y lor 

v = coR 
h = / sen^ 

I = -y MR 2 


Mglstn? = -y Mv 2 + -j- MR 2 




-y- 9,8 x 0,5 = 2,64 nVs 


T = -i- Mv 2 + -i- lo? = Mgh = A/g/serif = -M- 9.8 x 0.5 = 0,25 kgm 
2 2 9,8 


Problema 53. Un cilindro de 8 kg de peso y de 0,15 m de radio rueda, sin 
deslizamiento, por un piano inclinado que forma con la horizontal un angulo de 
30°. Se trata de calcular: 

1. El momento de inercia respecto al punto de contacto con el piano. 

2. La aceleracion lineal del CM en el movimiento a lo largo del piano. 

3. La longitud de piano inclinado recorrido en 4 s. 


Solucion 


1 ) 


/ = / G + Md 2 
la = -y MR 2 
d = r 


1 = Ay MR 2 + MR 2 = Ay MR 2 = y8 x 0.15 2 = 0,27 kg • 


2 ) 

Mgh = ~y Mv 2 + -y IqO? 
v = for 
h = /senp 


Mgl sen ^ = —L Mv 2 + —-— MR 2 —— => 

2 2 2 R 2 



gl senp 
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Si a es la aceleraci6n lineal del centro, la velocidad adquirida por el al recorrer el espacio / es: 

v = V2 al 

por igualacidn de las dos expresiones de v, se obtiene: 


a = -J- gsenp = -j- 9,8 x 0,5 = 3,27 m/s 2 


3) 

1= -L at 2 = -k- 3.27 X 16 - 26,16 m 
2 2 


Problema 54. Un cilindro de masa 2 kg y radio 5 cm rueda sin deslizamiento por 
un piano inclinado 30°. Suponiendo que el cilindro partio del reposo, determinar: 

1. Su velocidad, despues de haber rodado 3 m por el piano inclinado, suponien¬ 
do el cilindro macizo. 

2. Suponiendo el cilindro hueco y su masa uniformemente distribuida por la peri- 
feria, determinar su velocidad despues de haber recorrido 3 m del piano. 

3. En ambos casos determinar el tiempo que ha tardado en recorrer los 3 m. 


l) 


Solucion 


Mgh = ~y~ Mv 2 + Ico 2 
v = coR 
h = /senp 

I =-L MR 2 


Mglstnp = — Mv 2 + MR 2 

2 2 2 R 2 



2 ) 

Mgh = Mv 2 + Iio 2 

v = (oR 
h = / senp 
/ = MR 2 

v = Vg/senp = V9,8 x 3 x 0.5 = 3,83 m/s 


Mgl senp = — Mv 2 + — MR 2 

2 2 R 2 


l = 


21 




2x3 

4,43 


1,35 s 


2x3 

3,83 


1,57 s 


3 ) 


















Problems 55. Calcular la aceleracion de caida por un piano inclinado un angulo 
30° de dos conos rectos iguales, unidos por sus vertices; el sistema rueda sin 
deslizar. 


Solution 

Llamamos M a la masa total del sistema. 


Mgh = -j- Mv 2 + JL. /„* 


h — /senp 


v = (oR 




=* Mglsen? = — Mv 2 + —-— MR 2 Mv 2 

2 2 10 R 2 20 


= -\/-fb',en 


10 _ 10 x 9,8 x 0,5 , „ _/_2 

a = -jj- gsen? = -^-= 3,77 nVs 


C) CONSERVACION DEL MOMENTO LINEAL. COLISIONES 


FORMULARIO 


MOMENTO LINEAL: p = 2’WjVj = M 


dR 

dt 


Teorema de conservaci6n del MOMENTO lineal: Si no actuan fuerzas 
exteriores, es decir F = 0, tendremos: 


dp 

dt 


= 0 =* p = ct c 


Px = Mv x = ct c 
p y = Mv y = ct c 
p z = A/v z = ct c 
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CHOQUE frontal perfectamente ELASTICO: Se conserva el momento 
lineal y energia cinetica. Consideramos movimientos en la direccion positiva 
del eje de las equis. (En caso contrario, aplicaremos las mismas formulas 
con los signos correspondientes.) 

P\ + Pi = p'\ + P2 => Afiv, + M 2 v 2 = M x v i + M 2 v 2 

=» 

T= ct c * -L M x v\ + -L M 2 vl = -1. M,v; 2 + -L M 2 v£ 2 


Vi = Vi 


v 2 = 2 


M, - M 2 
A/j + M 2 

M 1 V 1 

Mi + M 2 


Si Mi = M 2 : =*> 


2 M 2 v 2 

+ M, + M 2 

Mi - M 2 
" V2 Mi + M 2 

v'i = v 2 
V>2 = V, 


CHOQUES EN DOS DIMENSIONES PERFECTAMENTE ELASTICOS: 


P\ + P2 = Pi + P2 


MjVix + M 2 v 2x = M^ix + M 2 v' 2x 

M\V 2 y M 2 V 2 y = M 2 V\y M 2 V 2 y 


T = Ct e => ~y + -y M 2 v| = -y + -y Af 2 V 2 2 

Chooue perfectamente INELASTICO: 

P\ + P2 = P => Afi Vi + M 2 v 2 = (Afi + M 2 ) V 

CHOQUES NO PERFECTAMENTE ELASTICOS. COEFICIENTE DE RESTITUCION 
EN UN CHOOUE: 


c = - ~ v ' 2 

Vl - v 2 

Velocidad despues de este choque: 

, Mi — cMi Miv 2 (c + 1 ) 

v = v, -— +-- v _ L 

Mi + M 2 M j 4 * M 2 

, _ M 2 - cM x ( MiV } (c + 1 ) 

V2 “ V2 M, + M, + M, + M 2 
















Problema 56. Un hombre de 80 kg que se encuentra de pie sobre una superficie 
helada arroja horizontalmente una pelota de 100 g con una velocidad de 25 m/s. 

1. ^En que direccion y con que velocidad comenzara a moverse el hombre? 

2. Si el hombre arroja 4 de estas pelotas cada 3 s, ^cual es la fuerza media que 
actua sobre el? (Se supone nulo el rozamiento del hombre con el hielo). 


l) 


Solucion 

F cx = 0 => p = Mv = ct c 


El momento lineal del sistema antes del lanzamiento de la pelota es nulo, luego: 


0 = Mv 4* M'v ' => 


v' = - V = - 25 = - 0,03 nVs 

M' 80 


Luego el hombre se movera en direccion horizontal y en sentido contrario at de la pelota. 
2 ) 

F = AiMxL => 


F = 


4 x 0,1 x 25 


= 3,33 N 


Problema 57. En el canon sin retroceso de 70 mm la masa del proyectil con su 
espoleta es de 7 kg y la velocidad del mismo a la salida del canon es 200 m/s. 
Calcular la masa de los gases producidos en la combustion de la carga de proyec- 
cion, teniendo en cuenta que la velocidad de salida de los mismos es de 700 m/s. 


Solucion 


El momento lineal del sistema antes del disparo es nulo y la velocidad de salida de gases es de 
sentido contrario a la velocidad de salida de la granada. Luego: 


0 


Mv — M'v' 


=> 



200 

700 


2 kg 


Esta carga de proyeccion tan grande explica el enorme rebufo producido por estas armas. 


Problema 58. Un avion que con su carga pesa 4 t vuela horizontalmente a la 
velocidad de 300 m/s y lanza horizontalmente un cohete de 100 kg a una veloci¬ 
dad de 800 m/s medidos por el piloto. ^Cual es su velocidad inmediatamente 
despues del lanzamiento? 


Solucion 

Tomamos los ejes de referenda en el avion, con lo que el momento lineal antes del lanzamien¬ 
to sera nulo respecto de dichos ejes. El teorema de conservation del momento lineal nos da: 

0 = M'v 4- (M — M')v' => v' -—- v -- ^ — 800 — — 20 m/s 

M - M' 3 900 

luego la velocidad del avion inmediatamente despues del lanzamiento referida a tierra sera: 


V = 300 - 20 = 280 m/s 












Problema 59. Un canon esta montado sobre una plataforma y unida a ella; toda 
la carga del conjunto, incluida la plataforma, es de 5 t y se mueve a lo largo de 
unos rafles a una velocidad de 54 Lm/h. El canon, cuya anima forma un angulo de 
60° con la horizontal, dispara un proyectil de 100 kg con una velocidad de 300 m/s 
con respecto a un observador que se mueve con el, y en la misma direction del 
movimiento del conjunto. Calculese: 

1. Velocidad del conjunto inmediatamente despues del disparo. 

2. Velocidad que tendria que llevar el conjunto para que se pare inmediatamente 
despues del disparo. 


Solucion 

1) Tomamos los ejes de referenda en la plataforma, con lo que el momento lineal antes del 
disparo sera nulo. El teorema de conservacidn del momento lineal nos da: 



P y 


como: 


ct c => 0 = mv x + (M - m) V 
ct e 


nos queda: 


v x = vcosp 


mv cos? 10 2 x 300 

M - m = ~~ 2 X 4 900 ~ " 3 


luego la velocidad del conjunto inmediatamente despues del disparo referida a tierra, teniendo 
en cuenta que V = 54 km/h = 15 m/s, sera: 

V = y + v = 15 - 3 = 12 rrVs 


2) Haciendo los mismos calculos que en el apartado anterior y poniendo la condition: 
V" = 0 => 0=V+V' = V — 3 


V = 3 m/s 


Problema 60. Un nadador de 80 kg se lanza horizontalmente a un embalse de 
agua en reposo, con una velocidad de 15 m/s desde una barca parada que pesa 
150 kg. La resistencia al avance de la barca que ofrece el agua es directamente 
proporcional a su velocidad en cada instante. Calculese la velocidad de la barca 
15 s despues de lanzarse el nadador. La constante de proporcionalidad vale 
5 kg/s. 

Solucion 

El momento lineal del sistema antes de lanzarse el nadador es nulo, v la velocidad con que sale 
la barca inmediatamente despues de lanzarse es de sentido contrario a la del nadador; luego: 

0 = Mv 0 - M'v o => v n = i>o = 15 = 8 m/s 

Una vez que se ha iniciado el movimiento se cumple: 

F=M-^- = -Kv => M = - Kdt 
dt v 

integrando: 

M[\n v]g = [-Atfjo 5 => 150[ln8 - lnv] = 5 x 15 => In— = — => 

v 2 


- v = — 7 ^- = 4,8 m/s 
e ] - 
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Problema 61. Desde una torre de 95 m de altura se deja caer una piedra y un 
segundo despues se lanza otra identica desde el suelo hacia arriba, en la misma 
vertical, chocando ambas en el punto medio de la altura de la torre. Si el choque 
es elastico, ^cuales son las nuevas velocidades de ambas piedras despues del cho¬ 
que? ^Hasta que nueva altura asciende la primera piedra? Si no hubiese chocado, 
^hasta que altura hubiese subido la segunda piedra? 


Solucion 

A1 ser las dos piedras identicas y ser el choque elastico, se intercambian las velocidades. Si la 
velocidad de la primera piedra en el momento del choque es: 

v, = - 2g = - Vg/T = - V9,8 x 95 = - 30 m/s 

considerando las velocidades hacia abajo como negativas y hacia arriba positivas. Entonces la 
velocidad de la segunda piedra despues del choque sera: 

v 2 = — 30 m/s 

Para calcular la velocidad de la segunda piedra en el momento del choque calculamos primero 
el tiempo que ha tardado la primera en llegar a mitad de la altura de la torre. 

j t = ~Y s ‘ 2 ' h= V¥= 3s ^='>- i=2s 


entonces: 


t _ h 1 2 

^2-«- v 02^2 nT 8h 


v 2 = Vo, - gt 2 


Vo, = 


h + gtl 


95 + 9,8 x 4 


2r 2 4 

v 2 = 34 - 9,8 x 2 = 14 m/s 


= 34 m/s 


Entonces la velocidad de la primera piedra despues del choque ser£: 


v', = 14 m/s 


La altura sobre el suelo a que asciende la primera piedra despues del choque sera la misma que 
la que hubiese subido la segunda si no hubiese choque; luego: 


Vo, 


= V2 ~gh' => 


h' =- 


2 g 


34 2 


2 x 9,8 


= 58 m 


Problema 62. Una esfera A se mueve con velocidad v; choca contra otra esfera 
B quieta, y esta, al salir despedida, choca, a su vez, con una tercera esfera C, 
tambien inmovil. La relacion de masas de las tres esferas: como 

3:6:2. Calcular la velocidad con que sale despedida la bola C. El choque se supo- 
ne central y perfectamente elastico. 

Solucion 

Problema XI-62 


La velocidad adquirida por C es la misma que llevaba A antes del choque. 


La velocidad de B despues del choque sera: 

M a 


v B = 2v- 


= 2 v ■ 


3 M 


M a + M b " 3M + 6 M 
La velocidad de C, despues del choque con B, sera: 


V C = 2 V; 




6 M 


3 M B + M c 2 3 V 6M + 2M 
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Problema 63. Dos bolas de marfil B x y B 2 , de masas M x y M 2 , estan suspendidas 
de dos hilos inextensibles de longitud 1 m. Las bolas se tocan, sin presion, cuan- 
do los hilos estan verticales. Separamos B x de su position de equilibrio un angulo 
de 60°, manteniendo el hilo extendido y en el mismo piano vertical que el otro 
hilo; soltamos B x y entonces viene a chocar contra la bola B 2 , que estaba inmovil. 
Se pide calcular en los tres casos siguientes: 

Mi 

a) M 2 = 2M X b) M 2 = ~y~ c) M 2 = M, 

1. La velocidad de B x cuando esta choca con B 2 . 

2. Las velocidades de ambas bolas despues del choque, supuesto perfectamente 
elastico. 

3. Las alturas a que ascenderan despues del choque en el tercer caso. 



b x b 2 


Problema XI-63 


Solution 


1) En los tres casos: 


2 ) 


a) 


b) 


Vi = V2gh = V2g/(1 - cos?) = = VlO m/s 


Mi — M 2 M->v 2 

v ' = v ' Hu7VW 2 +2 

M iv, 


v; = 2- 


M x + M 2 

M x - 2 M x 


- v 2 - 


M x + M 2 

M x - M 2 
M x + Af> 


v 2 = 0 

V \ = V, 

M, + 2 M, 

M 2 = 2M, 

CM 

II 

M,v, 


+ 2 M, 



2Af 2 - M 2 

v 2 = 0 

^ 1 v \ 

2jW 2 + M 2 

CM 

II 

v ; -> — 2 

2M 2 v x 



2 M 2 + M 2 

v 2 = 0 

M, = M 2 

v', = 0 

v 2 = V, 

= Vlo" fry's 


3 


VuT 


= 2 


V'l 


3 

2VhT 


fry's 


m/s 


VuT , 

— 3 — m/s 

4 VuT 


T Vl = —T 


m/s. 


3) La misma de la que ha cafdo la primera: 

h = /(I - cos?) = 1 ^ 1 - = 0,5 , 
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Problema 64. Dos esferas perfectamente elasticas de masas 3 m y m, respectiva- 
mente, estan pendientes de unos hilos de la misma longitud, de forma que en la 
posicion de equilibrio quedan las esferas en contacto, los hilos paralelos y la lmea 
que une los centros de aquellas horizontal. Apartamos las esferas de su posicion 
de equilibrio de manera que sus centros asciendan una altura vertical h y las 
soltamos. A1 chocar, la mayor queda quieta y la pequena asciende a una altura 4 
veces mayor de la que partio. A1 chocar de nuevo vuelven las dos a adquirir la 
altura h y vuelven a reproducir constantemente el fenomeno. Demostrar tales 
hechos. 


Solucion 


M x = 3 m 
M 2 = m 


v 2 = V2 gh 



Problema XI-64 


Sustituyendo estos valores en las fdrmulas de choque el£stico: 


, 3 m — m « 

v i= •'i i„ . „ — 2v i 


m 


= 0 


v' 2 = 2 v, ■ 


3 m + m 3 m + m 

3m + 3m-m =2 2 V^T 

1 3 m + m 1 6 


3 m + m 


La bola de masa m ascendera una altura h' tal que: 

v' 2 = V5 ~gh‘ = 2 V2gh~ => h' = 4/j 

esta bola al volver a su punto de partida chocara con la de masa 3 m, ahora en reposo, llevando 
una velocidad igual a pero con signo negativo. Es decir, en el nuevo problema: 

v 2 = - 2 V2gh 


V! = 0 

y, por tanto, la esfera de mayor masa adquirira la velocidad: 
v\ = - 2 


m 

3m 




recobrando, por tanto, en su nuevo movimiento su altura inicial. La esfera menor adquirira 
una velocidad: 


v 2 


= 2 V2gh- 


3m — m 
3m + m 


= ViiT 


recobrando tambien la altura de la cual partio. 


Problema 65. Partiendo del principio de relatividad de Galileo y de las leyes de 
conservacion de la masa y de la energfa (masa y energia total de un sistema 
aislado permanecen constantes), deducir la ley de conservacion del momento li¬ 
neal en un choque entre dos partfculas. 

Solucion 

Supongamos dos partfculas de masas M ] y M 2 que tienen velocidades v, y v 2 referidas a un 
primer sistema inercial. Chocan y despues del choque salen con las velocidades v\ y v 2 . La ley 
de conservacion de la energfa descrita, desde el sistema de referenda, se escribira: 

M,vf + -y- M 2 v; - -y- A/,v { 2 + -y- M 2 V 2 + AQ [l] 

siendo AQ la energfa que en el choque se transforma en calor y potencial interna de las masas. 
(En choque elastico, AQ = 0.) 
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Si desde un segundo sistema inertial las velocidades observadas son c, y c 2 , y despues del 
choque son c\ y c 2 , entonces la ley de conservaci6n de la energia se escribira: 

y- + -i- M 2 cl = y- M.c ,' 2 + -L M 2 c? + JQ 


Si es V la velocidad del segundo sistema referido al primero, tendremos: 


c, = v, - V 
c 2 = v 2 — V 


c\ = v', - V 
c 2 = v 2 - V 


Sustituyendo estos valores en la formula anterior y operando: 
y- M,(v,- V) 2 + -i- M 2 (v 2 - V) 2 = -i- W.C-i - K) 2 + -i- M 2 (vi - V) 2 + 
y- M\(v\ + V 2 - 2k, • V) + -1- M 2 (v 2 + V 2 - 2v 2 • V) = 

= -Lm,(v; 2 + V 2 - 2v'i • V) +-i- w 2 ( v ' 2 + K 2 - 2v' 2 ■ V) + JQ 
Los terminos en V 2 se simplifican, quedando: 

M,v? + ~y~ M 2 v l - MiV, • V - A/ 2 v 2 • V = 

= y- M,v { 2 + -i- M 2 v? - M,v\ ■ V - M 2 v ' 2 V + JQ 
expresidn que comparada con la [1] obtenemos que: 


j + A/ 2 v 2 ) • V = (M,vi + M 2 v 2 ) • V 


luego: 


M j v, + M 2 v 2 = A/jv', + M 2 v 2 


que nos demuestra la ley de conservacidn del momento lineal. 


Problema 66. Sobre un trozo de madera cuya masa es 20 kg hacemos un disparo 
de fusil. Teniendo en cuenta que en el momento del impacto el proyectil 
(masa = 40 g) lleva una velocidad de 300 m/s y suponiendo que el proyectil que- 
de incrustado en la madera, calcular la velocidad que adquiere el conjunto made- 
ra-proyectil. 


Solucion 


M, 40 x 300 

M ] + M 2 Vl 20 040 


0,6 m/s 


M\V\ 1= (M j + M 2 )v 2 =$> 







Problema 67. Tenemos dos bloques de masas 5 y 15 g que se mueven en la 
misma direction con las velocidades de 10 y 5 cm/s, respectivamente. Calcular: 

1. Sus velocidades despues del choque, en el caso de que sus movimientos sean 
de sentidos opuestos. 

2. En el caso de que lleven el mismo sentido, y el mas rapido alcance al mas 
lento. (En ambos casos se consideran los choques perfectamente elasticos.) 

3. Si en el primer caso fuera el choque perfectamente inelastico, calcular: a) La 
velocidad comun del conjunto de ambos. b) La perdida de energia cinetica. c) 
Indicar en que se transforma esta energia aparentemente perdida. 

Solution 


Choque elastico: 


M| - M 2 


V '' V ' M, + M 2 + 2Vl M 2 + A/, 

Mi - M 2 . M, 

V2 V2 M t + M 2 V ' M, + M 2 


1 ) 

Mj = 5 g Vj = 10 cm/s M 2 = 15 g v 2 = - 5 cnVs 
Vi = 10 5 ~ 0 15 - 2x5^-= - 12,5 cm/s 

vi = 5 + 2 x 10 = 2,5 cnVs 


Comprobaci6n: 

Vi + vi = v 2 + v 2 10 — 12,5 = — 5 + 2,5 


2 ) 

M, = 5 g v, = 10 cm/s M 2 = 15 g v 2 = 5 cm/s 
vi = 10 5 ~ Q — + 2x5 = 2,5 cnVs 

vi = - 5 5 + 2 x 10 = 7,5 cnVs 


Comprobaci6n: 


V| + vi = v 2 + v' 2 <j=> 10 + 2,5 = 5 + 7,5 


3) Choque inelastico: 

M,v, + M 2 v 2 = v(M, + M 2 ) =+ v = 5 X 10 20 15 X 5 = _ 1>25 cm / s 
j T= -y M,v 2 3 + ~y M 2 v 2 -~j-(M, + M 2 )v 2 = 250 + 187,5 - 15,625 = 421,875 erg 


Esta disminuci6n de energia se ha transformado en calor y en energia interna de los cuerpos 
debida a su cambio de forma. 











Problema 68. Una bala de masa m = 20 g se lanza horizontalmente sobre un 
bloque de madera de masa M - 2 kg, suspendido por su centro de gravedad de 
un hilo inextensible, quedando empotrada en el. Despues del impacto el bloque 
oscila, experimentando un desplazamiento vertical de 10 cm. Calcular la veloci- 
dad que lleva la bala en el momento del impacto. 

Solucion 

Se conserva el momento lineal: 

mv = (m + M)V =» v = m + M V 

171 

una vez realizado el choque la energi'a cinetica del sistema bala-bloque se transforma en ener¬ 
gi'a potencial: 

(« + M) V 2 = (m + M)gh =z V = VTgh 

luego: 


Problema XI-68 


V = - - — VTgh = 2 ff° V 2 x 9.8 x 0,1 = 141.4 m/s 
m 20 



Problema 69. Sobre un saquito de arena de 4 kg de masa pendiente de un hilo 
se dispara un fusil cuya bala tiene una masa de 40 g. La bala atraviesa el saquito y 
recorre una distancia de 20 m antes de pegar en el suelo que se encuentra a 
1,5 m por debajo del impacto en el saquito. El saquito oscila experimentando un 
desplazamiento vertical de 30 cm. Calcular la velocidad de la bala en el momento 
del impacto. 


Solucion 


Conservacidn del momento lineal: 


mv = MV + mv' =$> v = 


MV + mv' 
m 


M 


V + v # 


C&lculo de V .—Despues del choque la energi'a cinetica de M se transforma en potencial: 
~Y MV 2 = Mgh => V = VIgh 


C&lculo de v '.—Tiro horizontal: 
x = v't 



luego: 




+ X 




4 000 
40 


V2 x 9,8 x 0,3 + 


20 


9,8 


2 x 1,5 


= 278.6 m/s 





















Problema 70. Un cuerpo de 1 kg de masa se halla pendiente de un hilo sin masa 
de 1 m de longitud y sujeto por su otro extremo. Lanzamos horizontalmente un 
proyectil de 20 g de masa que realiza un choque frontal con el cuerpo de 1 kg, 
quedando empotrado en el. Calcular la minima velocidad del proyectil para que, 
realizado el choque, ambas masas describan una circunferencia completa en el 
piano vertical. 


Solucion 

En el choque se conserva el momento lineal: 

M 2 v 2 = {My + M 2 )Vy [ 1 ] 

La minima velocidad v de My + M 2 en el punto A para que describan una circunferencia la 
calculamos igualando el peso y la fuerza centrifuga: 


Mg = F c =$ M —— = Mg => v 
R 


= 



y como una vez realizado el choque la energia de My + M 2 se transforma en potencial: 


(A/, + = -y- (M, + M 2 )v 2 + 2{M, + M 2 )gR => >/,'= Vv 2 + 4 Jr = VlgR 


Problema XI-70 


que, sustituida en [1], nos da: 


My + M-> j - 1 020 . - 

v 2 = -——- V5 gR = V5 x 9,8 = 357 nVs 


Problema 71. Una bala de masa m se introduce en un bloque de madera de 
masa M que esta unido a un resorte espiral de constante de recuperacion K; por 
el impacto se comprime el resorte una longitud x, sabiendo que el coeficiente de 
rozamiento entre el bloque y el suelo es tx. Calcular en funcion de estos datos la 
velocidad de la bala antes del choque. 

Solucion 



mv = (m + M) V 

(M + m)V 2 = 4 " K* 2 + Rx 
R = u(m + M)g 


V = 



Kx 2 4- 2 Rx 
M + m 



Kx 2 + 2 a {m + M)gx 
M + m 


luego: 


m + M 


m + M 


V- 


Kx 2 + 2 a (m + M)gx 
M + m 
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Problema 72. Demostrar que cuando un cuerpo, perfectamente elastico, choca 
oblicuamente con otro, tambien elastico, en reposo y de masa mucho mayor que 
la suya, sale con la misma velocidad que tenia antes del choque, cumpliendose 
que el angulo de incidencia y el de reflexion son iguales. 

Solucion 



Sea v, la velocidad del cuerpo antes del choque y v 2 la de despu^s, de la figura deducimos: 

v, = v 1 cos9>,i + Vjsen 
v 2 = v 2 cos? 2 i + v 2 sen 9^/ 

La conservation del momento lineal en el choque nos da: 


P\ = Pi 


P lx — P lx 
P\y = Ply 


Vj COSf-i = V 2 COSp 2 

v,senp, = v 2 senp 2 


al ser elastica la colisi6n se conservara la energia cinetica; por tanto: 

=> v, = v 2 


-±-Mv} = -±- Mv\ 


de las anteriores se obtiene que p, y f 2 son iguales en «valor absoluto», deduciendose de la 
figura que: 


Problema 73. Un cuerpo de 5 kg de masa se mueve sobre una mesa lisa con 
velocidad 10 m/s y choca con otro de 10 kg de masa que se desplaza en direccion 
perpendicular a la anterior con velocidad de 5 m/s. Ambos bloques, despues del 
choque, quedan unidos y deslizan juntos. Calcular la velocidad de ambos despues 
del choque, la direccion de esta y la perdida de energia cinetica en el choque. 





Problema XI-73 


ct c 


M\ 


M } + M 2 


v, = 


Solucion 

Px = = ct c 

Py = Mv y = Ct C 

5 10 , 

TTW 10 = — 

10 10 , 

TTlo - 5 = — 01/5 


A/,v, = (Mj + M 2 )v x 
M 2 v 2 = (M, + M 2 )v y 


— r 10 Vf , 

= Vv x *+ =— -m/s 


tag? = — = 1 


? = 45° 


AT = r„ - T = -y MyV f + -y- M 2 v 2 - -i - (Af, + M 2 )v 2 


= J_ 5 x 10 2 + 10 x 5 2 - 15 

2 2 2 


200 


= 208,3 J 


Problema 74. Una bola de billar en reposo es golpeada por otra identica que se 
mueve inicialmente con una velocidad v, y esta ultima es desviada pj de su direc¬ 
cion inicial. La bola que estaba en reposo adquiere una velocidad que forma un 
angulo 92 con la direccion de la velocidad v. Hallar la velocidad de cada bola 
despues del choque. Aplicacion: v = 2 m/s, 9 1 = 30°, 9 : = - 45°. Determinar si 
este choque es perfectamente elastico. 
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Solution 


p 


Mv — ct e 


p x = Mv x = ct e 

Py = Mv y = Ct C 


Mv = Mv x , + A/v x2 
0 = Mv y y + Mv y2 


tag?, 




tag? 2 = 


V X 1 + ^2 

tag?, v xl 

tag?2 v x2 


= V 

Vy, + Vy2 = 0 

v yl = 0 

- v y2 = 0 


Resolvemos por Cramer: 


1 1 

0 

0 



V 

1 

0 

0 

0 0 

1 

1 



0 

0 

1 

1 

tag?, 0 

-1 

0 

= tag?; - tag?. 

J, - 

0 

0 

-1 

0 

0 tag? 2 

0 

-1 



0 

tag ?2 

0 

-1 

1 V 

0 

0 



1 

1 

V 

0 

0 0 

1 

1 



0 

0 

0 

1 

tag?, 0 

-1 

0 

= ~ vtag?. 

^3 = 

tag?, 

0 

0 

0 

0 0 

0 

-1 



0 

tag? 2 

0 

-1 



Problema XI-74 


v tag? 2 


vtag?,tag? 2 


11 0 v 

0 0 10 

tag?, 0 -1 0 

0 tag? 2 0 0 


- vtag?, tag? 2 


vtag? 2 

xl _ tag?: “ tag?, 

vtag?, tag? 2 
yl ” tag? 2 - tag?, 


~ vtag?, 
tag?: “ tag?, 
- vtag?,tag?; 
tag?: ” tag?. 


v, = Vvj;, + v*, = — V 1 + tag 2 ?, 

tag?: - tag?. 


v, — A/ v^i + v y -> —-—- y /1 + tag 2 ?: 

y * tag?; - tag?, 


AplicaciOn: 


tag?, = tag30° = 0,577 
tag? 2 = tag (-45°) = - 1 


t'xl 


- 2 x 1 
- 1 - 0,577 


2 

1,577 


1,27 m/s v x2 


- 2 x 0,577 

- 1 - 0,577 


1,154 

1,577 


= 0,73 m/s 


- 2 x 0,577 x 1 
- 1 - 0,577 


1,154 
1,577 


= 0,73 m/s 


2 x 0,577 x 1 
- 1 - 0,577 


1,154 

1,577 


= - 0,73 m/s 


Vi - Vv x , + v;., = 1,46 m/s 


v 2 = Vv x2 + v; 2 - 1,03 m/s 
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Si llamamos T () a la energla cinetica inicial del sistema y T a la energia cinetica despues del 
choque, sera elastico si: 

T,.T . 

como: 


T ( , = Mv 2 = 2 M 
T = —,Wrf + —= 1,6 M 


T» 4 T 


El choque es inelastico 


Problema 75. Una pelota cae desde una altura de 2 m y al botar contra el suelo 
asciende a 0,5 m. Calcular el coeficiente de restitucion entre la pelota y el suelo. 


Solution 

v\ - v' 2 
v ] - v 2 

como las velocidades del suelo v 2 y v 2 son cero: 

c = _ A = _ = A /X= _L c = 0,5 — 

v, - V2gh V2g2 V 4 2 

Problema 76. Desde la azotea de un alto edificio de 64 m de altura (h = 64 m) 
dejamos caer una pelota cuyo coeficiente de restitucion con el pavimento de la 
calle es c = 1/2. Averiguar la altura a que asciende despues de botar 3 -veces 
con el suelo. 


Solution 

La velocidad con que llega al pavimento es: 

v = V5g/T 

El valor absoluto de la velocidad que adquiere tras chocar con el por primera vez es: 

v, = c Vw = Vig/z, 

siendo h ] la altura a que asciende la pelota despues del primer choque; por tanto: 

c 2 h = /i, 

Al caer desde esta altura /i, rebotara y Uegara a una altura h 2 = c 2 h x% etc. Es decir: 

/?i = c 2 h 
h 2 = c 2 h l 

I ■> # 


C h n _ ( 

En nuestro caso, sustituyendo los datos del enunciado: 

i 64 i 

h % = ch = -= 1 m 

2 6 















i 64 . 

=-= 1 m 

2 6 


Las respectivas alturas, antes y despues de cada choque serian: 

h = 64 m h, - ^ = 16 m h-, - ^ = 4 m 

2 2 2 4 

Problema 77. En el problema anterior se dedujo que la altura a que llega una 
pelota que choca contra el suelo, dejandola caer desde una altura h y despues de 
botar n veces, es h n = c 2n h , siendo c el coeficiente de restitucion. Hallar una 
formula general del tiempo que transcurre entre dos choques consecutivos. Apli- 
carla para h = 64 m y c = 1/2 y considerar los choques primero y segundo. 


Solucion 

El tiempo que tarda en caer, despues del choque n, una vez alcanzada la maxima altura es: 

H.-r-k.-L ,f * ,-<■ 

El tiempo en subir y bajar, del choque n al n + 1, sera el doble del anterior: 



Problema 78. Una pequena esfera de masa 100 g se halla pendiente de un hilo 
inextensible y sin masa, de longitud 2 m y sujeto por su otro extremo. Lanzamos 
horizontalmente otra pequena esfera para que realice un choque frontal con la 
primera. Calcular la minima velocidad de la esfera que lanzamos y su masa en tal 
caso para que, realizando el choque, la esfera pendiente del hilo describa una 
circunferencia completa en el piano vertical y la bola lanzada caiga verticalmente. 
Coeficiente de restitucion: c = 1/4. Las esferas se consideran como masas pun- 
tuales. 


Solucion 

Conservacion del momento lineal: 

A/ 1 v, + M 2 v 2 — A/, | + M 2 v 2 

pero v, = 0 y v 2 = 0, luego: 

M 2 v 2 = M^v\ 

Definicibn de coeficiente de restitucion: 


=> c = - 


V\ 

v-> 


por tanto, teniendo en cuenta [1], nos queda: 

M 2 = cM, 


F c 


A 



M 2 Af, v,' 

Problema XI-78 
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Qilculo de v\: 


La minima velocidad v de M x en el punto A para que describa una circunferencia la calculamos 
igualando el peso y la fuerza centrifuga: 

Mg = F c => M = Mg => v = Rg 

A 

y como una vez realizado el choque la energia de M x se transformar£ en cindtica y potencial en 
el punto mas alto de la trayectoria, nos quedar£: 

M x v J * 1 2 = —• M x v 2 + 2 M x gR => v'j = Vv 2 + 4g7? = \/5g/? 

que sustituida en [2] nos da: 


v 2 c 


para /? = 2 m y M, = 100 g obtenemos: 


Af 2 = cM, = -i- 100 = 25 g 


.. - V5 x 9,8 x 2 _ 
1/2 -i/4- 


= 40 nVs 


D) CONSERVACION MOMENTO ANGULAR 


FORMULARIO 


Conservaci6n del MOMENTO angular.— Si no actuan pares exteriores, 
es decir: 


N = 0 


~zr = o * 


J, Ct 

J y IcOy ct 

J 7 = Ioj 7 = Ct e 


Problema 79. Sobre una particula de 1 kg de masa actuan simultaneamente dos 
fuerzas de valor: F, = 4i + 2j - 2>k N y F 2 = - 2i + j + 2k N. Calcular: 

1. Aceleracion de la particula. 

2. Si la particula se encuentra inicialmente en el origen y en reposo, ^cual es el 
valor de su momento angular respecto al origen al cabo de 1 s? 
















Solution 


1) 


F = ZFi = Ma => 


M 


- 2/ + - k nn/s 2 


de la que obtenemos, teniendo en cuenta las condiciones initiates, los valores de v y r: 


-/■ 


adt — (2r + Ci)i + (3/ + C 2 )7 + (—t + C 3 )fc 


Cj = C 2 = C 3 = 0 =» v = 2/i + 3 tj - tk 

- J v(it - + ci)i + ^ y + (— y ** + 


c; = c; = cj = o => r = ft + -=t- t*j - ^ 

2 ) 


I 


v = 2 i + 3 j - k m/s 


* j 

k 


=> J = r x Mv = 

2 3 

-1 



< + 

1 

r = i + —- j -— k m 

2 J 2 


2 


de acuerdo con el teorema de conservacidn del momento angular, ya que no actuan pares y J . 
tiene que ser constantemente nula. 


Problema 80. Un disco de 30 cm de diametro y de 200 g de masa se encuentra 
girando alrededor de su eje con una velocidad angular de 33 rpm. En estas condi¬ 
ciones se adhiere una particula de 10 g en un punto que dista 10 cm del eje de 
giro. Hallese la velocidad angular del conjunto disco-particula. 


Solution 

J = Ct c => Ioj = (/ + /')<«/ 


/ = _L MR 2 

ui = 2m 


/’ = mr 2 


-i- MRrlm = MR 2 + mr 2 j 


MRr 

MR 2 + 2 mr 


_200 x 15 2 _ 

200 x 15 2 + 2 x 10 x 10 2 


33 = 31,6 rpm 
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Problema 81. Dos esferas de masa M = 6 kg y radio r = 20 cm estan montadas 
como indica la figura y pueden deslizar a lo largo de la barra muy delgada y 
homogenea de masa M' = 2 kg y longitud L = 2 m. El conjunto gira libremente 
con una frecuencia v 0 = 120 rpm respecto a un eje vertical que pasa por el centro 
del sistema. Inicialmente las esferas se encuentran fijas mediante fiadores a una 
distancia R = 50 cm del eje de giro; se sueltan los fiadores y las esferas deslizan 
por la barra hasta que salen por los extremos. Calcular: 

1. La frecuencia con que gira el sistema cuando los centros de las esferas se 
encuentran en los extremos. 

2. La energia cinetica del sistema en cada uno de los casos. 


/? 


Solucion 


Problema XI-81 


lo = -jj- M'L 2 + 2 
/, = -y M'L 2 + 2 


N cx — 0 J — Ct e =$> IqOJq — I\(0] 


-f-A,r + 
-j- Mr + 



= ~^ 2 ~ 2 x 4 + 2 x 6 
= 2 x 4 + 2 x 6 


-j- 0,2 2 + 0,5 2 J = 3,86 kg m 2 
0,2 2 + -J- 4 = 12,86 kg • nr 


1) 


I 0 27ZV 0 = /] 27TV] 


V, = - 


VO = 


3,86 

12M 


120 = 36 rpm 


2 ) 


T 0 = -i- / o!U 5 = -y- 3,86 x 4 tt 2 4 = 305 J 


j, (a f = 12,86 




91 J 


Problema 82. Tenemos un volante de 80 cm de diametro y 50 kg de masa que 
consideramos concentrada en el aro periferico y puede girar en un piano horizon¬ 
tal. Queremos saber: 

1. Su aceleracion angular si partiendo del reposo tira de el una cuerda arrollada a 
su periferia, con la fuerza constante de* 1 kp. La masa de la cuerda es desprecia- 
ble y no existen rozamientos. 

2. Velocidad angular del volante y de traslacion de la cuerda al cabo de 10 s. 

3. Longitud de la cuerda desarrollada en ese tiempo. 

4. A los 10 s citados se rompe la cuerda y entonces colgamos del aro pesos por 
valor de 25 kg; ^cual es la nueva velocidad angular? 

Solucion 


1) N = 1 a 

N = rF 


rF = Mr 7. =£> 


9,8 


Mr 


50 x 0,4 


0,49 rad/s 2 


/ = Mr 

















2 ) 


to = oit = 0,49 x 10 = 4,9 rad/s 


v = tor = 4,9 x 0,4 = 1,96 m/s 


3) 



4) 


N cx = 0 => y = ct c => /» = /v 


CO = - to = 

r 


Mr 


M 


Mr + M'r ( ° M + M' 


50 


50 + 25 


■ 4,9 = 3,26 rad/s 


Problema 83. Un disco homogeneo que puede girar alrededor de un eje vertical 
pasa del reposo a 90 rpm en 10 s. Su peso son 25 kg y el diametro 1 m. Calcular: 

1. Fuerza constante capaz de producir dicho movimiento aplicada en la periferia, 
durante los 10 s. 

2. Energia cinetica del disco cuando gira a 90 rpm. 

3. Cuando va girando a dicha velocidad se acopla a el otro disco coaxial de 50 kg 
de peso y 50 cm de diametro. Calcular la velocidad angular del conjunto formado 
por ambos. 


Solucion 



Problema XI-83 


1) 

N = lot 
N = Fr 


to = 2rrv = <xt 


1= J-Mr 


Fr = 4- Mr 

2 t 


F = 


Mn rv _ 25 x 0,5 x x 90 


60 x 10 


= 5,89 N 


2) __ 

T = 4r lo? = -r - 4 - Mr47? v 2 = MrVv 2 = 25 x 0,5 2 ^ V = 138,79 J 
2 2 2 \ oU / 


3) 


Ito — It 


Mr27?j — Mr + -y- 2 tzv' 


Mr + M'r' 2 


25 x 0,5 2 + 50 x 0,25 2 60 


-= 1 vuelta/s 


o' — 2 7rv' = 2 tt rad/s 


Problema 84. El disco A de la figura gira con una velocidad angular co A . El disco 
B , que tiene un momento de inercia tres veces menor que el de A, gira con una 
velocidad angular <o B en sentido contrario aMy dos veces mayor en modulo que 
oj a . Se deja caer el disco B sobre el A y en el acoplamiento se producen 315 kgm 
de calor. Calcular las energias cineticas iniciales de ambos discos. 



Problema XI-84 
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Solucion 


Conservaci6n momento angular: 

W cx = 0 => J = Ct C => I A (o A - I B w B = (/a + 4)« 


1 

/ B = — /a 


A\ w A ~ ^B W B 


/a + /b 


— 2 a 

Conservacion de la energfa: 


^A W A “3“ A\2w a 

“X 

3 


■ ^A 


\ U<0 2 A + -J- W, = \ + /b)- 2 + £? 


-J- Va + y— j- ^a 4 "a = y- (/a + -|-Aa) yy- "a + C? 
y- Wa + y- /a" a = ~j2 y~ ^a w a + (? 


r A = —/ a<u 2 a = 


e 


4g 


4 x 315 


>♦* 


1 

12 


= 140 kgm 


T'b —^b w b - 2 -5” -j" T'a — 186,66 kgm 



Problema 85. Una bala de masa M x y velocidad horizontal v x choca con un 
pequeno diente situado en la periferia de un volante de masa M 2 y radio R. 
Suponiendo la bala como una masa puntual, que el volante es cilindrico, macizo y 
homogeneo (no se tiene en cuenta el pequeno diente) y que el choque es perfec- 
tamente elastico, realizandose en la periferia del volante, averiguar la velocidad 
de la bala y la angular adquirida por la rueda despues del choque. 

(M 2 = 1 kg; Mi = 100 g; R = 10 cm; v Y = 100 m/s) 

Solucion 


Conservaci6n del momento angular: 

M } v x R = M } v\R + ho 
Conservacion de la energia cindtica: 

-L M x v] = -i- M,v', 2 + 4 - /« 2 
2 2 2 


- v',) = I(o 
M x (vf - vj 2 ) = ho 2 


v, + v', = (oR 


que sustituida en la primera: 


M x v x R = M x v\R + I 


Vi + v\ 
R 





R + 



=> 


M X R 2 - 1 
M X R 2 + / 


v, + v\ 

(O = - 

R 
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sustituyendo: 


/ = -L m 2 r- 


2 A/, - M 2 


V, 4 M, 

V| l| 2M, + M 2 


R 2 M, + M 2 


Resultados numericos: 


= 100 -- 'j A - = _ 66,66 nVs 


La bala retrocede a tal velocidad. 


100 0,4 _ ,, , /c 

w = -Q-y- -jY = 333,33 rad/s 


Problema 86. Resolver el problema anterior, suponiendo que la bala se incruste 
en la periferia del volante (choque inelastico). 

Solucion 


Conservacion del momento angular: 

M^v^R = M x v\R + Ico 

(no hay conservacion de la energia cinetica). A1 girar juntos el volante y la bala se verifica: 


v'i = coR => MiV^R = M^gjR 2 + -y- M 2 R 2 co => 


2 Af, 


500 


R 2 M, + M 2 


ra4/s 


V\ = Oj/? = Vj 


2A#, 


50 

2Mj -4 - M 2 3 ^ 


Problema 87. Una fuerza de 2 kg actua durante 3 s sobre un cuerpo de 9,8 g. 

1. ^Cual es el impulso de la fuerza? 

2. ^Que velocidad le comunica al cuerpo? 

3. ^Cual es la energia cinetica que adquiere el cuerpo? 

3. Despues de haber estado en movimiento un cierto tiempo choca con un aro 
circular fijo por su centro. El choque es tangencial y el cuerpo queda incrustado 
en el aro. ^Cual es la velocidad que adquiere el conjunto si la masa del aro es de 
2 kg y 5 cm su diametro? 


Solucion 


1) 


Ft = 2x3 = 6 kp-s 


2 ) 


Ft = Mv => 

Ft = 

6 X 9,8 - 6 000 m/s 


M 

9,8 x lO”-' 
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t 3 


3) 


n 

* ! T = 4r Mv 2 = Ar -■' 8 | 0 10 - 36 x 10 6 = 18 OOO kgm 

I 2 2 9,8 



Problema XI-88 


4) Conservaci6n del momento angular ( M' y R\ masa y radio del aro): 


MvR' — V oi + Mv' R' 

1' = M'R' 2 MvR' = M'R' 2 — + Mv'R' = v'R'(M' + M) 

R' 

v' = cu'R' 

v' =- M. -v = — 9 ’ 8 x 1Q ~ 3 — 6 000 = 29,2 m/s 

M' + M 2 + 9,8 x 10" 3 


Problema 88. Cual es la minima velocidad que tiene que llevar un proyectil, de 
masa ra, para que al chocar e incrustarse en el extremo inferior de una barra 
homogenea, de longitud / y masa A/, que se encuentra atravesada por el otro 
extremo por un eje, para que de una vuelta completa alrededor de dicho eje, 
despues del impacto. 



Solucion 

Calculemos primero la posicidn de x c y el momento de inercia de barra y bala incrustada 
respecto al eje que pasa por O : 


Problema XI-88-1.* 



Problema XI-88-2. 9 


M 2 + _ M + 2m l / = Ml 2 + ml 2 = -4- f M + 3ml/ 2 ^ 

° WTm M~m — 3 3 

Conservaci6n del momento angular: 


mvl = I co => v = —— co = 

ml 


-±-[M + 3m)P 


Despu^s del impacto conservacidn de la energia: 


/ M + 3m 

—Z - CO 

3 m 


-i- Ico 2 = (M + m)gh 

h = 2x c 


TT' Mt 3m]/v - (M + m ^ 2j wr^ 


]_ 

2 


V 6 g M + 2m 
l M + 3m 


/ M + 3m -\ / 6 g M + 2m 
3 m V ~ M + 3m 


Problema 89. Una delgada varilla homogenea de longitud L y masa M 2 puede 
girar en torno a un eje fijo que pasa por uno de sus extremos. Soldado al eje hay 
un resorte que, al girar aquel, se comprime. Disparamos horizontalmente una 
bala de masa M x que choca con la varilla, incrustandose en su extremo libre. Por 
efecto del choque la varilla gira un angulo 9 . Calcular la velocidad v x de la bala. 
(Sabemos que por efecto de un par de momento N el sistema eje-resorte gira un 
angulo p.) 


(L = 1 m; M 2 = 1,2 kg; M l = 10 g; 9 = 60°; JV=lN*m; p = 60°) 
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Solution 


Calculo de la constante del resorte: 

N = KP => K= 

Calculo de la velocidad angular del sistema «varilla proyectil» despu£s del choque: conserva- 
ci6n del momento angular: 

M x v x L = M x v\L + I(o 

Mi 


I = M 2 L 2 


^ 1 y 

Mi VjL = M\coL 2 + —— M 2 L 2 (o => (o = —j— 


M x +-yM 2 


v\ = (oL 

Calculo de la energia de deformacidn acumulada en el resorte al girar un Angulo <p : 

dW = Nd ? = K ? d ? => W : 

Conservacidn de la energia, una vez que el sistema comienza su movimiento de giro: 


= /; K<?d f = -Lk 9 2 = u 


~Y (/, + / 2 )« 2 = M,gh t + A/tfAz + ~Y k 9 2 


/, = A/.L 2 


~Y lYl2L 


hi = L(1 - cos?) 

^2 = -y* (1 “ cos?) 


— [ m x l 2 + — m 2 J\ At r -—— * 

2 L 3 j L ‘ [*,.+«,] 



— = M x gL( 1 - cos?) + M-ig — (1 - cos?) +- K<p 2 

2 2 2 


1 v 2 

2 1 ' 


Mf 


M x +^-M 2 


= gL( 1 - cos?) M } + 


[ M-> 1 1 

m ' + -t\ + ~ 


Kf 2 


\/ [2^(1 - COS?) (/W, + + Kf 2 

(-■♦ 4 ) 

M, 


Aplicacidn numerica: 


K = 


N 3 N • m 


rad 


. v 

2 x 9,8 [l - -— ) (0,01 + 0,6) + p (0,01 + 0,4) 

- ' ' 71 J ~ 170 

1 0,01 v 


Problema 90. Un cubo de arista 2 a resbala con una velocidad v sobre una super- 
ficie horizontal cuando tropieza con un pequerio obstaculo fijo. Determinar: 

1 . El momento de inercia del cubo respecto de una arista, sabiendo que con 
respecto a un eje de simetrfa, perpendicular a las caras, es Ml 2 /6 . 

2. La velocidad del centro de masa justamente despues del choque. 

3. El valor mmimo de v para que el cubo vuelque. 



Problema XI-90 
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Solution 



i in Baamg— 


Problema XI-90-1.' 


1) / = / c + Md 2 


I c = -L Ml 2 = -4“ A/4a 2 = A/a 2 
0 0 J 

d = Vfl 2 + a 2 = a V2~ 



Afa 2 + 2 Ma 2 = -j- Ma 2 


2) El bloque choca con el obstaculo O y gira en torno a su arista. Aplicamos el teorema de 
conservation del momento angular respecto a O y nos queda: 


J = /' 

y = Mvfl 


A/va = 


Ma 2 a 


J' = Ioj= Ma 2 cc 



v_ 

a 


V7= 


VT„ 


3) La energia cinetica del cubo tiene que ser suficiente para que el bloque quede en reposo 
en la posicidn indicada en la figura; luego la energia cinetica de rotacion del cubo ha de ser 
igual al aumento de su energia potencial: 


-j- Ico 2 = Mgh 


~Y ~T M “ 2 ( t * “^) 2 = M s a ^~ !) =*> 


h = a V5”- a = a(\^"- 1) 



E) PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES. MAQUINAS 

- FORMULARIO - 

PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES: 

W + W — 0 

rr motor ' yr rcsistente u 


Problema 91. Para subir agua de un pozo se emplea un torno cuya manivela es 
de 50 cm de longitud y el radio del cilindro 10 cm. El pozo tiene 12,56 m de 
profundidad; el cubo que pende de la cuerda (supuesta sin peso) pesa 2,5 kg y su 
capacidad es 1 decalitro. Calcular la fuerza que hay que aplicar a la manivela, el tra- 
bajo realizado al subir el cubo lleno de agua y el numero de vueltas que es nece- 
sario dar a la manivela. Se supone que no existen rozamientos. 
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Solution 


1 decalitro = 10 litros 
Peso de 10 litros de agua = 10 kp 
Peso del cubo vacio = 2,5 kp 
Peso total = 12,5 kp 


ZN = 0 


Nx - N 2 = 0 


F50 = 12,5 x 10 


F = 


12,5 x 10 
50 


= 2,5 kp 


Trabajo = peso x altura = 12,5 x 12,56 = 157 kgm 
Altura = numero de vueltas x longitud de circunferencia del cilindro 


1 'y c/r 

Numero de vueltas = _ — = 20 vueltas 

Z7:U,1 


Problema 92. Considerando los rozamientos entre las distintas partes del torno 
del problema anterior, hay que realizar para subir el cubo lleno un trabajo de 
196,25 kgm. Calcular el rendimiento y el trabajo consumido en veneer los roza¬ 
mientos. 


Solution 


Como el trabajo tedrico eran 157 kgm y hemos consumido 196,25, el rendimiento sera: 


r t = 


157 

196,25 


= 0,8 


=> 


80 % 


El trabajo empleado en veneer los rozamientos es la diferencia entre el trabajo consumido y el 
te6rico: 

Trabajo = 196,25 - 157 = 39,25 kgm 


Problema 93. Una prensa de lagar consta de un tornillo cuyo paso de rosea es 
5 cm, accionado por una barra de longitud 3 m. El diametro del armazon cilmdri- 
co donde se coloca la pasta es de 1,50 m. Hacen funcionar a la prensa tres obre- 
ros, ejerciendo cada uno de ellos una fuerza de 75 kp. El primero actua en el 
extremo libre de la barra; el segundo a 50 cm del anterior, y el tercero a 50 cm 
del segundo. Calcular la fuerza y la presion (fuerza por unidad de superficie) que 
efectuan contra la materia a prensar. 


Solution 

+ F 2 lr,r 2 + F 3 2rrr 3 = Fh => 2tz x 75(3 + 2,5 + 2 ) = F x 0,05 

=4 kp/ cm ~ 

A -r 3.14 x 75 2 


=> 


F = 70 650 kp 
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Problema 94. Disponemos de un motor cuyo eje gira a razon de 600 rpm y cuya 
polea tiene un diametro de 20 cm. Queremos aumentar las revoluciones hasta 
1 500 rpm. ^Cual es el diametro de la polea que hay que acoplar a la anterior? 
£Y si se trata de reducir las revoluciones a 400 rpm, cual seria tal diametro? 


Solution 


l) 

sustituyendo valores: 

600 


Vi _ r 2 

r\ 


2 ) 


600 




v 2 

r 2 

10 

=J> r 2 = 

6 000 

1 500 

r 2 

10 

=> r 2 = 

6 000 

400 


cm =» 


= 15 cm => 


dn = 8 cm 


d 2 = 30 cm 








Capitulo XII 


EL OSCILADOR ARMONICO. PENDULO 

A) CINEMATICA DEL MOVIMIENTO VIBRATORIO 
ARMONICO 

-FORMULARIO -1 


ECUACIONES: 

x = A sen (cut + 9 ) 

V = AcoCOS(eot + 9 ) = co Va 2 - x 2 
a = - Aco 2 sen(cof + 9 ) = — co 2 x 


CO 



2kv 


Extremos en VALOR ABSOLUTO: 


Si sen(cof 4- 9 ) — 0 
Si sen (cot + 9 ) = 1 
Si sen (cot + 9 ) = 0 
Si sen (cot + 9 ) = 1 


=*> 

=> 

=*> 


x = 0 => 

x = A =s> 

x = 0 =*> 

* = >4 => 


V max = ± 

V = 0 

a = 0 

^max CO A. 


MOVIMIENTO VIBRATORIO ARMONICO AMORTIGUADO: 

X = >4e _k(<ot+?) COS(cD/ 4- 9 ) 

COMPOSICION DE MOVIMIENTOS VIBRATORIOS ARM6NICOS: 

Misma direction y periodo: 

Xi = A 1 sen (cot -I- 91) 

x — A sen (cot 4 - a) 

x 2 = A 2 stn (cot 4 - 92) 

A 2 = A] 4 - A 2 4 * 2A\ A 2 cos(91 “ 92) 
/l 1 sen9 1 4 - > 4 2 sen 9 2 


taga = 


/ 4 1 cos 9 1 4 - A 2 c OS92 













PULSACIONES: 

, V, + V 2 

V ” 2 

x = ^4'sen ^2 ttv7 H— 

v p = 

1 

T = Vi - v 2 

2 P 

Mismo periodo y direcciones de vibracion perpendiculares: 

2 

y~ , * 

2 xy 2 

9 + 

A\ A] 

--— coso = sen 9 

AiA 2 


Problema 1. Un punto material describe uniformemente una trayectoria circular 
de 1 m de radio, dando 30 rpm. Expresar la ecuacion del movimiento vibratorio 
armonico que resultaria al proyectar sobre un diametro las posiciones del punto 
material en los dos casos siguientes: 

1 . Se comienza a contar el tiempo cuando la proyeccion del punto movil es el 
centro de la circunferencia y el movimiento va en el sentido de las agujas de un 
reloj. 

2. En el caso de comenzar a contar el tiempo cuando el radio ha girado desde la 
posicion anterior un angulo de 57,328°. 

Solution 


l) 


x = A sen tot 


A = 100 cm 
to = 2/tv = - rad/s 


=> 


X = lOOsen-/ 


2 ) 


X = ASCT)((ol + ?) 



180° 

57,328° 



57,328 x 3,14 
180 


x = lOOsen (.*:/ + 1) 


= 1 rad 


Problema 2. En la experiencia correspondiente a la figura el cilindro da una 
vuelta en 2 s. Dada una vuelta, el dibujo que se ha realizado en el papel consta 
de 870 ondulaciones completas cuya maxima dimension transversa es 3 mm. De- 
terminar la frecuencia, el perfodo y la ecuacion del movimiento —supuesto vibra¬ 
torio, armonico simple— de la punta entintada. Calcular tambien la elongation al 
cabo de 0,1 y 0,01 s de iniciado el movimiento. 
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Solution 


1) 870 vibraciones corresponden a 2 s, luego la frecuencia sera: 

870 ... u 

v = —-— = 435 Hz 


2) El periodo sera: 


T = — = —! s 

V 435 


3) La amplitud de la vibracidn es: 


A 0,3 nic 
A = = 0,15 cm 


-870 ondas --- 

AMAMAM 


4 

J 3 mm 

♦ 


Problema XII-2-2 - 3 


4) La pulsation sera: 

W = = 2tv = 870 tt rad/s 

5) La ecuacion del movimiento es: 

x = 0,15 sen 870,7* 


6 ) Para / = 0,1 s: 

= 0,15sen870r0,l = 0,15sen^ = 0 


7) Para / = 0,01 s: 

x 2 = 0,15sen870-0,01 = 0,15sen0,7r 
que expresado en grados: 

x 2 = 0,15senl26° = 0,15sen54° = 0,12 cm 


Problema 3. Un punto material oscila con movimiento vibratorio armonico sim¬ 
ple de amplitud 2 cm y frecuencia 10 Hz. Calcular su velocidad y aceleracion 
maximas y la velocidad y aceleracion en el tiempo t = 1/120 s. 


A = 2 cm 

W = 2 77V = 20 77 s -1 
9 = 0 

Para cos20t7 / = 1 => 

Para sen 20 77 / = 1 => 


Solution 

x = 2 sen 20-/ 

v = 40 77 cos 20-/ = 20,-r V / 4 — x 2 
a = - 800 77 2 sen 20-/ = - 400 “ 2 * 

‘'max = 40 77 Cm/S 

= ” 800 77 2 C/Tl/s 2 


1 


v = 40rcos ~^ 7 T = 40-cos = 20- VJcm/s 

121) 0 

0 

- <N 

II 



a - - 800- 2 sen = - 400 t? 2 cm/s 2 

6 
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Problems 4. La aceleracion de un movimiento queda determinada por la expre- 
sion: a - — I6n 2 x, estando a medida en cm/s 2 y x (distancia al origen) en cm. 
Sabiendo que el desplazamiento maximo es 4 cm y que se ha comenzado a contar 
el tiempo cuando la aceleracion adquiere su valor absoluto maximo, en los des- 
plazamientos positivos, determinar: 

1 . La ecuacion del desplazamiento para cualquier instante. 

2. La velocidad y aceleracion maximas. 

3. La velocidad y la aceleracion cuando el desplazamiento es la mitad del ma¬ 
ximo. 

Solucion 


» 


A = 4 cm 


9 = 


x = 4cos47tf 


v = — 167rsen47rf = — vl6 — x 2 

a = — 647r 2 cos47rf = - 16^ 

2) Los extremos seran los valores absolutos de las cantidades siguientes: 
Si sen47r/ =1 => 


Si cos 4 7zt = 1 


= - 16tt cm/s 


= - 64 t: 2 cm/s 2 


3) 


x = -y- = 2 cm 


= - 4 7T Vl6 - 4 = - 8^ V3~cm/s 


a - - 16tt 2 2 = - 327T 2 cm/s 2 


Problems 5. Calcular la diferencia de fase que deben tener dos movimientos 
vibratorios armonicos del mismo perfodo, direccion y amplitud, para que el movi¬ 
miento resultante tenga la misma amplitud que cualquiera de ellos. Representar 
graficamente los movimientos componentes y el resultante. 

Solucion 

La amplitud del movimiento resultante es: 

A 2 = A\ + A j + 2A } A 2 cos^ 

como es condicion del problema que: 

A ] = A 2 — A => A 2 = 2 A 2 + 2/4 2 cos? => cos? = — —y- => 

Las ecuaciones de los dos movimientos las escribiremos de la forma: 

= /4sen<u/ 

x 2 = /4sen + “3^ 

El movimiento resultante tendra por ecuacion: 

.v = A sen (rot + a) 
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como: 


sens 


tag* = 


A 2 sen ? 


,4 sen? 


>4j + y4 2 cos? A + /4cos? 1 + cos? 


sen 120 _ /— 

1 + cos 120 


a = 60° = -y- 

La ecuaci6n es: 

of + -y- 

La representaci6n grafica de jc, = /,(f) es una sinusoide que parte del origen. 
La representation de x 2 = / 2 (/), como: 


x - A sen 


Xo, = A sen 120 = A = 0,866 A 

ser£ una sinusoide con ordenada en el origen x^ teniendo en cuenta que para cot = 60° se 
anula x 2> adquiriendo, a partir de ese valor del tiempo, valores negativos. 

La ordenada en el origen del movimiento resultante (/ = 0) es: 

jc 0 = /I sen 60 = A = 0>866/4 

identica a la anterior. El valor maximo de la elongacidn se encuentra para (at = 30°, y su 
anulacion para cot = 120°. 



Problema 6. Determinar la amplitud y la ecuacion general del movimiento vi- 
bratorio armonico que resulta al estar sometido un cuerpo material a las vibra- 
ciones: = 3sen(8;:f + k/2) y x 2 = 4sen8^r, estando escritas en el sistema CGS. 


Solution 


Como son dos mva del mismo periodo: 



T = 


4 


s 
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tendremos: 


A 2 = A\ + A$ + 2A l A 2 cos(f l - 9 ,) = 3 2 + 4 2 + 2 x 3 x 4cos -j- = 25 cm 2 
A = V25 = 5 cm 


taga = 


/Ijsenpi + A 2 stn^ 2 

A^cos^x + A 2 COS 92 


3sen -j- + 4sen0 
3cos + 4cos0 



a = 36,86° = 36 1 ’gQ — = 0,2^ rad 

La ecuacidn del movimiento sera: 

x = 5sen(8^ + 0,2*) = 5sen/r(8/ + 0,2) 


Problema 7. Averiguar la frecuencia de la vibration y la frecuencia de las pulsa- 
ciones que se producen al estar sometido un punto material a vibraciones de la 
misma direction y de frecuencias 440 y 442 Hz. Suponiendo 5 cm la amplitud de 
cada una de las vibraciones y que ambas estan en concordancia de fase, determi- 
nar la expresion general de la elongation en funcion del tiempo. 


Solution 

La frecuencia de la vibracidn vendra dada por: 


v, + v 2 


La frecuencia de la pulsacion sera: 


440 + 442 


= 441 Hz 


Vp = v 2 — v, = 442 - 440 = 2 Hz 


La ecuacidn del mva resultante sera: 
X = x } + x 2 


= 2/4cos £ rvt(v i - v 2 )- y J sen ^2*/ — 


v l 4- v 2 

Como 9 = 0 y 4 = 5 cm, sustituyendo los valores de v 1 - v 2 y--—— tendremos: 


x = 2 x 5cos (xt2 )sen(2 r.t 441) = 10cos(2tt/) sen(882-0 



Problema 8. La punta entintada de la figura vibra horizontalmente cuando esti- 
ramos el resorte R u comprimiendo R j y soltamos el cuerpo C. Tal punta toca a la 
superficie A pendiente del resorte R 2 . Estiramos este y soltamos A en el instante 
en que P pasa por su position de equilibrio (O). Las dos vibraciones perpendicu¬ 
lars son del mismo periodo. ^Que figura dibuja la punta PI Determinar la ecua- 
cion de tal trayectoria, siendo las amplitudes de los movimientos de A y P 10 y 
5 cm, respectivamente. 

Solution 

Como son dos mva perpendiculares y la diferencia de fase es 0, la ecuacion de la trayectoria 
sera: 

JL + = o \-L _ —V = o *. JL _i_ * v = —, 

A 2 A\ A t A 2 L A 2 Ai J A 2 A y Ay 
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Problema XII -8 



















sustituyendo los valores de A 2 y A 2 , tendremos: 



Ecuacion de una recta 


que pasa por el origen y de coeficiente angular 


2 ‘ 


Problema 9. Dibujar la curva del Lissajous correspondiente a dos MV A de direc¬ 
tories perpendiculares y cuyos periodos estan en la relation 5/4, cuyas amplitudes 
son iguales y se inician ambos movimientos en el origen de coordenadas. 

Solution 



Problema XII-9 


B) DINAMICA DEL MVA 
- FORMULARIO - 


Traslaci6n: 

F = Ma = 


Morx — — Kx => K = Moj 2 = M — — = M Arrv 2 


T 2 


-'■V- 


M 

K 


ROTACI6N: 

N = I* = 


— — K'y K = III? = I ——I - = I4- 2 V 2 

T 2 


-*V4 
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Problema 10. Un punto material de 40 g de masa realiza un movimiento armo- 
nico simple de periodo T = 0,32 s. Calcular el valor de la amplitud, sabiendo que 
el valor maximo de la fuerza responsable del movimiento vale 10 N. 


Solution 

La fuerza responsable del movimiento es maxima cuando la aceleracidn es maxima, o sea, 
cuando x = A, luego: 


F = 


Ma = — Mo?A = - M 


4 k 2 

T 2 


A 


Operamos con valores absolutos: 


A=-^- 

4r?M 


10 x 0,32 2 

4^40',x 10" 3 


= 0,65 m = 65 cm 


Problema 11. A una particula material de 10 g de masa se le hace describir un 
movimiento vibratorio armonico simple en la direction del eje de las X. La am¬ 
plitud del movimiento es de 5 cm, y cada segundo efectua el punto media vibra¬ 
tion. Calculese: 

1. La ecuacion que rige el movimiento. 

2. La naturaleza de la fuerza capaz de producirlo y su valor. 

3. Los valores de la elongation para los que sera maxima la velocidad. 

4. Los valores de la elongation para los que la aceleracion sera nula. ^ 


Solution 

M=10g 9 = 0 y4=5cm 

V = —Hz => OJ = 2 7TV = 7r s -1 


1 ) _ 

x = 5 sen xt 

V = SxCOSrzt = 7T V25 - X 2 

a = — 5/T 2 sen,Tr = — 7?x 


2 ) 

F = Ma = - 50;r : senr:/ = - 10 7?x 


3) 


La velocidad es maxima cuando: 

cos 7zt = ± 1 rzi = K- => sen-r = 0 


=> 


jc = 0 


4) 


a = 0 
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Problema 12. Una masa de 20 g realiza un movimiento vibratorio armonico en 
el extremo de un resorte que da dos oscilaciones por segundo, siendo la amplitud 
del mismo 5 cm. Calcular: 

1. La velocidad maxima de la masa que oscila. 

2. La aceleracion de la masa en el extremo de su movimiento. 

3. La constante K del resorte. 


Solucion 


x = 5 sen (4*/ + 9) 

v = 20*cos(47r/ + 9 ) = 4tt V25 - x 2 


A = 5 cm 

= 27tv = 47: s _1 a — - 80 - 2 sen(4-/ + 9) = — 16x 2 x 

F = — 1 600 * 2 sen (4*/ + 9 ) = — 3207t 2 jc 

1) Cuando el cos(4rr + 9 ) = 1 la velocidad sera maxima, luego: 


= 20 * cm/s 


2) Cuando x = A la aceleracion es maxima: 


= - 16* 2 5 = - 807T 2 cm/s 2 


3) 


T=2- \/= — = 4 . K = 4A 2 M = 4tt 2 4 x 20 = 320* 2 

V K v cm 


Problema 13. El movimiento del piston de un automovil de 500 g de masa pode- 
mos considerarlo vibratorio armonico simple. Si la carrera del piston (doble de la 
amplitud) es 10 cm y la velocidad angular del cigiienal es de 3 600 rpm, calcular: 

1. Aceleracion del piston en el extremo de la carrera. 

2. Fuerza resultante que se ejerce sobre el en el extremo de la carrera. 

3. Velocidad maxima del piston. 


V 


Solucion 

2/1 = 10 =*• A = 0,05 m 

■^5. = 60 Hz =4- w = 120^ s' 1 
60 


9 = 0 M - 0,5 kg 
Las ecuaciones del movimiento escritas en el si serein: 
x = 0,05 sen 120 r,t 

V = 6scosl20s/ = 120s V2,5 x 10“ 3 - x 2 
a = - 720s 2 sen 120 s/ = - 144 x 10 2 s 2 jt 
F = - 360 s 2 sen 120 s/ = - 72 x 10 2 s 2 x 


1 ) 


x = 5 cm 


a = - 144 x 10 2 s 2 0,05 = - 720s 2 nVs 
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2) 


x = 5 cm 


F = - 72 x 10 2 x * 2 x 0,05 = - 360* 2 N 


3) Para x = 0 la v es maxima, luego: 


v = 6 k fry's 


Problema 14. Un cuerpo cuya masa es de 100 g posee un movimiento armonico 
simple a lo largo de una linea recta AB de 10 cm de longitud, con un periodo de 
2 s. Calcular: 

1. La velocidad y aceleracion en el punto medio de la recta AB. 

2 . La velocidad y aceleracion en el extremo B. 

3. La fuerza recuperadora en el punto B. 

Solucion 


o 

§ 

I 

G> 

O 

}0 

>0 


1 _e. 


x = 2 cm 


g 


g 

I 

}o 

o 


1 ) 


2 ) 


M = 100 g 
2 A = 10 cm 


A = 5 cm 


— 2* — i 

W = —y- = * s 


? = 0 


* = 0 


x = A = 5 cm 


x = 5 sen*/ 

v = 5*cos*/ = *V25 - jr 
a = — 5* 2 sen*/ = — * 2 x 
F = - 500* 2 sen*/ = - 100* 2 x 


v = 5* cm/s 


a = 0 


V = 0 I 


a = - 5 * 2 cm/s 2 



M 

3) 

x = >4 = 5 cm => 

F — — 500 * 2 dyn 







£ 


}o 

p 

r-p—* 

1 S 1 

o 

e 


x = 0 


2 M 


- r -■>» 

I-j 

Problema XII-15 


Problema 15. A un muelle helicoidal se le cuelga un cuerpo de 10 kg y se alarga 
2 cm. Despues se le ariaden otros 10 kg y se le da un tiron hacia abajo, de modo 
que el sistema comienza a oscilar con una amplitud de 3 cm. Se desea saber: 

1. La frecuencia del movimiento. 

2. La velocidad, la aceleracion y la fuerza recuperadora a los 2 s de haber empe- 
zado a oscilar. 


Solucion 


1 ) 


F = Kx => 


K = — = 
x 


= 5 kp/cm = 500 x 9,8 — 


■-+--£ VT-^ V 


500 x 9.8 5 „ 

20 = ~ HZ 
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2) 


x = 3cos5 xt 

v = - 15-sen5-/ = - 5;r V9 - x 2 
a = - 75 t : 2 cos 5 77 / = - 25tt 2 jc 
F = - 15 x 10 -Vcos5tt/ = - 5 x lOV* 




A = 3 cm 


Problema 16. A un resorte cuya longitud natural, cuando esta colgado de un 
punto fijo A, es de 40 cm se le pone una masa de 50 g unida a su extremo libre. 
Cuando esta masa esta en posicion de equilibrio B, la longitud del resorte es de 
45 cm. La masa se impulsa 6 cm hacia abajo (punto C) y se suelta. 

1. <i,Cual sera la constante del resorte? 

2 . ^Cuanto vale su aceleracion cuando el resorte esta separado 6'cm de su posi¬ 
cion de equilibrio? 

3. ^Cual es su aceleracion cuando ha alcanzado un punto de 2 cm encima de C? 

4. ^Cual sera la fuerza que actua sobre el en el punto 2 cm por encima de C? 

5. Dibujese un esquema con las diferentes posiciones del movimiento descrito. 


Solution 


1 ) 


F= Kx 


y como: 



50 X . 980 = 9,8 x 10 3 
5 cm 


Vt 


2iz 



50 

9,8 x 10 3 


yr 

5 


i 

VT 


S 


luego: 

<o = -y- = 2 VStzS-' 



A = 6 cm 


x = 6cos2 

V = - 12 V5*sen2 VT^ = - V36 - jr 
a = - 120 r 2 cos 2 V5 -t = - 20^ 

F = - 6 000s 2 cos2 Vint = - 1 000s 2 jr 


2 ) 


x = A = 6 cm 


a = - 20- 2 6 = - 120s 2 cm/s 2 


3) 


Cuando se encuentra a 2 cm de la posicion mas estirada, entonces: 


jc = 6- 2 = 4cm 


a = — 20 t : 2 4 - - 80 - 2 cm/s 2 




Problema XII-16 


357 















































4) La fuerza productora del movimiento vibratorio armdnico es: 
F = - 1 000 tAc 
x = 4 cm 


F = - 4 000 ;r 2 dyn 


La fuerza que actua sobre el cuerpo es: 

F = Mg + Ma = 50(980 - 80* 2 ) = 9 522 dyn 


Problema 17. Un punto movil de 0,5 kg de masa esta animado de un movimien¬ 
to vibratorio armonico de 10 cm de amplitud, realizando 2 oscilaciones cada se- 
gundo. Calculese: 

1. La elongation de dicho punto, 1/6 s despues de alcanzar su maxima separa¬ 
tion. 

2. La constante de recuperation del movimiento. 

3. La energia cinetica que poseera el punto movil al pasar por su position de 
equilibrio. 

Solution 


M - 0,5 kg A = 10 cm a> - 2™ = 4tt s 1 <p = 
x = 10cos47rr 

v = — 407rsen47r/ = — 4 n y /100 — jc 2 
a = — 1607 ^ 0084 ^ = - 16k 2 x 
F = - 8 x 10 4 cos47r/ = - 8 x lOV* 


1 ) 


2 ) 

- + -TT V 

3) 

x = 0 => v = — 40 7 : cm/s => T = -i- Mv 2 = 500 x 16 x 10 2 tt 2 erg 

T = 3 947 842 erg 


x = 10 cos 


4tt 

6 


= 10 cos 120° = - 5 cm 


K 

M 


K = M 4*5*1 


= 0,5 x 4s 2 x 4 = 8 s 2 — 
m 


Problema 18. El embolo de una maquina de vapor pesa 20 kg, siendo la longi- 
tud del cilindro de 40 cm, y suponemos que se mueve con un movimiento armoni¬ 
co simple a razon de 120 periodos por minuto. Determinar: 

1. Tiempo que tarda en recorrer 10 cm a partir del momento en que pasa por el 
centro del cilindro. 

2. La energia cinetica cuando pasa por el centro del cilindro. 

3. Momento y valor de la maxima aceleracion. 
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Solution 


M = 2 x 10 4 g 

2A = 40 => A — 20 cm 

9 = 0 

CO = 2 7TV = 4tT S -1 


a: = 20sen47:/ 

v = 807:cos47r/ = 47r V400 — x 2 
a = - 320t: 2 sen 4 = - 16tt 2 a: 

F = - 64 x 10Vsen47r/ = - 32 x IOVjc 


n 

* = 10 cm => 10 = 20 sen 4 => sen 4^/ = -i- =i> 4rd = 

2 6 



2 ) 


jt = 0 =s< v = 80* cnVs =s> T = -±- Mv 2 = 2 x 10 4 (80*) 2 erg 

r = 6,4^ J 


3) La aceleraci6n es maxima cuando: 


x — A - 20 cm => sen4^/ =1 => 4xt = => 


Para a: = /l = 20 cm 


flmax = — 16 tt 2 20 = — 320 tt 2 cm/s 2 



Problema 19. Demostrar que la energfa total (cinetica mas potential) en cual¬ 
quier punto del trayecto de una partfcula de masa M que tiene MVA de amplitud 
A y frecuencia v es: W = 2x 2 MA 2 v 2 . 

Solution 


Como: 


x = ,4sen(<o/ + 9) 
v = A co cos (co/ + 9) 

F = Ma = - Maco 2 scn (cot + 9) = - Mc 2 x 
La energfa cinetica en cualquier punto del trayecto sera: 

T = Mv 2 = -j- MA 2 oj 2 cos 2 (<ot + ?) 


La energfa potencial es igual y de signo contrario al trabajo realizado por las fuerzas producto- 
ras del mva al trasladarse el punto material desde la posicidn de equilibrio a la posicidn consi- 
derada: 


dU = - dW = - Fdx = Murxdx 


U 


^ Mo?xdx = Morx 2 = MA 2 co 2 sen 2 (cot + 9) 


La energfa total, suma de la cinetica y la potencial, es en cualquier punto del trayecto: 
w = T + U = ~Y MAWcos 2 (,oI + p)+rj- MA 2 <o 2 sen 2 ,(<ut + 9) 

W = MAW 


= 2 XV => 


W = 2- 2 MA\ 2 
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Problema 20. Un resorte espiral tiene una longitud de 15 cm. Cuando de el 
pende una masa de 50 g queda en reposo con una longitud de 17 cm. Calcular: 

1. La constante de recuperation del resorte, en unidades del sistema CGS. 

2. La frecuencia de las oscilaciones verticales que realiza cuando se cuelga una 
masa de 90 g. 

3. El trabajo realizado por el resorte para elevar la anterior masa desde el punto 
mas bajo al mas alto de su recorrido total de 6 cm. 


Solution 

1) La fuerza que estira el resorte es: 

F = Kx =» 


_F_ _ Mg _ 50 x 980 _ 


dyn 


K = -= , , = " i V = 24 500 ' 

x L - L 0 17-15 cm 


2 ) 


v = — = — a/^=— V Mg --i- \/ 

T 2k V M' 2k V (L - L 0 )M' 2k V 


50 x 980 
2 x 90 


= 2,62 Hz 


3) 

W = Mgh = 90 x 980 x 6 = 529 200 erg 

Este resultado coincide con el que obtenemos al considerar el trabajo de las fuerzas de recupe 
raci6n. Al cargar 90 g el resorte se estira: 


M'g 90 x 980 
K 24 500 


3,6 cm 


W.j 

f 3 ' 6 ’ 3 - Kxdx = - -i- K 1 

1 3.6+3 2 | 

H 

P' 6 = 24 500 (6,6 2 - 0,6 2 ) = 529 200 erg 

16.6 ^ 


Problema 21. Si la Tierra fuese homogenea y se hiciese un conducto recto de 
polo a polo, al dejar caer por el un cuerpo desde uno de los polos adquirirfa un 
MVA. <^Por que? Calcular el perfodo de este movimiento. 



Problema XII-21 


Solution 

La ley de gravitaci6n universal nos dice: 

F = - C MM ' r 
r ' 

en modulo: 

X 2 

el signo menos nos indica que F va dirigida hacia O. En nuestro problema M' es la masa 
encerrada dentro del drculo de puntos de la figura (ver «Variaciones del peso con la profundi- 
dad». Fisica General). Si llamamos p a la densidad de la Tierra, tendremos: 

M' = V: = -i- sx 5 f 
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luego: 


4 zpGM AnpGM 

—- x — — Kx => K = --- 


F= - 

el movimiento es, por tanto, vibratorio armonico de periodo: 



Problema 22. Un volante cuyo eje esta sujeto a un muelle elastico oscila con 
una frecuencia de 0,5 Hz. El volante es de masa 5 g y radio 1 cm. Determinar la 
constante de elasticidad del resorte. 


T=2r. \/ -L = — 


1 = -±- MR 2 


■Solucion 


K = / 4*V = -j- MR 2 4*V = 2 MRW 


K = 2 x 5 k 2 = 2,5k 2 —dyn_jcrn_ 

4 rad 


Problema 23. Calcular el periodo del movimiento para el sistema de la figura. 
M = 250 g, Ki = 30 N/m, K 2 = 20 N/m y no existe rozamiento. 


Solucion 

Para un desplazamiento x a partir de la posicion de equilibrio uno de los resortes se alargara x 
y el otro se contraera x; por tanto, la fuerza sobre la masa debida a cada uno de ellos que ir£ 



Problema 24. Calcular la relacion existente entre los periodos de oscilacion de 
un mismo cuerpo que apartamos de la posicion de equilibrio al colgarlo de dos 
muelles iguales de constante de recuperacion K , al colocar estos en serie y en 
paralelo. 

Solucion 

Para un muelle, si la fuerza que lo deforma, x , vale: 

F = Kx => K = — 
x 
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En serie: 



k}<=> )c=>k 


MmM 


Una fuerza Fprovocara en cada muelle un alargamiento jc, = 2x, puesto que cada uno aumen- 
ta x\ por tanto: 


F = K'X, => a:, = — 
*1 


_F_ 

2x 


K_ 

2 


y el periodo de oscilacion valdra, en este caso: 

r,. 2 „ y/iM. 


Problema XII-24 En paralelO: 


Para provocar un alargamiento x habrii que actuar con una fuerza doble, 2 F\ por tanto: 
F-, = K 2 x =* K 2 = -U— = 2 K 

X 

y el periodo de oscilacidn en estas condiciones sera: 


t ’- 2 ’ Vi 

luego: 



Problema 25. Dos cuerpos de masas M x = 400 g y M 2 = 600 g se unen con un 
muelle de constante K = 0,1 kp/m y se colocan en una superficie horizontal sin 
rozamiento. Los cuerpos los acercamos entre si y despues se sueltan. Determinar 
el periodo de oscilacion de los cuerpos. 



Problema XII-25 


Solucion 


Despues de soltar al sistema no existen fuerzas externas y, por tanto, no habra modificacion de 
la posicidn del cm, que inicialmente se encuentra en reposo y permanecera en el mismo lugar. 
Llamando / 0 a la longitud natural del resorte y /, y l 2 las distancias del cm a los cuerpos cuando 
el sistema se encuentra en un instante determinado en esta posicion: 


MJo 

' M, + M, 

/» = /. + h 


=* M,l , = M 2 I 2 


por la misma razon, en una posicion cualquiera en que los desplazamientos de los cuerpos son 
*i Y *2 cuando el muelle esta comprimido: 

A/, (/, - jc,) = M 2 (l 2 ~ => = M 2 x 2 


el muelle estara comprimido: 


x = x } -f x 2 = x, 


Mj + M 2 

M~2 


= x 2 


M, + M 2 
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Sobre los cuerpos el muelle actuara con la misma fuerza de valor: 


F.-K.--K „.- K „ 


luego sobre M x : 


y sobre M< 


M, 


F\ = - K x x x = - K 




M, 


r , M x + Af, 

f, = - k,*, = - k — 4 -—- x, 

M i 

con lo que el perfodo para las oscilaciones para ambos cuerpos es el mismo y toma el valor: 


r-2, \/ M|>< = 

V K, V V K(M , + M : > 


luego: 


x _ o A / 0,4 x 0,6 , 

r_2:: V ' 9,8 = 1 1 


Pendulo SIMPLE: 


PENDULO FISICO: 


C) PENDULO 
FORMULARIO 


7=2 


=2 ” vT 

a/zh 

V A/gd 


Problema 26. Tenemos un pendulo simple, formado por una esfera de 100 g 
suspendida de un hilo de un metro de longitud. Separamos la esfera de su posi¬ 
tion de equilibrio hasta formar un angulo de 30° y luego la soltamos para que 
oscile libremente. Se pide: 

1. La energia potencial cuando la elongation es maxima. 

2. La velocidad maxima que alcanzara. 

3. La energia cinetica maxima que adquirira. 

4. El tiempo que empleara en 10 oscilaciones completas. 

Se supone que los rozamientos son despreciables. 


Solution 


1) 


U = Mgh 
/? = /(!- cosp) 


U = Mgl( 1 - cos?) = 0,1 x 9,8(1 - 0,866) = 0,131 J 



Problema XII-26 


























2) 


v = VIgh = V2g/(1 - cos?) = V2 x 9,8(1 - 0,866) = 1,62 m/s 


U= T= 0,131 J 



Problema 27. Un pendulo que base segundos (semiperiodo = 1 s) tiene de lon- 
gitud 1 m. Calcular la longitud del pendulo que en el mismo lugar de la Tierra 
tiene un periodo de oscilacion de 10 s. 


Solucion 


Para el primer pendulo: 


Para el segundo pendulo: 


por division: 

-T-Vf 





/' = 100 x 25 = 2 500 cm = 25 m 


Problema 28. De un fino cordel pendiente del techo de una habitation colgamos 
una masa de plomo, siendo la distancia entre su centro de gravedad y el suelo 
14,2 cm. La hacemos oscilar y observamos que 50 oscilaciones completas se reali- 
zan en 5 minutos 45,4 segundos. Hacemos que el centro de gravedad de la bola 
de plomo este a 2,20 m del suelo, observando que otras 50 oscilaciones completas 
se realizan en 5 minutos 14 segundos. Calcular la altura del techo y la aceleracion 
de la gravedad del lugar. 


<d 

/ 

s x 

■ 



Problema XI1-28 


Solucion 


1) La aplicacidn de la formula del periodo del pendulo nos da, en los dos casos, para las 50 
oscilaciones: 


507= 50 x 2 k 



50T = 50 x 2 k 



siendo: 


507 = 345,4 s l = x - 14,2 
507' = 314 s I 1 = x- 220 
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Luego por divisi6n de las dos primeras obtenemos: 


345,4 _ A / x - 14,2 
314 V * - 220 


=> 


x = 1 200 cm = 12 m 


2 ) 

/' = 1 200 - 220 = 980 cm 

T-' 314 , 

T = — = 6,28 s 


T = 2tt \/ -f- 


8 = 


4 k 2 l' 
V 2 


= 981 cm/s 2 


Problema 29. Un reloj de pendulo compensado que bate segundos en el ecua- 
dor se traslada al polo. Calcular el retraso o adelanto del reloj en un dfa. (El 
valor de g en el ecuador es 978 cm/s 2 y en el polo 983 cm/s 2 . En los pendulos 
compensados la temperatura no ejerce influencia sobre la Iongitud del pendulo.) 


Solution 


Para el ecuador: 


Para el polo: 



dividiendo: 


L 

2 



= 0,9974 s 


El pendulo en el ecuador da 84 600 semioscilaciones diarias (numero de segundos del di'a); en 
el polo el numero de semioscilaciones es: 


86 400 
0,9974 


= 86 625 


En el polo la saeta del reloj recorrera asf: 86 625 - 86 400 = 225 divisiones (que marcan se¬ 
gundos) mas que las divisiones correspondientes a un dia, adelantandose 225 segundos. 


Problema 30. La masa de la Luna es aproximadamente 6,7 x 10 22 kg, y su ra¬ 
dio, 16 x 10 5 m. 

1. ^Que distancia recorrera un cuerpo en un segundo, en caida libre hacia la 
Luna, si se abandona en un punto proximo a la superficie de aquella? 

2. ^Cual sera el perfodo de oscilacion, en la superficie lunar, de un pendulo cuyo 
perfodo en la Tierra es de 1 s? 

3. En la superficie terrestre, al colocar un cuerpo en el platillo de una balanza y 
en el otro platillo 23,15 g se consigue el equilibrio. i,Que pesas tendriamos que 
utilizar para equilibrar, igualmente, el mismo cuerpo en la superficie lunar? 
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Solution 


1) El valor de g en la Luna vendra dado por: 



2 ) 



T - u \-k 


V¥-V 



3) Como la balanza determina masas, las mismas. 

Problema 31. Un ascensor funciona de manera que un cable le imprime un mo- 
vimiento uniformemente acelerado con una aceleracion 20 veces menor que la de 
gravedad. A1 cabo de 29 segundos el movimiento se hace uniformemente retarda- 
do, con una aceleracion diez veces menor que la de la gravedad, llegando asi sin 
velocidad al lugar de su destino. Dentro del ascensor se dispone de un dinamo- 
metro (un resorte) del que pende una masa de 1 kg, y que ha sido graduado en el 
sitio del que parte el ascensor. Tambien se dispone de un pendulo de 1 m de 
longitud. Calcular: 

1. Las indicaciones del dinamometro en las dos fases del movimiento. 

2. Los periodos batidos por el pendulo en las mismas dos fases. 


Solution 


1 ) 




2 ) 
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Problema 32. Mediante un cable subimos desde el fondo de un pozo de 672 m 
de profundidad una cabina que pesa 800 kp. Los primeros 320 m de subida los 
realiza con una aceleracion constante de 40 cm/s 2 . Los 192 m siguientes los sube 
conservando constante la velocidad adquirida y, por fin, los 160 m ultimos los 
recorre con movimiento uniformemente decelerado, hasta llegar a la superficie 
con velocidad nula. Calcular: 

1. La duracion de cada una de las tres etapas del movimiento de subida, indican- 
do el valor de la velocidad maxima. 

2. Las indicaciones de un dinamometro intercalado en el cable, en cada etapa. 

3. Si la cabina lleva un pendulo cuyo periodo es exactamente 2 s, calcular el 
periodo para cada una de las tres etapas. 


Solution 

1) Llamemos v a la velocidad maxima: 


2) 


hy = 320 m 

a, = 40 cnVs 2 = 0,4 m/s 2 
h 2 = 192 m 

h 3 = 160 m 


V¥= V 1 ^ 


320 


= 40 s 


= V2a,/i, = V2 x 0,4 x 320 = 16 m/s 


A2 =- 

V 

192 -12 s 
16 1 S 





. - 2fc, = 

2 x 160 

20 s 

h V 

16 


° 3 = T = ~W = °' 8 “** 


F, = Mg + Ma , = M(g + a,) = -f22_ ( 9 ,g + o,4) = 832,6 kp 

9,0 


F 2 = Mg = 800 kp 


F 3 = Mg - Ma 3 = M(g - a 3 ) 


800 

9,8 


(9,8 - 0,8) ~ 734,7 kp 


3 ) r=2 " 2=2 * Vif ^ /=im 
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Problema 33. Un pendulo esta constituido por una pequena esfera, de dimen- 
siones que consideraremos despreciables, cuya masa es M - 200 g, suspendida 
en un hilo inextensible y sin peso apreciable, de 2 m de largo. 

1. Calcular el periodo para pequenas amplitudes. 

2. Supongamos que en el momento de su maxima elongation la esfera se ha 
elevado 20 cm por encima del piano horizontal que pasa por la position de equili- 
brio. Calcular su velocidad y su energia cinetica cuando pase por la vertical. 

3. Supongamos que al pasar por la vertical el hilo encuentra un clavo O' situado 
1 m por debajo del punto de suspension O y normal al piano de oscilacion. Des- 
cribir el movimiento ulterior de la esfera. Calcular la relation de las tensiones del 
hilo cuando el pendulo alcanza sus posiciones extremas. 

4. Calcular el periodo de este pendulo, tal como se describe en el apartado 3, 
para pequenas amplitudes. 


Solution 


o 



1) 


r,. 2 „ VT" 2 ’ V4T- 2 ^’ 


2) Si T = energia cinetica: 


U = T => 


T = Mgh = 0,2 x 9,8 x 0,2 = 0,4 J 


v = Vlgh = V2 x 9,8 X 0.2 = 2 m/s 


3) Hemos elevado la masa M a una altura h (20 cm) sobre el piano horizontal; a! soltarla ira 
de A a B, describiendo un arco de centro O; despues ascendera la misma altura h (conser- 
vaci6n de la energia), describiendo el arco BC, con centro en O', y luego volvera de 
C a A. 


Ti - Mgc OSa 


COSa = 


/, - h 
/, 


T 2 = Mg cosp 


l 2 - h 


T-‘ 

A /t 
2 


r, _ cosa l, - h 2-0,2 1,8 _ 9 

T 2 co^ /, - 2h 2 - 2 x 0,2 0“ = T 


4) 


T = 


r, + t 2 


T, = 2 Vis 

t, ~ 2 ’ vA 2 ' vA * 2 


r.iVftl.vr.,.2.4, 
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Problems 34. El aro de la figura, de radio 1 m, oscila con pequena amplitud 
alrededor del punto O. Calcular: 

1. Periodo de oscilacion. 

2. Longitud del pendulo simple equivalente. 

Solucion 

1 ) 

7=2- \/— l — 

V Mgd 

I = Mr + Mr = 2 Mr 
d = r 


T - 2 - VW='° 



Problema XII-34 


2 ) 




=> 


L = 2r = 2 m 


Problems 35. Una varilla cilindrica, homogenea, de longitud 1 m, oscila como 
un pendulo pendiente de uno de sus extremos. Su masa es 100 g y el valor de 
g = 9,8 m/s 2 . Determinar: 

1. El momento de inercia de la varilla. 

2. Periodo de oscilacion del pendulo. 

3. Longitud del pendulo simple equivalente. 


Solucion 


1 ) 

/ = Ml 2 = = 0,0333 kg • m 2 




3) 























Problema 36. Una varilla de 1 m de longitud pesa 10 g y oscila como un pendulo 
colgado de uno de los extremos; la varilla es de densidad uniforme y su section es 
constante. Determinar: 

1. Periodo de oscilacion de la varilla. 

2. Longitud del pendulo simple equivalente. 

3. Si la varilla se separa 30° de su posicion vertical, ^cual es la velocidad del 
extremo inferior de la varilla, al pasar por la posicion vertical? No hay rozamientos. 


Solution 



Tal energi'a se transforma en energfa cinetica de rotacidn de la varilla, cuando esta pasa por su 
posicidn de equilibrio. 


Conocida w, estamos en condiciones de conocer la velocidad de cualquier punto de la varilla. 
La de su extremo libre es: 


v = (J = V3g/(1 - cos?) = 


3 x 9,8 ^ 1 - ■ ^ = 2 m/s 


Problema 37. Una barra cilindrica de 2 m de longitud y una masa de 1 000 g 
oscila suspendida por un eje horizontal que pasa por uno de sus extremos. 
Calcular: 

1. Periodo de las oscilaciones. 

2. Longitud del pendulo simple del mismo periodo. 

3. Momento de inercia de la barra respecto a un eje paralelo al anterior, pero 
que atraviesa la barra a un cuarto de su longitud de su extremo superior. 

4. Periodo de las oscilaciones si la barra esta suspendida por este ultimo eje. 
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Solution 



2 ) 



3) 


/ = / G -f Md 2 
/' = / G -f 2 


</ = 


2 


/' - / = M(d' 2 - d 2 ) 


d' = 


x 

4 


/' = / + W- - d 2 ) = -L + M - -J-) = -ft- Ml2 = -4r" = °’ 58 k 8 • m2 


4) 



r 

Mgd' 


T = 2r. 



28 Ml 2 

48 Mgl 




14 

12 x 9,8 


2,16 s 


Problema 38. Dos esferas de plomo de 4 cm de diametro penden de un alambre 
rigido sin peso; el centro de la primera dista 1 m del punto de suspension del 
alambre, y el de la segunda esta a 50 cm del centro de la anterior y mas lejos del 
centro de suspension. Calcular el periodo de oscilacion del sistema. 


Solution 


El momento de inercia de una esfera respecto a un eje que pasa por su centro es 2Mr/5. 
El momento de inercia de cada una de las esferas con respecto a un eje horizontal que pase 
por el punto de suspension se calcula por el teorema de Steiner: 


/, = -L Mr + Ml] 
/; = y Mr + Ml] 


/ = /, + /, = M 




La distancia del centro de gravedad del sistema al centro de suspensidn es: 


d = 


ZMy % 

M 


M + 1,5 M 
2M 


2,5 

-y- = 1,25 m 
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luego: 


T — *\ / I — 

/.+-«♦* - \ 

/ -^-0,02 2 + l 2 + 1,5= 

/ ^ — 7 0/1 *• 

1 2n V Mgd 2 n \ 

f gd \ 

f 9.8 x 1,25 


Problema 39. El pendulo de un reloj de pared esta constituido por una varilla 
homogenea de 1 m de longitud y de masa M x en cuyo extremo hay soldada una 
«lenteja» en forma de cilindro macizo y homogeneo de masa tres veces mayor 
que la varilla. Calculese el valor del radio de la «lenteja» para que el reloj de 
pendulo funcione con periodo dos segundos (tomese g = n 2 ). 


Solution 


T= 2 


■V 


M T gd 


= 2s 


C£lculo de la distancia d: 


—... 

* — x G =d -— A 


d = 


ZMiXi 


M x ~y+ M 2 (l + r) 


Problema XII-39 


M M, + M 2 

M 2 = 3 M, = 3 A# 

Calculo del momento de inercia: 
/ = /1 + / 2 


A = -y A/,/ 2 


d = 


■ M + (/ + r)3M 
4M 


11 + 6r 
8 


I 2 = -y- M.r 2 + M 2 (/ + r) 2 


/ = -J- MP + 3M + (/ + r) 2 J = M + -j- r 2 + 3(/ + r) 2 J 


luego, como M T = 4M, nos queda: 


T=2k 


V 


M 


[-r + +' a + 3(, + r > 2 ] 


4 Mg 


7/ + 6r 
8 


A / 2 [Z 2 + 2^ + 9(/ + r) 2 ] 

* V 3 g(7/ + 6r) 


2[P + 2 r 2 + 9 (/ + r) 2 ] = 3[7/ + 6 r] 
para l = 1 m queda la ecuacion de segundo grado: 

22 r 2 + 18r - 1 = 0 

que tomando la solucidn positiva nos da: 


r = 5,2 cm 
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Capitulo Xm 


ELASTICIDAD 


- FORMULARIO - 

Ley de Hooke: 

F = Kx N = K ? 

COEFICIENTE DE RUPTURA ( R ): «Es la fuerza por unidad de seccion capaz 
de ocasionar la ruptura.» 


COEFICIENTE DE SEGURIDAD (5): «Es el cociente entre la carga maxima 
por unidad de seccion y el coeficiente de ruptura.» 


TraCCIOn: = _JL —£ : modulo de Young 

/ /1 


Variacion de la dimension transversal: 


J r = _ _ F_ 

V E A 


n: modulo de Poisson 


Variacion seccion transversal: 


AA 

A 



F_ 

A 



Variacion volumen: 


V 


E 















COMPRESIBILIDAD: 


^- = ±-p £ = 35(1 -2a) 


B: modulo de compresibilidad 


Deslizamiento o cizalladura: 


9 


_L JL 

G A 


G 


J_ £ 

2 1 + a 


TORSl6N: 


9 = 


1 \/ 21 
-a N 


7rr 


G: modulo de cizalladura o torsion 


Flexi6n: Barra apoyada en un extremo: 

4F l 3 


d = 


Barra apoyada en dos puntos: d = 


E ah 3 
F / 3 


d: flecha 


4 £ a/* 3 


Problema 1. Deducir la ecuacion de dimensiones y las unidades de medida en 
los sistemas CGS, GIORGI y TECNICO de los modulos de Young, de deslizamiento y 
de compresibilidad. 


Solucion 


Modulo de Young: 


E = 

[£] - MLT-*L _ 


AM 

LrL 


Modulo de deslizamiento: 


O 

II 

[G] = MLT " - ML-'T 2 



L 2 


(un angulo = arco/radio, tiene por 

ecuacion de dimensiones L/L = 1 ) 

Modulo de compresibilidad: 


av=j*- 

[£] - ML ~' T ~" L ' - ML-'T 2 

B 

L* 

















Los tres modulos tienen la ecuacion de dimensiones de fuerza/superficie, por lo que su ecua- 
cidn dimensional en el sistema tecnico es F/L 2 . 

Las unidades de medida de los tres son, en los diversos sistemas: 


dyn/cm 2 (cgs); N/m 2 (giorgi); kp/m 2 (tecnico) 


Problema 2. Calcular la anchura (/) que habria que dar a una correa sin fin de 
espesor e = 1 cm y de coeficiente de rotura R = 10 3 N/cm 2 si se acopla a un 
motor que funciona a la potencia de 50 CV, que le comunica una velocidad de 
3 m/s. El coeficiente de seguridad se quiere que sea 5 = 6. 

Solucion 


R = 10 3 N/cm 2 = 10 7 N/m 2 
P = 50 CV = 50 x 75 x 9,8 W = 36 750 W 
e - 1 cm = 10" 2 m 


P = Fv => 

JF_ _ _R_ 

A S 

A = le 


F = 


P_ 

v 






Rle 

S 


=> 


/ = 


PS 

vRe 


36 750 x 6 
3 x 10 7 x 10" 2 


m = 73,5 cm 


Problema 3. De un alambre de cobre de 1,5 m de longitud y 2 mm de diametro 
se cuelga un peso de 8 kg. Se pregunta: 

1. ^Hemos rebasado el limite de elasticidad? 

2. ^Se rompera el alambre? 

3. En caso de ser negativas las respuestas a las preguntas anteriores, ^cual es su 
alargamiento? 

(Modulo de Young = 12 x 10 3 kp/mm 2 ; limite de elasticidad = 3 a 12 kp/mm 2 ; 
limite de ruptura = 20 a 50 kp/mm 2 .) 

Solucion 


1) y 2) La seccion del alambre es: 

A = -r = 3,14 mm 2 


la fuerza que corresponde a cada mm 2 de seccidn es: 


_F_ 

A 


Mg _ 8 

A 3,14 


= 2,54 kp/mm 2 


que no llega ni al limite inferior de elasticidad ni al de ruptura. 


3) 


J / = 


FI 

EA 


8 x 1 500 
12 x 10 3 x 3,14 


0,3 mm 
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Problema 4. A un alambre de acero de 3 m de longitud y 2 mm de radio le 
colgamos un peso de 350 kg y se produce un alargamiento de 4 mm. Calcular el 
modulo de Young de ese acero. 


Solucion 


Al 1 F 

l E A 

F= Mg 

A = nr 1 


=> 


Mgl 
nr 1 A l 


350 x 9,8 x 3 
r:4 x 10" 6 x 4 x 10" 3 


10" 6 = 205 x 10 3 


N 

mm 2 


Problema 5. Se somete a un cuerpo de cobre de forma cubica y de 1 dm de 
arista a una fuerza de 1 t tangencialmente a la superficie de una de sus caras. 
Averiguar el angulo de deslizamiento. (Modulo de deslizamiento: 1,6 x 10 3 
kp/mm 2 .) 


Solucion 


9 = 


F 

GA 


10 3 

1,6 x 10 3 x 10 4 


=• 6,25 x 10 5 rad 


Si a 180 x 60 x 60" 
x 


n rad 

6,25 x 10~ 5 



Problema 6. A1 mismo cubo del problema anterior se le somete a una ccrmpre- 
sion uniforme, perpendicularmente a cada una de sus caras, actuando sobre cada 
una de ellas la fuerza de 1 t. Determinar la variation de volumen. (Modulo de 
compresibilidad: 13,8 X 10 3 kp/mm 2 .) 


Solucion 


P = -J- = 1 000 kp/dm 2 = kp/mm 2 = 0,1 kp/mm 2 

V = 1 dm 3 = 10 6 mm 3 


=9 

U 

II 

1 ^ 

II 

0,1 X io 6 , , c , 

-= 7,25 mm* 


B 

13,8 x 10 3 


Problema 7. Con los datos de los problemas anteriores expresar los modulos de 
Young, de deslizamiento y de compresibilidad del cobre en las unidades de los 
sistemas CGS, GIORGI y TECNICO. 


Solucion 


Mddulo de Young: 


(CGS) 

(GIORGI) 


E = 12 x 10 3 kp/mm 2 


12 x 10 3 x 980 000 


io - 2 

12 x IQ 3 x 9,8 


dyiVcm 2 = 117,6 x 10 ,() dyn/cm 2 


io- 


N/m 2 = 117,6 x 10 9 N/m 2 
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(tecnico) — - kp/m 2 = 12 x 10 9 kp/m 2 
1CT 6 

Modulo de deslizamiento: 

G - 1,6 x 10 3 kp/mm 2 

(cgs) 1,6 X 1 ° 1 ' (] X -, 980 000 dyiVcm 2 = 15,68 x 10'° dytVcnn 2 

(giorgi) 1,6 x 10* x 9,8 N / m 2 = 15 68 x 10 9 N / m 2 
10~ 6 

(tecnico) 1,6 x 10 kp/m 2 = 1,6 x 10 9 kp/m 2 
10 -6 

Modulo de compresibilidad: 

B = 13,8 x 10 3 kp/mm 2 

13,8 x 10 3 x 980 000 dyn / cm 2 = l35 24 x 1Q io dyn / cm 2 
13,8 x 10 3 x 9,8 N ^ m 2 = 135 24 x 10 9 N/m 2 

io - 6 

13<8 X 1Q3 kp/m 2 = 13,8 x 10 9 kp/m 2 
10" 6 

Problema 8. El modulo de Young del bronce es 9 x 10 11 dyn/cm 2 y el de tor¬ 
sion es 3,5 x 10 3 kp/mm 2 . Calcular: 

1. El modulo de Poisson. 

2. El modulo de compresibilidad. 


(cos) 

(giorgi) 

(tecnico) 


1 ) 


Solucion 

E = 9 x 10" dyn/cm 2 = 9,2 x 10 3 kp/mm 2 


1+7 


E 1 = — 9,2 X 1Q3 -1 = 0,31 

2 x 3,5 x 10 3 


2 G 


2 ) 

£ = 3£(1 - 2a) 


B = 


£ 

3(1 - 27) 


9,2 x IQ 3 
3(1 - 2 x 0,31) 


= 8,1 x 10 3 kp/mm 2 


Problema 9. Un pendulo de torsion esta formado por una esfera de 10 cm de 
radio y 10 kg de masa que cuelga de un alambre cilindrico de 2 mm de radio y 
1 m de longitud; si el periodo de oscilacion es 2 s, calculese el modulo de torsion 
G del alambre. 

Solucion 


El angulo de torsion del alambre es: 



N = 


r.Gr 4 

21 


K% 



Problema XIII-9 
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y como cuando actua un momento de valor N = Kt. se produce un movimiento de perfodo: 


T = 2r> 



siendo: 


K- * Gr * 



K 21 

_ AtzR -a / 

Ml . 

*** 

II 

T ~ r V 

5 rC 

c _ \0r.R-Ml . 16 —10“ 2 10 10 _6 N 

— 15 7 XX 1Q3 N 

5 r 4 T 2 5 x 2 4 x 10' 12 2 1 mm 2 

mm 2 


Problema 10. Una barra de acero de section cuadrada de 5 cm de lado tiene 
una longitud de 3 m. El modulo de Young de ese acero es 20 x 10 3 kp/mm 2 . 
Calcular la flecha cuando se le suspende un cuerpo de 80 kg: 

1. En un extremo, estando la barra horizontal y fija por el otro. 

2. Del punto medio, estando la barra horizontal y fija, apoyandose en sus ex- 
tremos. 


Solution 

£ = 20 x 10 3 kp/mm 2 = 20 x 9,8 x 10 9 N/m 2 


1 ) 


d = Ai-J- 

E ah 3 
F= Mg 
a = h 




J 4 MgP 4 x 80 x 9,8 x 3 3 

d = - - — =-m = 7 cm 

Ea 4 20 x 9,8 x 10 9 x 5 J x 10' 8 


2 ) 


d' = 


fp 

4Eah 2 


MgP_ 

4Ea 4 


—— = 0,44 cm 
16 


378 



















Capitulo XIV 


HIDROSTATICA 


A) DENSIDAD. PRESION. TEOREMA FUNDAMENTAL 
DE LA HIDROSTATICA 


DENSIDAD: 


Presi6n: 


FORMULARIO 


M 


P = 


PRESION HIDROSTATICA: p = pgh 


FUERZA SOBRE EL FONDO O PARED PLANOS: 


F = Ah c pg h c = 


Centro de empuje en una pared: 


f 


hdA 


A. he, Ahr 


/: momento de inercia del area respecto de un eje. 













Problema 1. Se desea obtener un litro de jarabe de densidad con relation al 
agua 1,3, mezclando otros dos de densidades 1,2 y 1,5. ^Que volumen de cada 
uno de ellos se debe emplear? 


Solution 


La masa resultante es: 


M = Vp = 10 3 x 1,3 = 1 300 g 

esta masa ha de ser suma de la de las componentes de la mezcla; si el volumen del primero lo 
Uamamos x (en cm 3 ), el del segundo es (10 3 - x) y sus masas: 

Mi = \2x M 2 = (10 3 - jc) 1,5 


y como: 

M = M x + M 2 => 1 300 = 1,2jc + (10 3 - *)1,5 


=> 



666,67 cm 3 


el volumen del segundo jarabe sera: 


x' = 10 3 - * = 333,33 cm 3 


Problema 2. ^,Q U ^ volumen de agua se debe anadir a un litro de lejia de sosa de 

densidad con relation al agua 1,3 para que su densidad sea 1,2? 

Solution 


M, = masa de lejia 
M 2 = masa de agua 
V = volumen total 


M, + M 2 = 1,2 V => 10 3 x 1,3 + x = (10 3 + jr) 1,2 




x 


100 

0,2 


= 500 cm 3 


Problema 3. 100 g de laton estan formados por 30 g de Zn y 70 de Cu, cuyas 

densidades respectivas son 7 y 9 g/cm 3 . Calcular la densidad del laton. 


Solution 


V = volumen del laton 

V, = volumen del Zn 

V 2 = volumen del Cu 


V = V, + V 2 


y como: 



tendremos: 

M _ A/, + M 2 100 



760 


63 x 100 
760 


8,3 g^cm' 
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30 

T 


63 













Problema 4. Calcular la presion que ejerce sobre su base un cilindro de oro de 
20 cm de alto y 10 cm 2 de base. Densidad del oro: 19,3 g/cm 3 . 


Solution 


P = 


Mg 

A 


Vpg 

A 





p = 20 x 19,3 x 980 b = 0,37 atm 


Problema 5. Calcular la presion debida al agua a una profundidad de 20 m. 

Solution 

/> = = 980 x 2 x 10> b = atm = 1.93 atm 


Problema 6. Si la presion manometrica del agua en la tuberia a nivel del deposi- 
to de un edificio es de 500 kPa, ^a que altura se elevara el agua? 


P 


Solution 




=> 



5 x 10 s 
10 3 x 9,8 


51 m 


Problema 7. En unos vasos comunicantes hay agua y mercurio. La diferencia de 
alturas de los niveles del mercurio en los vasos es h = 1 cm. Calcular la altura de 
aceite que se debe ariadir por la rama de mercurio para que el nivel de este en los 
dos vasos sea el mismo. Densidad del mercurio = 13,6 g/cm 3 . Densidad del acei¬ 
te = 0,9 g/cm 3 . 


Solution 


La ley de los vasos comunicantes nos da para valor de la altura del agua: 

= -Z— => —= —!— =>/?' = 13,6 cm 

h' W 13,6 

una vez anadido el aceite los liquidos quedaran en la disposicion de la figura segunda. 
Las presiones en las superficies de separacion deben ser iguales y, por tanto: 








hr = h' 


13,6 

0,9 


15,11 cm 



Problema 8. Una compuerta rectangular vertical de 1 x 0,5 m cierra el desagiie 
de un embalse, siendo horizontales sus lados mayores. La distancia del borde 
superior de la compuerta a la superficie libre del agua es 10 m. Calcular la fuerza 
que actua sobre la compuerta. 


Solution 

F = A.zgh 0 = 1 x 0.5 9.8 x 10.25 = 5 125 kp 

9,0 
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2 m 



Problema XIV-9 


Problema 9. Un deposito de la forma y dimensiones de la figura esta lleno de un 
liquido de masa especifica 0,8 g/cm 3 . Calcular la fuerza que actua sobre cada una 
de las paredes y el fondo. 


Solucion 


F = Ah c pg 


Sobre el fondo: 


Sobre la pared anterior: 


Sobre la pared alteral: 



Problema 10. Supongamos tres recipientes de la forma indicada en la figura en 
los que las superficies A son todas rectangulares e identicas, y la linea OO' pasa 
por el centro de ellas. Calcular: 

1. La fuerza que actua sobre cada una de ellas. 

2. Las componentes horizontal y vertical de dichas fuerzas. 



Problema XIV-10 

Solucion 

1) Como la fuerza ejercida por un liquido en el fondo o pared de una vasija es igual al peso 
de una columna de liquido que tiene por base el area del fondo o pared y por altura la 
contada desde el centro de gravedad de la superficie a la superficie libre del liquido, y 
puesto que a las tres superficies le corresponde los mismos valores de que depende esta 
fuerza, £sta sera la misma en los tres casos: 

F = Ahzg 

2) La fuerza calculada es normal a estas superficies y, por tanto, para el primer recipiente: 

= 0 
Fy = F 
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para el segundo: 


F x = F cosp 
F y = Fsenp 


y para el tercero: 


F X = F 
Fy = 0 


Problema 11. Supongamos los recipientes de la forma indicada en la figura. El 
primer recipiente es cubico, de 10 cm de arista; los otros tres recipientes tienen la 
misma base e igual altura y estan llenos de agua. Calcular: 

1. El peso del agua en cada recipiente. 

2. La fuerza sobre el fondo de cada uno. 

3. La fuerza sobre las caras BC , EF y HK. 

4. La fuerza sobre la cara LMNO del cuarto recipiente. 


C G 


F K J O P 


Q N 



1) 


V\ = / 3 


Solution 

Pi = P? a* 


v 2 = p cotags^ 

V y =/ 3 ^1-cotag^^ 

V 4 = / 3 (1 + cotagp) 
Sustituyendo valores: 


P 2 = I 3 0 + ~Y cotag?^ Pag 

P 3 = /' ( 1 - -y- cotag? ^ ?ag 
P 4 = /•’(! + cotag?),Jag 


P, = 1 000 g • f 



P 2 = 1 000 ^ 1 + 

1 > 

I g ■ f = 1 288,7 g ■ f 

2 V3J 

/>, = 1 000 ^ 1 - 

1 > 

|g f= 711,3 g • f 

2 VJJ 

P 4 = 1 000 / 1 + 

1___ 

1 > 

| g f = 1 577,4 g • f 

VJ > 
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2) La fuerza sobre el fondo es la misma (paradoja hidrostatica) y su valor es: 


F = Aghast = P ?a g = 1 000 g • f 


3) En los cuatro casos: 


y siendo: 


tendremos: 


he - y 


A bc l~ 

A = Fcosccz 


F BC - A Bc^ePng -2~ P?ag — 500 g • f 


Las fuerzas sobre las superficies A EF y /4 HK seran normales a estas, y su modulo sera el mismo: 


Fef = Fhk *= ~Y l 3 Pag cosec? = 577,3 g • f 


4) La distancia h' c del centro de masa del triangulo OLP a la superficie libre del li'quido sera 
la misma que para el triangulo QMN. y su valor es: 


hr. = 


0 + 0 + / 


con lo que para la cara LMNO el valor de h c sera 
SAfa 


hr — ‘ 


f -T* 2 T «»<•»>'T 3.2c.g f 


/ : + 2-j- (/cotag?)/ 


6(1 + cotag?) 


luego: 


3 + 2 cotag? 


F = Aha.?ag = / 2 (1 + cotag?)/ \ ?■& = -r- (3 + 2cotag 


6(1 + cotagp) 


6 


sustituyendo valores: 


F = JJ00. ^ + 2 


^3 + g ■ f = 692.4 g • f 



Problema 12. La figura nos representa el dique de un embalse en el que el agua 
alcanza una profundidad h = 60 m en la pared vertical, y tiene una longitud 
L = 250 m. Calcular: 

1. La fuerza resultante que actua sobre el dique. 

2. Momento de la fuerza que tiende a hacer girar el dique alrededor de O. 

3. Position de la lfnea de action de la resultante. 

Solution 

1) El valor de la fuerza sobre un elemento de area dA sera: 


dF = pdA 


P = ?*gy 

dA = Ldv 


=> dF = pagyLdy 
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y la fuerza resultante es, por tanto: 
F 


- J dF = PugLf o ydy = ?&Lhr 


sustituyendo valores: 


F = —■ - ^g° 9,8 x 250 x 60 2 = 45 x 10 7 kp 


2) El momento de la fuerza dF respecto del eje OO' es: 

dN = (h - y)dF = r-*gLy(h - y)dy 
y el momento resultante es: 


N 


= f () dN = ?ag L Jy(h - y)dy = -i- ,C a gLh* 


sustituyendo valores: 


N = 9 8 x 250 x 60 3 = 9 x 10 v kp • m 

O 7,0 



3) Llamando H a la distancia por encima de O a la fuerza F para producir el momento N 
calculado en 2), se tendra: 

N = FH => -j- ?a gLh 2 H = -i- pjU? H = ^ 



Problema 13. Sobre una superficie horizontal apoyamos boca abajo un recipien- 
te de 9 kg de peso que tiene forma de semiesfera abierto por su piano diametral. 
En la parte superior tiene un agujero por el que se introduce agua. Hallar la 
altura maxima que puede alcanzar el agua para que la semiesfera no se despegue 
del piano. Suponemos que el piano cierra hermeticamente al recipiente. 


Solucion 


La suma de las componentes verticales de las fuerzas debidas a la presi6n haran que para una 
altura y el recipiente se despegue, lo que ocurrira cuando sea igual al peso P = 9 kg. 

El valor de la fuerza sobre un elemento de area dA sera: 

dF = pdA =s> dF y = pdA sen* 

siendo dA una banda de radio r = R cosa y de altura dh = Rdz t luego: 

dA = 2~R~ cos^doL 


por otro lado, el valor de p sera: 

p = zgh = c :x g(y - R sena) 

y, por tanto, cuando el recipiente comienza a despegarse: 
P = 


Integrando: 


= / ° dF y = 2 -R 2 z t g I () (y - R sena)senacosada 

J" J " 

= 2 ,R 2 , £ ly - R 



Problema XIV-13 
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y teniendo en cuenta que: 


y = RstnO 


nos queda: 


P = -y- ? J gR i sen 3 6 = -y ?a gy 3 


V 3 P _ \i / 3 x 9 x 10* 

V 980* 


x 980 


= 20,5 cm 


Problema 14. Un deposito lleno de agua esta formado por un cilindro de 2 m de 
radio y 3 m de altura y una base en forma semiesferica. Calcular la fuerza que 
actua sobre la base semiesferica. 


Solution 



La forma de proceder sera: calcularemos primeramente la fuerza ejercida en el fondo de un 
depdsito cilmdrico de las mismas caractensticas que el enunciado y le sumaremos la fuerza que 
actua sobre un depdsito lleno de agua de forma semiesferica de 2 m de radio. 

La fuerza en el fondo de un deposito cilmdrico de R = 2 m y h = 3 m es: 

F, = Ah Pa g = = -200 2 300 x 980 dyn = 37 699 kp 


La fuerza que actua sobre un deposito lleno de agua de forma semiesferica de R = 2 m se 
calcula considerando solamente la suma (integral) de las componentes verticales de las fuerzas 
debidas a la presion sobre cada elemento de area dA, puesto que todos los pares de fuerzas 
horizontales que actuen sobre elementos opuestos son iguales en modulo y direccion, pero de 
signo contrario, de manera que la resultante horizontal es nula. Luego: 


dF — pdA => dF y — pdA sena => F 2 


-L 


pdA sena 


Problema XIV-14 y como: 


P = p a Sy - pogRscntx dA = 2-rdy = 2r/? 2 cosa^a 

nos queda: 

F 2 = j* 2r i c a g/? 3 cosasen 2 a^a = 2 r: Pii gR* 

F 2 = -y -?„gR y = -y *980 x 200’ dyn = 16 755 kp 
luego la fuerza debida al agua que actua sobre la base semiesferica sera: 

F = F, + F 2 = 54 454 kp 



Problema 15. Hallar el centro de empuje de una compuerta circular de radio R 
cuyo centro esta a una altura h de la superficie de un liquido, sabiendo que el 
momento de inercia del area de la compuerta respecto a un eje diametral es 
lc = AR 2 /4. 

















Solution 


El momento de inercia del area de la compuerta respecto de OO' se calculara aplicando el 
teorema de Steiner: 


/ = -i-AR 2 + Ah 2 
4 


luego: 


/?e = 


-±-AR 2 + Ah 2 
4 

Ah 


-±- R 2 + hr 
4 


hp = h + 


R 2 
4 h 



Problema XIV-15 


B) TEOREMAS DE PASCAL Y ARQUIMEDES. EQUILIBRIO 
DE LOS CUERPOS FLOTANTES 

-FORMULARIO- 

EMPUJE: E = Vpg 

V = volumen sumergido, p = densidad del U'quido. 

CONDICION DE FLOTACIQN: M = Vp 

M = masa del cuerpo flotante, V = volumen de cuerpo sumergido, 
p = densidad del liquido.. 


Problema 16. Las secciones de los embolos de una prensa hidraulica son circula¬ 
tes y de radio r b = 5 cm y r a = 50 cm. La longitud total de la palanca que accio- 
na al embolo pequeno es de 1 m, y la distancia entre el punto de aplicacion de la 
potencia al de la resistencia, 75 cm. Aplicando a la palanca una fuerza de un 
kilopondio, ^que fuerza se transmite al embolo mayor? 
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Problema 17. Los dos pistones de una prensa hidraulica tienen por secciones 
A = 5 cm 2 y A' = 2 dm 2 ; la palanca de segundo genero que sirve para maniobrar 
la bomba tiene por brazos longitudes de 10 cm y 1 m. Se ejerce en el extremo de 
la palanca una fuerza de 1 kp. Se pide: 

1. 4 ,Que peso podra levantar la prensa? 

2. ^Cual es el desplazamiento del pistdn mayor cuando el pequeno se baja 10 cm? 

3. ^Cual es la relation entre el trabajo motor y el trabajo resistente? 


Solucion 


1) Fuerza transmitida por la palanca: 

1 x 1 = 0,1 F => F = 10 kp 

_F _ F _ 10 F 

A 


F 

A' 


10 

5 


2 x 10 2 


F = 2 * 1 — = 400 kp 


2) Principio de trabajos virtuales: 


Fh + Fh* = 0 => 

II 

H 

i 

ii 

10 10 - - 0,25 cm 


F 

400 


Mientras el embolo pequeno desciende 10 cm, el mayor asciende 0,25 cm. 

3) Si no hay rozamientos, y teniendo que ser cero la suma de los trabajos: 


0 => 




= - 1 


El trabajo motor lo consideramos positivo y el resistente negativo. 


Problema 18. Calcular el peso aparente de una piedra de 10 kg cuando se en- 
cuentra sumergida en agua. Densidad de la piedra: 2,6 g/cm 3 . 

Solucion 



E = Mg - V^g 


=» V 



=> 




-iV) 


6,15 kp 


Problema 19. Una esfera metalica hueca de densidad 7 g/cm 3 pesa en el aire 
1 kg y sumergida en agua 0,8 kg. Calcular: 

1. El volumen de la esfera. 

2. El volumen de su cavidad interior. 

Solucion 


1) 


= P - E 


P, = P~ Vc u g 


V = 


P, 


1 - 0,8 
i 


10 3 cm 3 = 200 cm 3 
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2) El volumen que tiene el metal sin hueco sera: 


V = = 142,86 cm 3 


luego el hueco ocupa un volumen: 


V' = V - V' = 200 - 142,86 = 57,14 cm 3 


Problema 20. Para medir la densidad de un cuerpo se pesa en el aire y en el 
agua y da 130 g y 97 g, respectivamente. ^Como se procede al calculo de esta? 
^Cual es su volumen? 


Solucion 


P = Mg = Vpg 
P a = P - E — Vzg — 



p 

130 

- = 3,94 g/cm 3 

pa p-p a 

130 - 97 

?s 

130 x 980 
3,94 x 980 

= 33 cm 3 


Problema 21. El peso aparente de un cuerpo en el agua es P x = 4 kg y en un 
aceite de densidad p 2 = 0,8 g/cm 3 es P 2 = 4,4 kg. Calcular el peso real P del 
cuerpo. 


Solucion 


P, = P- E, 


Si 

II 




P 2 = P- e 2 


y?g - v?,g = P 2 




4,4 - 0,8 x 4 

4,4-4 ° 3S/Cm ' 


y como: 



4 x 10 3 
3 - 1 


= 2 x 10 3 cm 3 


tendremos: 


p = Mg = y-g = 2 x 10 3 x 3 x 980 dyn = 6 kp 


Problema 22. Una barra homogenea y de seccion constante de 1 m de longitud, 
dividida en centimetros, se apoya por la division 50 sobre una cuna, en la cual se 
mantiene en equilibrio. Colgada una masa metalica en la division 80, hay que 
colocar un determinado contrapeso en la division 10 para que se siga mantenien- 
do el equilibrio. Introducida la masa metalica en agua, para seguir manteniendo 
el equilibrio hay que colocar el mismo contrapeso en la division 15. ^Cual es la 
densidad de la sustancia metalica? 
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Problema XIV-22 


Primer equilibrio: 
Segundo equilibrio: 
por divisibn: 


Solucion 

30 mg — 40m'g = 0 => 30 Vp = 40 m' 
30 V> - 30Vp a = 35m' 


35 

“40" 


=> 40 - 1) = 35,c => 


p = 8 g/cm 3 


Problema 23. <-,Que fraction de volumen de un iceberg sobresale del agua? Den- 
sidad del agua del mar: 1,03 g/cm 3 . Densidad del hielo: 0,92 g/cm 3 . 


Solucion 


P = E => M = V^ a Vp h = V# m 


luego la fraccibn de volumen sumergido sera: 





0,92 

T03 


0,89 89 % 


con lo que la fraccibn de volumen que sobresale del agua sera el 11 %. 


Problema 24. Disponemos de una plancha de corcho de 1 dm de espesor; calcu- 
lar la superficie minima que se debe emplear para que flote en agua, sosteniendo 
a un naufrago de 70 kg. Masa especifica del corcho: 0,24 g/cm 3 . 


Problema XIV-24 


Solucion 


E = (M + M')g 
E = Aep& 

M' = Aep c 


=> Aec 3 g = (M + Ae ?c )g => 



70 x 10 3 
10(1 - 0,24) 


9 210 cm 2 



Problema XIV-25 


Problema 25. Un palo cilindrico de densidad 0,7 g/cm 3 , de 4 cm 2 de seccion y 
1 m de largo se sumerge en el agua hasta que sobresalen h = 10 cm lastrando su 
parte inferior con una bola de cobre de densidad 8,8 g/cm 3 . Hallese el volumen 
de la bola. 


Solucion 


Llamando M y M' a las masas de la bola y del palo, respectivamente: 


P= Mg + M'g= Vzg + Slp'g 
£=*w = [V + SV- h)]p it g 


Vc + Sip' = V> a + S(l - h)p m 


(1 - h)p, - Ic 
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Sustituyendo valores: 


V = 4 


(100 - 10) - 100 x 0,7 

8,8 - 1 


cm 3 = 10,26 cm 3 


Problema 26. Un buque tiene una masa total de 2 000 t cuando lleva su carga 
maxima en el mar. ^Que masa debe quitarse al navegar por un rio? Densidad del 
agua del mar: 1,03 g/cm 3 . Tener en cuenta que, en los dos casos, el volumen 
sumergido debe ser el mismo. 


Solucion 


M = V? 


M = masa del cuerpo que flota 
V = volumen sumergido 
,c = densidad del lfquido 


(Trabajamos en el sl) 
2 x 10 6 = V\ 030 

M' = V\ 000 


103 

100 


=> M' 


2 x 10* 
103 


= 1,942 x 10 6 kg = 1 942 t 


x = M - M' = 2 000 - 1 942 = 58 t 


Problema 27. Con una madera de densidad 0,7 g/cm 3 se talla un cubo de 1 dm 
de arista. Este cubo flota en el agua y en un aceite de densidad 0,9 g/cm 3 . ^Que 
altura tiene la porcion sumergida en cada caso? ^Que fuerza hay que ejercer 
sobre el cubo, cuando esta en el aceite, para que se sumerja por completo? 


Solucion 



M 

= 


fen 7 

x | - - = 7 cm 

Mg = E, 



km ~ 


E, 

= 


rii 


uj 

il 

rT 


: m , 0.7 „ 


^ km — - V 2-;ic ^ 

as = / = — 10 = 7.8 cm 

E 2 = x 2 A? ac g 





3) 


F + Mg = E 
E = V^c g 


=> F = V>uc g ~ V?mg = Vgirac ~ rm) 


F = 10 3 x 980(0,9 - 0.7) = 196 000 ayn = 1,96 N 
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Problema 28. Una esfera metalica hueca de 30 cm de diametro flota en un acei- 
te de densidad 0,9 g/cm 3 y se encuentra sumergida hasta su piano diametral. De- 
terminese: 

1. Peso de la esfera. 

2. Peso de lastre que hay que poner dentro para que la esfera quede totalmente 
sumergida. 


l) 


2 ) 


Solucion 


P = E = V sPac g = -j- -K-Vucg = -L -15- 1 0.9 x 980 dyn = 6.36 kp 

P + P‘ = £' => P' = E' - P = E' - E =* 

P' = -j- ,cg ~ -y ^Vac g = -j~ -P 3 ?,cg = P = 6,63 kp 


X 



\{ Mg 




Problema 29. 1. Del platillo A de una balanza hidrostatica se suspende un cubo 

macizo de hierro de 7 cm de arista, y del platillo B se suspende un cubo macizo 
de aluminio de 10 cm de arista. En estas condiciones la balanza esta en equili- 
brio. Calculese la densidad del aluminio. 

2. Sumergimos ahora el cubo de hierro en aceite y el cubo de aluminio en al¬ 
cohol. En estas condiciones es preciso anadir al platillo B 496 g para equilibrar la 
balanza. Calculese la densidad del aceite. 

3. En una tercera experiencia sustituimos el alcohol de la experiencia anterior 
por agua, dejando en el platillo B los 496 g, como antes. Vamos anadiendo el 
agua poco a poco hasta que se restablece el equilibrio, de manera que en el lado 
A el cubo de hierro estara sumergido en el aceite, mientras que en el B el cubo 
de aluminio flotara en el agua. Se pide calcular la relacion entre el volumen de 
aluminio sumergido y el volumen total. 

Datos: Densidad del hierro = 7,8 g^cm 3 . 

Densidad del alcohol = 0,81 g/cm 3 . 

Solucion 


1) 

2 ) 


M Fc — A/ a) 


7 3 x 7,8 = 10 3 c. 


?ai = 2,67 g/cm 3 


M Fc g - E , = M Al g - E 2 + Mg 


y como segun la primera experiencia: 

Mfc g = g 


obtenemos: 

E y = E 2 - Mg 


=$> 7 3 c ac = 10 3 x 0,81 - 496 




,- ; .c = 0.91 g/cm 3 
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3) 


=> £ ? = £, + Mg 


£3 = 

£. = Kprf 


M Fc g - £1 = M A1 g + Mg - £3 
M Fe g = M Al g 


=> 


Vs.Cag = Vc 3C g + Mg => V s = 7 3 x 0,91 + 496 = 808,13 cm 3 


la relacion de volumen de A1 sumergido al volumen total sera: 


K 

V 


808,13 

10 3 


0,80 


80 % 


Problema 30. Un bloque cubico de acero flota sobre mercurio. Siendo la densi- 
dad del acero ? ac = 7,8 g/cm 3 y la densidad del mercurio p m = 13,6 g/cm 3 , 
calcular: 

1. ^Que fraccion del volumen del bloque sobresale del mercurio? 

2. Si vertemos agua sobre el mercurio, ^que fraccion de arista cubrira el agua si 
el bloque queda justamente cubierto por el agua? 


Solution 


1 ) 


£ 


Mg 


£ xAp m g 


M = lAp ac 


=» xAp m g = lA? ac g =» 


x 

7 


.-'ac 

Pm 



Llamando V' al volumen sumergida y V al volumen total: 

V ' xA x p ac 7,8 

~ = ~IA~ = T = ~ = 13,6 = 


0,57 


luego la fraccion sumergida es el 57 %, y la fraccibn flotante sera 


43 %. 


2) 


£] + £? = Mg 

/p m - Xp m + Xp a = Ip. 


£, = (/- x)Ap m g 
E 2 = xAp^g 


(/ - x)Az m g + xAp :t g = lAp ac g 
13,6 - 7,8 


13,6 - 1 


= 0,46 


El 


46 % 


de la arista esta sumergida en agua. 



Problema 31. Dentro del agua y a una altura sobre el fondo de 5,1 m soltamos 
un cuerpo de masa 100 g. Calcular la velocidad, la energia cinetica y el tiempo 
que tarda en la cafda, suponiendo que la densidad del cuerpo es 2,75 g/cm 3 . (Se 
desprecia toda influencia de rozamiento y solo se tendra en cuenta el empuje de 
Arquimedes.) 
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Solution 


Llamamos c c a la densidad del cuerpo y a la del agua: 


Problema 32. Un cuerpo cae desde una altura de 6 m. Calcular la velocidad con 
que llega al suelo en los siguientes casos: 

1. Cae libremente en el aire, perdiendo en rozamiento una cuarta parte de la 
energfa initial. 

2. Cae por un piano inclinado 45°, con coeficiente de rozamiento 0,5. 

3. Cae verticalmente dentro del agua, siendo su densidad 3. (Solo se tendra en 
cuenta el empuje de Arquimedes; se desprecia el rozamiento con el agua.) 

Solution 


T = -i- Mv 2 = -i- 100 x 800 2 erg = 3,2 J 


. 1 

h = — vt =*> 


2h _ 2 x 510 
v 800 


Mg — E = Ma 


M = V Pc 
E = V ?a g 


=> V Pc g - V? a g = Vc c a => a = g 


= V2 ah 


ah = 2 gh - C - - — = 2 x 


2 75 — i 

980 x 510 ’ 2 ? - g — cm/s = 8 m/s 



Problema XIV-31 


1 ) 

Mgh = -j- Mv 2 + -i- Mgh 


=> 



*^/ y9.8x6 = 9,4 nVs 


2 ) 

A/g/z = -y- Mv 2 + uMglcos? 


I = 


/i 

senp 


=> A/g/z =-— Mv 4- 


uMgh 

tag? 


v = 




x 9,8 x 6(1 - 0,5) = 7,7 m/s 


3) Segun el problema anterior: 


a = g 


Pc Pa 



V 2 x 9 - 8 x 6 



= 8,8 m/s 


Problema 33. Un objeto de corcho se deja caer desde una altura de 5 m sobre la 
superficie de un lago. Considerando que solo se opone al movimiento el empuje 
del agua y que la densidad del corcho es 0,2 g/cm 3 , calcular: 

1. ^Cuanto se hunde el objeto en el agua? 

2. ^Cuanto tiempo tarda en llegar a esa profundidad y volver a la superficie? 
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Solution 


1) El movimiento del cuerpo dentro del agua es decelerado: 
M = V Pc 
E=V Pa g 


E - Mg = Mq 


=> Vp*g ~ V? c g = => a = g 


La velocidad que tiene el cuerpo al llegar a la superficie del agua es: 


2 ) 


v 0 = y/2gh = V2|a|/z' 


=> 



a 


Pc h 


0,2 x 5 

1 - 0,2 


1,25 m 


v 0 = at => 


v 0 _ ?e VJgh __ 0,2 V2 x 10 X 5 
« 10(1 - 0,2) 


el tiempo total desde que llego a la superficie hasta que vuelve a ella es el doble del anterior, o 
sea, 0,5 s. 

Si queremos calcular el tiempo de todo el proceso, habra que sumarle el que emple6 el objeto 
en caer 5 m en el aire: 


h = 





V¥-V 


^total = 1 + 0,5 = 1,5 s 


2x5 

10 


1 s 



Problema XIV-33 


Problema 34. Desde un punto situado a una altura de 10 m sobre la superficie 
de un estanque lleno de agua y de profundidad 5 m se deja caer una esferita de 
0,2 cm de radio. Considerando que solo se opone al movimiento el empuje del 
agua. 

1. La esferita es de hierro de densidad 7,5. Calcular: a) Lo que tarda en llegar al 
fondo del estanque. b) La energia cinetica con que llega al fondo. 

2. La esferita es de madera de densidad 0,7. Calcular: a) La profundidad hasta la 
que llega a hundirse en el estanque. b) La velocidad con que emerge a la superfi¬ 
cie. 


Solution 

1) En los problemas anteriores hemos obtenido: 

v ( , = V2 gh a = g — — 

?c 

a) 

S = v„t + -L ar = rV2g/i + -j- g ? 

5 = V2 x 9,8 x 10 i + 9,8 7, ^~ - r =*> 4,25r + 14/ - 5 = 0 =J> 

(hemos considerado la solucion positiva). 

b) 

V = v,„ + at = V2 x 9.8 x 10 + 9,8 7 "^~ 1 0,32 = 16,71 m/s 
T = -L Mv 2 = -L -y = -J- ■ 0 ' 2 '' x 7-5 x 1 671 2 erg = 350 883 erg 


i = 0,32 s 
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2) El movimiento del cuerpo en el interior del agua es decelerado, con una deceleracion: 

a) 

v 0 = V2 gh = VJjojT =^> 


(V2 gh es la velocidad co n que el cuerpo penetra en el agua, que es la velocidad inicial en el 
seno de ella e igual a \fl\a\s, siendo s el valor del espacio y |a| el valor absoluto de la 
deceleracion.) 

Si hubiese profundidad suficiente, bajaria la esferita 23 m. No puede descenderlos, pues a los 5 
m encuentra el fondo. En el siguiente apartado supondremos que el cuerpo parte del reposo 
desde el fondo al quedar retenido por el lodo y luego despegarse de el por el empuje. 

b) Ascendiendo con la misma aceleraci6n que descendid, la velocidad adquirida al Uegar a la 
superficie es: 

v = y/las = V2 x 4,2 x 5 = 6,5 m/s 


, 9,8 x 10 „ _ 

h = -= 23 m 

4,2 


rrouieiiia 35. L n tiozo do madera de 1 kg de peso y densidad 0,6 se lanza 
verticalmente hacia abajo con una velocidad de V2 m/s desde un punto situado a 
5 m de altura sobre la superficie de un deposito de aceite de densidad 0,9. Si se 
desprecian las resistencias del aire y del aceite, calcular: 

1. La velocidad con que llega a la superficie del liquido. 

2. El empuje que sufre una vez sumergido. 

3. La aceleracion con que se mueve en el interior del liquido. 

4. La profundidad a que desciende y el tiempo invertido en dicho descenso. 

Solueion 

Llamaremos a la densidad de la madera y ,c a c a la del aceite. 

i) 

Mgh + -J- Mvs = ~y Mv 2 


v = Vvn + 2gh = V2 + 2 x 9,8 x 5 = 10 m/s 


2 ) 
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Problema 36. Calcular el trabajo que se realiza al subir en el interior de un 
estanque lleno de agua un cuerpo de 100 kg de masa y 2 g/cm 3 de densidad, 
desde 10 m a 1 m de profundidad. Se desprecia la resistencia del agua. 

Solucion 


El trabajo que hemos de realizar para subir el cuerpo un desnivel dh dentro del agua sera: 
dW = Fdh = (Mg - E)dh = Vg(p - ? a )dh 

y como: 


JL * V = JL 

V c 


nos queda: 


dW = Mg - /’ dh = Mg ^1 — j dh 

en definitiva, es el producto del «peso aparente» por el espacio dh. En nuestro caso: 



/*1° I 

s„ \ / 

1 \ 

w = 

II 

T3 

1 - -T-) [*)! = 100 ( 

1 -— J 9 kgm = 450 kgm 


exactamente la mitad del trabajo que nos cuesta elevar al cuerpo 9 m en el aire. 


Problema 37. Se sumerge en el agua un cubo de madera de densidad 0,7 g/cm 3 y 
30 cm de arista, hasta que queda totalmente sumergido, de modo que la superfi- 
cie libre del liquido coincide con una de las caras del cubo. Soltamos el cuerpo y 
despues de realizado un movimiento armonico amortiguado queda en reposo, 
flotando en el liquido. Calcular el trabajo realizado por el cubo desde que se 
solto hasta que queda en reposo. 


Solucion 


Calculamos primero el valor h de la arista sumergida en el equilibrio: 

M = => / 3 c = l 2 h Pii => h = l — = 30 cm = 21 cm 


El trabajo realizado por el cuerpo es igual a la energi'a potencial que posee cuando esta sumer¬ 
gido. que viene medida por el trabajo realizado al introducir el cuerpo dentro del liquido. Para 
introducir el cubo dx, estando las aristas sumergidas .v. se realiza un trabajo: 

dW = Fdx = (E - Mg) dx = l 2 g( ?a x - d)dx 


luego: 


W 


w = rg 


= j dW = j t'g - ;J)dx = I 2 g - tlx j 

[-j- u 2 - h 2 ) - tin - h) J = r-gu - h) [-y- 


U + h) 


'] 


Sustituyendo valores: 


W = 30 : 980(30 - 21) 


30 + 21 


- 0.7 x 30 I erg — 3,6 J 
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Problems XIV-38 


Problema 38. Un bloque cubico de piedra de 1 m de lado y densidad 2,7 g/cm 3 
esta justamente sumergido en agua, como se indica en la figura. Calcular el tra- 
najo que se realiza al sacarlo hasta que su cara inferior coincida con el nivel del 
agua. 


Solucion 

El trabajo que hemos de realizar para sacar el cuerpo dx estando las aristas sumergidas x es: 
dW = Fdx = (Mg - E)dx = Pg(pl - ? a x)dx 


luego: 

w = Jo r ' e{fl ~ ? ° x)dx = H [ s/jc " it d = tg [ 5 " -t] 

Sustituyendo valores: 




Problema 39. Un cuerpo cilfndrico de radio 1 cm flota verticalmente en el agua. 
Ejerciendo una fuerza vertical sobre la base situada en el aire, lo introducimos un 
poco mas que en la posicion de equilibrio. 

1. Demostrar que al soltar el cuerpo adquiere un movimiento vibratorio armoni- 
co y determinar la ecuacion del movimiento. 

2. Si el periodo de la vibracion es 1 s, hallar la masa del cuerpo. 

Solucion 

1) La fuerza productora del movimiento es el exceso de empuje con respecto al del equilibrio 
del cuerpo flotante. Si consideramos una posicidn en que el cuerpo esta introducido una 
longitud x , tal fuerza es: 

F = - Tzrxpg 

el signo menos indica que si el desplazamiento es hacia abajo, la fuerza actua hacia arriba: 

F = - Kx 


Problema XIV-39 


el movimiento es, por tanto, vibratorio armonico: 

K = M<o 2 = -r?g 


la ecuacidn del movimiento sera: 



siendo A la amplitud (longitud maxima que introducimos a partir de la posicion de equili¬ 
brio). 


2 ) 




-r-g 

4- 2 


r- = SfL T = 980 


4- 


4s 


78 g 
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Capitulo XV 


FENOMENOS MOLECULARES DE LOS LIQUIDOS 


-FORMULARIO 

Tension superficial: 



ENERGIA SUPERFICIAL: 

dW = ?dA 

Formula de Laplace: 



SUPERFICIE CILINDRICA: 



PRESION DEL GAS INTERIOR EN UNA BURBUJA: 

_ tii 4o- 

Pgas — H + ^ 

Ley de Jurin: 

Tubos: 

. 27COS9 
h =- 

Laminas paralelas a distancia d: 

, _ 2 <rCOSf 

d?g 


Ley de Tate: 


Mg = Kr-y — 2-ry 
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Problema 1. ^Que fuerza se necesita para sacar del agua (cr = 72 dyn/cm) un 
alambre de 5 cm de longitud y 0,2 g de masa? 

Solution 

La fuerza necesaria sera la suma del peso y la fuerza debida a la tensi6n superficial: 

F = Mg + 2h = 0,2 x 980 + 2 x 5 x 72 = 916 dyn 


Problema 2. Del platillo de una balanza se cuelga un cuerpo cilmdrico de vidrio 
cerrado por su base inferior de 1 cm de radio y 4 cm de altura, y se pone tara en 
el otro platillo hasta conseguir el equilibrio. Se sumerge el cuerpo en agua destila- 
da a 4° C hasta la mitad de su altura exactamente. Para restablecer el equilibrio 
hace falta poner en el platillo del cuerpo pesas por valor de 5,8 g. Calcular la 
tension superficial del agua. El angulo de conjuncion se supone de cero grados, 
es decir, que el menisco es tangente a la superficie lateral del cilindro. 



Solution 

La tension superficial actua a lo largo del contacto del liquido con el cilindro. La fuerza hacia 
abajo debida a ella es: 


F = 2-R* 


El empuje vale: 


este empuje tendr& que anular a las pesas colocadas en el platillo (Mg) y a la fuerza F: 

£ = F+ Mg =s> ,t R 2 ~Y ?a g = 2-Rz + Mg => , 


r.R-h^ - 2 Mg 
4 -R 


-4 x 980 - 2 x 5,8 x 980 dyn dyn 

-— = 75,36 


4- 


(a) (b) 



Problema 3. Tenemos unas ampollitas de vidrio de paredes muy estrechas, en la 
forma indicada en la figura. La ampollita va lastrada en su parte inferior con 
mercurio para que se mantenga en la position de la figura (a) al dejarla sobre el 
nivel de un recipiente con agua. Sumergimos el sistema hasta la position de la 
figura (b). Deberia recobrar la position a , pero se queda en la b. ^.Por que? 

Solution 

Llamamos r y R los radios de la parte cilindrica y de la esferita, respectivamente: 

R > r 

En la posicion (a) el valor de la tension superficial es: 

F= 2-r? 

y al cstar en equilibrio, el empuje ha de ser igual al peso mas la fuerza correspondiente a la 

tension superficial: 


E = P + 2 -r? 
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A1 sumergir la ampollita la fuerza debida a la tension superficial es: 

F = 2-R 7 


y se habra de verificar: 


£' = /> + 2-R? 


y como el peso es el mismo, nos queda: 

E - 2 r.r, = £' - 2 *R, =*> V ?g - Ir.r, = Vcg - 2 r.R, =*> 
Condition que se debe cumplir para que exista el segundo equilibrio. 



Problema 4. Los cilindros huecos y cerrados de la figura son de vidrio y estan 
unidos por la varilla 00'\ el inferior se ha lastrado con el mercurio necesario 
para que el sistema flote en un liquido, con el cilindro inferior sumergido. Sumer- 
gimos el sistema hasta que quede tambien flotando en la forma de la figura (b), 
sin recobrar la primitiva posicion (a). Demostrar que se debe cumplir: 


rh 


2o- 


Pg 


(7 y p, tension superficial y masa especffica del liquido, respectivamente.) Se su- 
pone la varilla OO' infinitamente delgada, que el liquido moja al vidrio y que el 
angulo de contacto es nulo. 


Solucion 


En el primer equilibrio: 


Mg = Vpg 

[V = volumen del cilindro inferior.] 

En el segundo equilibrio: 

Mg + 2-r 7 = Vpg + -rhpg 


luego, sustituyendo la primera, nos queda: 


2 -r 7 


-rhpg 




Problema XV-4 


Problema 5. Ocho gotas de mercurio de radio r se unen para formar una sola. 
^Que relacion existe entre las energfas superficiales antes y despues de la union? 

Solucion 

El volumen dc la gota formada. que tendra por radio R, sera ocho veccs mayor que el volumen 
de una de las gotas pequenas: 

4- -/?' = 8 -i- •- r ' =*• /?’ = 8r’ => — = 2 

3 3 r 

La energfa superficial de las ocho gotas sera ocho veces la energfa de una sola: 

W = 8 x 27A-r = 64 Z7r 
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y la de la gota resultante: 


W' = 2<r4; zR 2 = StzvR 2 


dividiendo: 


w 

= 8 — 

= 8— = 2 

W' 

R 2 

4 


Problema 6. El aceite de oliva tiene una tension superficial respecto del aire de 
32 dyn/cm. Una gota esferica tiene un diametro de 4 mm. Calcular: 

1 . Presion a que esta sometida. 

2 . Fuerza total a la que esta sometida, debida a la tension superficial, que actua 
sobre su superficie. 

3. Energia potencial de superficie. 

Solution 


1 ) 



2 x 32 
0,2 


= 320 b 


2 ) 


F = pA = pint 2 = 320 x 47r0,2 2 = 160,85 dyn 


3) 


W = = *4tzA = 32 x 4 tt0,2 2 = 16,08 erg 


Problema 7. Calcular la energia superficial de una pompa de agua jabonosa de 
1 cm de radio y la presion debida a su curvatura. Consideramos el espesor de la 
pelicula liquida como despreciable. Tension superficial = 35 dyn/cm. 

Solution 

W = 2<rA = 2j4 zr = 2 x 35 x 4r = 879,6 erg 

p = 2 — = 4 X . 35 ■ = 140 b 
r 1 



Problema 8. En un dispositivo como el de la figura se han conseguido dos pom- 
pas de agua jabonosa en los extremos D y E de los tubos. La Have A incomunica 
el aire interior de las dos pompas. Abierta tal Have, la pequena se achica y la 
grande aumenta de volumen. ^Por que? 

Solution 

Las presiones del gas interior de las pompas pequena y grande, respectivamente, excede a la 
atmdsfera en: 


Pi 



r 



A1 ser r < R, se ha de verificar que p, > p 2 , y el aire pasa de la pompa pequena a la grande. 
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Problema 9. Sabiendo que la tension superficial del agua es 75 dyn/cm, calcular 
la altura a que asciende el agua en un tubo capilar de 1 mm de diametro y en 
unas laminas paralelas cuya distancia es 0,05 mm. Se supone el angulo de conjun¬ 
cion igual a cero. 


Solucion 


h = 


1) Aplicando la ley de Jurin: 

^ _ 2 ? cos? 

7 ~ r ?g 

2) La altura alcanzada entre dos laminas paralelas es: 
2 7 cos? 


2 x 75 
0,05 x 980 


= 3,1 cm 


h = 


dpg 


h = 


2 x 75 


0,005 x 980 


31 cm 


Problema 10. El tubo de un barometro de mercurio (tension superficial, 
547 dyn/cm; angulo de conjuncion, 125°) tiene 3 mm de diametro. ^Que error 
introduce en las medidas la tension superficial? 


Solucion 


2 7 cos? 
r?g 


2 x 547cos 125° 
0,15 x 13,6 x 980 


- 0,3 cm = - 3 mm 


el signo menos nos indica que la medida es inferior a la correcta. 


Problema 11. Sabiendo que la tension superficial del mercurio es 547 dyn/cm y 
que el angulo de conjuncion con un tubo capilar de 1 mm de diametro y con unas 
laminas paralelas separadas 0,05 mm es de 125°, calcular la altura que desciende 
el mercurio al introducir tubo y laminas en una cubeta con dicho liquido. 

Solucion 


1 ) En el tubo: 

2 7 cos? _ 2 x 547cos 125° 

h = w 0,05 x 13,6 x 980 


2) En las laminas: 

25 -cos? _ 2 x 547cos 125° 

h = d& 0,005 x 13,6 x 980 

el signo menos indica el descenso. 


- 10 cm 



Problema XV-11 


Problema 12. En un tubo en U cuyas ramas son de 0,6 mm y 0,6 cm de diame¬ 
tro se introduce un liquido de densidad 1,8 g/cm 3 y de 32 dyn/cm de tension su¬ 
perficial. ^.Cual sera la diferencia de nivel del liquido en las dos ramas del tubo, si 
este se encuentra en posicion vertical y el angulo de conjuncion es 32°? 
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Problema XV-12 



Solucion 


2 7 cos? | 

rjL__Li 

2 x 32 cos 32° 1 

r_L_ + _Li 

pi 

L r 2 \ 

1,8 x 980 1 

[ 0,06 0,6 J 


1,5 cm 


Problema 13. En un experimento para calcular el angulo de conjuncion entre un 
lfquido y el vidrio se han obtenido los siguientes datos: densidad del lfquido, 
0,8 g/cm 3 ; radio del capilar, 0,5 mm; elevation en el tubo capilar, 1,2 cm; tension 
superficial del lfquido, 28 dyn/cm. Calcular este. 


h = 


_2acos?_ 

r?g 


=> cos 


Solucion 


rpgh _ 0,05 x 0,8 x 980 x 1,2 
2 cr 2 x 28 


0,84 


9 = 32°5r36" 


Problema 14. Demostrar que la lfnea de contacto de un lfquido con dos laminas 
de vidrio verticales que forman entre sf un angulo diedro muy pequeno es una 
hiperbola equilatera. 

Solucion 


Tomaremos los ejes sobre una de las laminas: 

2 * cos? 


y = ■ 


dpg 


d = 2 jcsen — 


luego: 


y = ■ 


a:, eg sen 


crCOS? 

xy --— = constante 

,eg sen 


c.q.d. 


Problema 15. El estalagmometro, aparato destinado a la medida de tensions 
superficiales, es una pipeta de la que se vierte gota a gota, en una primera expe- 
riencia, el liquido problema, contandose el numero de gotas n correspondientes a 
un determinado volumen; se repite el recuento para el mismo volumen de agua, 
obteniendose n' gotas. Determinar la tension superficial del liquido (?) conocida 
la del agua ( 7 ') y las masas especificas (,o y ? ') de ambos liquidos. 


Solucion 

Las masas de una gota de liquido y de agua son: 

Vz V-' 

M = —— M' = 

n n' 

por division, y teniendo en cuenta la ley de Tate: 

M _ P_ n^_j_ 

M' ?' n ~ 


n 

n 
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Problema 16. En el platillo izquierdo de una balanza se coloca una tara; en el 
derecho, un vasito y pesas de masa M\ hasta equilibrarla. Se quitan las pesas y se 
vierte en el vaso, con un cuentagotas, n gotas de un lfquido; se vuelve a equilibrar 
la balanza (la misma tara) con pesas de masa M 2 . Se quitan estas y se vierten en 
el vasito, sobre el liquido, n gotas de agua. Se consigue de nuevo el equilibrio con 
pesas de masa Conocida la constante de tension superficial del agua o-', deter- 
minar la del lfquido (j). 


Solution 


Masa de n gotas de lfquido: 


Masa de n gotas de agua: 


por division obtenemos: 


nM = My - M 2 


nM' - M 2 — My 


M _ M x — M 2 
M' M 2 - My 


aplicando la formula de Tate al lfquido y al agua, nos da: 


P = Mg = Kn 


P § = M'g = Kri 



M, - M 2 


<7 


My~ M 2 
M 2 ~ M-y 


por igualacion: 


M 2 - My 







Capitulo XVI 


AEROSTATIC A 

-FORMULARIO- 

PRESI6N DE UN GAS EN CONDICIONES NORMALES: 

P = H 0 = 1 atm = 76 x 13,6 x 980 b = 1,0336 kp/cm 2 

Ley de Boyle-Mariotte (7 = ct c ) *: pV = ct e 

Variaci6n de la masa especifica con la presi6n (T = Ct e ): 

Pi _ P\ 

92 Pi 


Problema 1 . Calcular la fuerza debida a la presion armosferica (H = 1 atm) que 
soporta un hombre que tiene una superficie de 1,5 m 2 . 


Solution 


F = pA 


76 x 13,6 x 980 
10 5 x 9,8 x 10~ 4 


15 504 kp 


1 






Problema XVI-2 


Problema 2. Una camara en la que se ha hecho un vacio perfecto esta cerrada 
por una puerta cuadrada que ajusta hermeticamente, cuyo lado es 1/2 m. Calcu¬ 
lar el numero de hombres que, ejerciendo una fuerza de 80 kp, son necesarios 
para abrir la puerta. 


Siendo la presion normal: 


Solution 


H - 76 cm de Hg = 1 033,6 g-f/cm 2 


* En el capitulo XX se veran mas problemas relativos a esta cuestion. 
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y la superficie de la puerta: 


A = 50 x 50 = 2 500 cm 2 


la fuerza necesaria para abrirla es: 


luego: 


F = pA = 1 033,6 x 2 500 g-f = 2 584 kp 


n 


2 584 
80 


32,3 


es decir: 


32 hombres y un nifio que ejerciese 24 kp. 


Problema 3. Un alumno quiso reproducir en su casa la experiencia de Torricelli, 
con un tubo de 1 m de longitud; al no tener mercurio, lleno el tubo de agua y, 
una vez invertido sobre una cubeta con agua, observo que esta no bajaba en el 
tubo. ^Por que? <,Que longitud minima deberia tener el tubo si la presion exterior 
era la normal? 


Solucion 


La altura de una columna de agua equivalente a la de mercurio viene dada por: 

76 x 13,6 = h x 1 
El tubo deberia tener mas de 10,336 m. 


h = 1 033,6 cm | 


Problema 4. Para «trasegar el vino» (pasarlo de un recipiente a otro en un nivel 
mas bajo, ver figura) se emplea una goma que hace de «sifon». Explicar este 
proceso. 


Solucion 

El «sifon» funciona gracias a la presion atmosferica H\ la fuerza debida a esta actuara en las 
secciones 1 y 2 hacia arriba. Si p, = pgh^ es la presion debida al vino en el punto 1 y p 2 = pgh 2 
es la presion en 2, entonces la presion eficaz en el brazo corto sera H — p, y en el largo 
H - p 2 , y como: 

h,<h 2 =» p,<p 2 => H - p, > H - p 2 

las fuerzas debidas a estas presiones van dirigidas hacia arriba, por lo que el vino descendera 
por el brazo largo. 



Problema 5. Calcular la altura que tendria la atmosfera si no variase la densidad 
del aire con la altura. 


Solucion 


El peso de la columna de mercurio de 76 cm de altura es igual al peso de la columna de aire 
cuya altura es la de la atmosfera. Si la densidad del aire fuera constante, se verificaria: 


hpg = h'-Jg 


h' 


13,6 


0,001293 


■ 76 x 10 5 km — 8 km 
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Problema 6 . Un avion bombardero tiene una velocidad del 700 km/h; si tenemos 
en cuenta que el barometro del avion registra una presion atmosferica que es 
inferior en 13 cm de Hg a la que hay en ese instante en la superficie terrestre, y 
en el supuesto de que el aire tuviese una densidad constante e igual a 
0,001293 g/cm 3 , en la capa del mismo comprendida entre el avion y el suelo. 
Calcular: 

1. La altura a la que se encuentra el avion. 

2. La energia total de una bomba en el instante de su lanzamiento, sabiendo que 
pesa 500 kg, de los cuales 420 son de explosivo, cuya potencia explosiva es de 
4 400 kcal/kg. 

3. que distancia de la position actual del avion, segun la horizontal, tocara la 
bomba el suelo? 


Solucion 


1 ) 


2 ) 


Pgh = p'gh' => 13,6 x 13 = 0,001293 h' => 


h' = 1 367 m 


W cxp ,osjva = 4 400 x 420 kcal = 4 400 x 420 x 427 kgm 

T- 1 Mv 2 ~ 1 500 ( 700 000 V kgm 

2 2 9,8 V 3 600 ) Kgm 

U = Mgh = 9 8 x 1 367 kgm 

9,8 


Wtotai = W cxp -f T + U — 791 x 10 6 kgm 


3) 


x = vt 


y = — s‘ 2 


- VT*-’ V¥-^ VnF- 


248 m 


Problema 7. Demostrar que la diferencia de altura h que existe entre dos luga- 
res de observacion en los que las alturas barometricas para el mas bajo y mas alto 
son Hi y // 2 , respectivamente, viene dada por la formula: 

h = 18 400 log -/ 

H i 

en metros. No considerar la variacion de g con la altura. La densidad del aire en 
condiciones normales es 1,293 x 10 -3 g/cm 3 . 

Solucion 

En efecto: la variaci6n de la altura barometrica dH en cm de Hg y la altura ascendida en el aire 
dh vienen ligadas por: 

?dh = - 13.6 dH 
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indicando el signo menos que a un aumento de h (altura) corresponde una disminucion de H 
(presion atmosferica). La densidad del aire varia con la presi6n (suponiendo que la tempera- 
tura no varia con la altura): 

t o = _H_ 

1,293 x 10“ 3 ” 76 


y, por tanto: 


H 1,293 x IQ" 3 

76 


dh = - 13,6 dH 


13,6 x 76 dH 
1,293 x 10~ 3 H 


integrando de la altura h ] a h 2 , a las que corresponden presiones //, y H 2 , se obtiene: 


h - h 2 - h , = 


13,6 x 76 
1,293 x 10 3 


H , 13,6 x 76 

In—- =- 

H 2 1,293 x IQ" 3 


H . //, //, 

2,3025 log —L = 1 840 000log-cm = 18 400log -y- m 

H-> H 2 2 


Problema 8. Un avion vuela a 9 000 m de altura sobre el nivel del mar, donde la 
presion es de 1 000 mbar, igual a la existente en el interior del aparato. Calcular 
la fuerza normal sobre una ventana de 1 200 cm 2 de superficie, debida a la dife- 
rencia de presiones existente entre el interior y el exterior del avion. Utilizar la 
formula obtenida en el problema anterior. 

Solucion 

La presidn interior del avidn en kp/cm 2 ser£: 

//, = 10 6 dyn/cm 2 = -—- kp/cm 2 = 1,02 kp/cm 2 

10 5 x 9,8 

La presion externa sera: 

H x H } 9 000 „ ^ , 

h = 18 400log — log — = 184 Q q - => H 2 = 0,33 kp/cm“ 

luego: 

F = ApA = (1,02 - 0,33) 1 200 kp = 828 kp 


Problema 9. Se trata de construir un globo cuya masa, prescindiendo del gas 
interior, sea de 300 kg; el gas interior es helio, cuya masa especifica es 
0,000196 g/cm 3 , y la del aire, 0,001293 g/cm 3 . Calcular: 

1. El minimo volumen del aerostato. 

2. La fuerza ascensional si tuviese un volumen de 300 m 3 . 

Solucion 

Peso del globo + peso del gas = empuje 


1 ) 


Mg + v ?g = Vfr & 


V = ■ 


M 


300 


1,293 - 0,196 


= 273,47 m 3 
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2 ) 


F = E - P = Vp (l g - (Mg + Vcg) = V(p 0 - p)g - Mg 
Operando en el sistema tecnico, obtenemos: 


F= 300 


[ 1,293 
9,8 


0,196 1 
9,8 J 


9,8 - 


300 

9,8 


9,8 = 29,1 


kp 


Problema 10. Conforme un globo asciende la masa especifica del aire (c a ) dismi¬ 
nuye, haciendose tambien menor la fuerza ascensional, hasta que llega un mo- 
mento en que el aerostato se detiene. Demostrar que el valor de la masa del 
globo sin gas (M) cuando esto ocurre toma el valor: M = V(p a - p), siendo V el 
volumen del gas que llena el globo y p la densidad de dicho gas. 

Solucion 


Para que un aerostato se eleve es necesario que su peso sea menor que el empuje del aire. 
Se llama fuerza ascensional a la diferencia entre el empuje y el peso de un globo: 

F= E - P 

y como: 

P = Vpg + Mg 

Considerando que V es practicamente el volumen total, el empuje es: 

£= Vm 

En consecuencia, la fuerza ascensional viene expresada por: 

F = V Pii g - (Vcg + Mg) = Vg( Pil - ? ) - Mg 

Conforme se asciende, la masa especifica del aire (cj disminuye y, por consiguiente, la fuerza 
ascensional se hace menor; cuando llega a ser cero el globo se detiene. Entonces se verifica: 

Vg(p a - p) - Mg = 0 =* V(p a - p) = M c.q.d. 

Para descender se disminuye el volumen, por salida de gas, haciendose entonces la fuerza 
ascensional negativa (fuerza descensional). 


Problema 11 . Encontrar una formula general que nos de la expresion de la masa 
real de un cuerpo (A/ c ) pesado en el aire (o en el interior de cualquier otro fluido) 
en funcion de la masa de las pesas (M p ) y de las densidades del cuerpo (,c c ), de las 
pesas (,s p ) y del aire (pj. 


Solucion 

Al efectuar una pesada en el aire o en el seno de cualquier fluido no se igualan el peso del 
cuerpo P c y el de las pesas P p , sino las diferencias entre el peso y el empuje que el fluido 
efectua: 

Pc - Sc = p v - £p 

Llamaremos V K y V r a los volumenes del cuerpo y las pesas; M c v M p a sus masas y p c yea sus 
masas especificas; p. A es la masa especifica del fluido en cuyo seno se realiza la pesada. 
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El empuje que experiments el cuerpo es: 


£c = Vcrog = 

Analogamente, el empuje que experimentan las pesas es: 



= V* = 

Por sustitucion en la primera, obtenemos: 



M cg ~ M c — g = Mpg - M p — g => M c 

?C Pp 



La masa real del cuerpo es: 


'p 


Problema 12. Un tubo cilmdrico graduado, de 1 m de longitud y abierto por sus 
dos extremos, se introduce verticalmente hasta la mitad de su altura, en un liqui- 
do. Se tapa su extremo libre con el dedo y se saca, observando que el liquido se 
vierte hasta quedar ocupando una altura de 25 cm. Calcular con estos datos la 
densidad del liquido. Presion exterior = 76 cm de mercurio. 


Solucion 


Una vez sacado el tubo del liquido, en la parte superior (75 cm de su altura) queda encerrado 
aire a una presidn p que calculamos por la formula de Boyle: 


76 x 50/4 = p75A => p = 76 * 50 cm de Hg = 76 X 50 13,6 x 980 = 675 285 b 


Ademas, se ha de verificar: 

H = Ph + P 

siendo p h la presion hidrostatica (debida al liquido). Luego: 


76 x 13,6 x 980 = c980 x 25 + 675 285 => p = 13,7 g/cm 3 


Problema 13. Un globo de goma tiene de masa 10 g. Se llena de gas helio (den¬ 
sidad a 1 atm: 0,18 g/1) hasta que para una presion interior de 2 atm el globo 
alcanza un diametro de 40 cm. Al globo se le ata un cordel muy largo que tiene 
una masa de 1,5 g/m. Si la densidad del aire es de 1,30 g/1, ^que altura alcanzara 
la parte inferior del globo? 


Solucion 


Calculo de la densidad del He a 2 atm: 

Una determinada masa de gas, en dos distintas condiciones de presion y volumen, tiene por 
valor: 


M = Vc = vy => 


YL = _p_ 

V p' 


0,18 


2 


0,36 g/1 








Llamemos A a la densidad lineal del cordel: 


A = -y- = 1,5 g/m 

Peso goma + peso helio + peso cordel = empuje del aire: 


M'g + Vp'hc g + A Ig = Vpairc g => l = 


^(rairc i 5 He) 3/ 


Tomaremos el volumen en litros y las masas en g, ya que las densidades estan expresadas en 
g/1: 

x 2 3 (1,3 - 0,36) - 10 

/ = -—-m = 14,3 m 


Problema 14. Un cilindro vertical, AB } de 40 cm de longitud y 10 cm 2 de sec- 
cion interior contiene un piston horizontal de cierre hermetico resbalando sin 
rozamiento, de espesor despreciable y de peso igual a 5 kg. Las bases del cilindro 
tiene sendas Haves para comunicar con el exterior. Tomamos la presion atmosfe- 
rica igual a 1 kg/cm 2 y el peso del litro de aire bajo esta presion igual a 1,3 g. 

1. Se encuentra el piston a la mitad del recorrido y las Haves estan abiertas. Se 
cierra la Have correspondiente a la base inferior y el piston desciende. ^Que lon¬ 
gitud desciende? 

2. Partiendo de la misma posicion anterior, se cierran simultaneamente las dos 
Haves. ^Cual es el desplazamiento en este caso? 

3. Resuelto el primer caso, en la posicion de equilibrio se inyecta aire por la Have 
inferior. ^Que masa de aire es preciso inyectar para que el piston se coloque 
nuevamente en la mitad de la altura del cilindro? 

Solution 

1) La presion que corresponde al peso del embolo es: 

Pe = -j|- = 0,5 kg/cm 2 

Si llamamos H a la presidn atmosferica y p la presion del gas de la parte inferior del cilindro, se 
habra de verificar: 


H + Pe = P 

Aplicamos la ley de Boyle-Mariotte al gas del dep6sito cerrado (llamamos / a la longitud del 
cilindro): 

HA ~y = pA (-t- - => p 



sustituyendo en la anterior, obtenemos: 



=> 


x 


PeI 

2{H + p E ) 


0,5 x 40 20 

2(1 + 0,5) 3~ Cm 


W + p E = 










2) Llamamos p x y p 2 a las presiones del gas en los recintos superior e inferior. En el equili- 
brio se habra de verificar: 


P\ + Pe = P2 

por la aplicacion de la ley de Boyle-Mariotte se obtiene: 


HA~y = p x A (-J- + 

ha ~Y = p* a (- j - _ 


Pi 


=> P 2 


~T + X ' 


H- 


sustituyendo en la primera: 
/ 


H- 


H- 


l 


+ Pe 


+ *' 


/ 


=> 4p E *' 2 + 4///*' - Pe / 2 = 0 


2 2 

Trabajando en un sistema en que la unidad de fuerza sea el kp y de longitud el cm, obtenemos: 

*' 2 + 80*' - 400 = 0 

cuya solucion positiva es: 


jc' = 4,72 cm 


3) La masa sera la correspondiente a un volumen V = Ax, a la presion H + p E . La densidad 
del gas en estas condiciones es: 


H + P E 
H 


= 1,5 => - = i ,5 - 0 = 1,5 x 1,3 g/1 


M = V? = Ax? = 0,1 -y- 1,3 x 1,5 = 0,13 g 


(La superficie y la longitud se han expresado en dm 2 y dm, para obtener el volumen en dm .) 


Problema 15.. Se dan cuatro emboladas de extraccion al piston de una maquina 
neumatica, cuyo cilindro tiene una capacidad de 2 1, siendo la presion del aire en 
la vasija donde se quiere hacer el vacio de 1 atm y la final, en este mismo reci- 
piente, de 1/81 de atm. Se pide: 

1. Calcular el volumen de la vasija en que se hace el vacio. 

2. Las masas de aire al comenzar la extraccion y al final de ella, o sea, despues 
de las cuatro emboladas. 

Masa especifica del aire a la temperatura de la experiencia: 0,001293 g/cnr. 


Solucion 


1 ) 

l. a embolada: 

V 


pV = p,(v + V) => Pi = P 


V + v 
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2. a embolada: 

n embolada: 

para n = 4: 

2 ) 


P\V = p 2 (v + V) => p 2 = P\ 


-'W 




1- 

II 

11 

V = 1 1 . 

7 3 v + 2 



M 


V ? =» | M, = 1 000 x 0,001293 = 1,293 g 


M, = 1 000 0,091293 = 0.016 g 
ol 


Problema 16. En un tubo cilmdrico de 4 mm de radio, en el que el mercurio 
marcaba 740 mm de altura, quedando 15 cm de camara barometrica, ha entrado 
aire, y como consecuencia ha bajado la columna a 715 mm. Calcular: 

1. El volumen de aire que ha entrado a la presion atmosferica. 

2. Si se pone ahora la camara en comunicacion con un globo vacio de litro y 
medio de volumen, ^cual es la nueva presion del aire y la altura marcada por el 
mercurio? 


Solution 


1) Altura del tubo: 


Volumen del gas: 
Presion del gas: 


h = 740 + 150 = 890 mm 

V = (890 - 715) —16 mm 3 = 2 800- mm 3 


p = 740 - 715 = 25 mm de Hg 

El volumen del gas a 740 mm de mercurio se obtendra por aplicacion de la ley de Boyle- 
Mariotte: 


25 x 2 800- = 740 V' 


V' = 297 mm 3 


2) El mercurio asciende en el tubo h mm. Nuevo volumen del gas: 

V = [(890 - 715 - /2)-16 + 1,5 x 10 6 ) mm 3 = (1,51 x 10 6 - 16-/i) mm 3 
Nueva presion del gas: 

p" = [740 - 715 - h) = (25 - h) mm de Hg 
aplicando la ley de Boyle-Mariotte, se obtiene: 

25 x 28 000- = (25 - h) (1,51 x 10* - 16-/?) => h = 23,5 mm 

La altura H marcada por el mercurio sera: 

H = 715 + 23,5 = 738,5 mm 
La presion p del gas es ahora: 

p = 740 - 738,5 = 1,5 mm de Hg 
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Problema 17. El tubo de un barometro tiene 1 m de longitud por encima del 
mercurio de la cubeta y 1 cm 2 de seccion interior. Contiene una columna de 
mercurio de 0,760 m de altura y cuya temperatura es 0°. Se introduce en la cama- 
ra de este barometro 1 cm 3 de aire medido en las condiciones normales de tempe¬ 
ratura y de presion, y sabiendo que el peso especffico del aire en condiciones 
normales es 1,293 g/1. Se pide: 

1. ^Cual sera la densidad absoluta y relativa de la atmosfera que coronara la 
columna de mercurio? 

2. ^Cual sera la altura barometrica observada? 

3. ^Cuanto habra que introducir el tubo barometrico en la cubeta para que la 
densidad del aire que contiene sea igual a la del aire exterior? 

Solution 

1) y 2) La columna barometrica quedara despues de introducir el gas a una altura h y el 
volumen ocupado por el gas es: 

V = (100 - h) cm 3 

Considerando un punto exterior al tubo y Qtro interior de la superficie del mercurio en la 
cubeta, se ha de verificar: 

76 = h + p => h — 16 — p 

p = presion del gas. 

Aplicando la ley de Boyle-Mariotte, nos queda: 

76 = p(100 - h) = lOOp - hp 

sustituyendo h, nos queda: 

76 = lOOp - (76 - p)p => p 2 + 24p - 76 = 0 => p = 2,8 cm de Hg 
luego la altura barometrica observada sera: 

h = 76 - 2,8 = 73,2 cm 

el volumen que corona la columna barometrica es: 

V = 100 - h = 26.8 cm 3 

con lo que: 

JS = Po - 2 - = 1.293 -If- = 0.048 g/1 

Po 'V _ 


3) Para que el gas tenga la misma densidad ha de ocupar 1 cm 3 , por lo que el tubo barometri¬ 
co habra que introducirlo hasta que quede al exterior 1 cm. Entonces el gas tendra la misma 
presidn inicial (76 cm) y el mercurio exterior y el interior estar^n al mismo nivel. 




Capitulo XVn 


HIDRODINAMICA Y AERODINAMICA 

A) DINAMICA DE FLUIDOS EN REGIMEN 
DE BERNOUILLI. ENERGIA HIDRAULICA 

- FORMULARIO -] 


Ley de continuidad: 

V 1 A 2 = V 2 v4 2 

Teorema de Bernouilli: 

1 9 

p + pgh + -y- pv = constante 

Teorema de Torricelli: 

v = \/2gh 

COEFICIENTE DE VELOCIDAD: 

v r = kv = k V2 gh 

Gasto TE6RICO: 

G = Av = A \/2gh 

Gasto PRACTICO: 

G = 0,6 lAv = 0,6M V2 gh 

Ley de Graham y Bunsen: 

v ~ A / 2Ap 

’ i w 


Problema I. 1. Calcular en CV la potencia de un salto de agua cuyo caudal es 
375 I/s y la altura 20 m. 

2. ^Cual es el numero de lamparas de 100 W que podrian ser alimentadas por el 
salto de agua, suponiendo que ha habido una perdida de 30 % de la energi'a en 
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forma de calor, en las distintas transformaciones sufridas, asi como en la conduc¬ 
tion de la energia electrica? 

3. Si el salto de agua mueve una turbina cuyo rendimiento es 0,4 (es decir, se 
aprovecha el 40 % de la energia del salto), la turbina, a su vez, mueve unas 
maquinas, siendo el nuevo rendimiento de la transformation 0,7. Calcular en 
kW • h la energia aprovechada en 8 h de trabajo. 

Solucion 


1 ) 

p- — —"£*— Ml. . c.s* , 

t t t ’ 6 

2) La potencia teorica del salto en W es: 

P = 7 500 x 9,8 W 

Como hay una perdida de un 30 %, se aprovecha el 70 % de la potencia; o sea: 

P a = 7 500 x 9,8 x 0,7 W 

El numero de lamparas que se podra alimentar es: 

7 500 x 9,8 x 0,7 C1/1 .. 

n =- 1 — = 514 lamparas 

3) Como solo se aprovecha un 0,4, la potencia disponible en la turbina es: 

P = 7 500 x 9,8 x 0,4 W 

En la nueva transformation s61o se aprovecha un 0,7; luego tendremos para potencia de las 
maquinas: 

P = 7 500 x 9,8 x 0,4 x 0,7 W = 7,5 x 9,8 x 0,4 x 0,7 kW 
Lo que aprovechamos en 8 h es: 

W = 7,5 x 9,8 x 0,4 x 0,7 x 8 kW • h = 164,6 kW • h 


P = 0,375 


1 000 
9,8 


9,8 x 20 = 7 500 kgnVs = 100 CV 


Problema 2. Sobre una gran placa horizontal cae verticalmente un chorro de 
agua a razon de 30 1/s y a una velocidad de 10 m/s. Calcular la fuerza que tendre¬ 
mos que hacer para sostener la placa, independientemente de su peso. 


Solucion 


Fdt = d(Mv) = vtdV => 


F= vc 


dV 

dt 


■■ v P G = 10 


1 000 


30 x 10~ 3 = 30 


Problema 3. El «torniquete hidraulico» consiste en el aparato esquematizado en 
la figura, cuya seccion horizontal tambien dibujamos. Calcular: 

1. La fuerza reaccion que lo mueve en funcion de la velocidad de salida del 
liquido (v), de su densidad (,o) y del gasto (G). 

2. Si el momento de inercia respecto al eje de giro del «torniquete» es /, ^cual es 
su aceleracion angular si no existieran rozamientos? 
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Solution 


1 ) 


r _ d(Mv>) 

A y _ „ 

At 

V,w At V ‘~ 


2) El momento motor que actua sera: 

N = h = 2Fd = 2v?Glsen 9 


2 vpG l sen? 

7 


Problema 4. En una pared de un deposito lleno de un liquido hasta una altura 
de 9,8 m de fondo se abre un orificio circular de radio 1 cm en el punto medio de 
la altura. Calcular el gasto teorico y practico y el alcance de la vena liquida hasta 
el nivel del fondo. 


Solution 


1) 


El gasto 
G = Av 


tedrico es: 
= A V2 gh 


\ A = -r = - cm 2 



1 V = V2 x 980 x 490 = 980 cnVs 


C = 3,08 Vs 


2 ) 

3) 


El gasto practico sera: 

G p = 0,61 G = 1,88 1/s 



V 2 v _ A / 2 x 490 t 
g 980 1 S 

x = vt = 980 cm 


Problema 5. Tenemos un recipiente de paredes verticales lleno de un liquido 
hasta una altura /. Demostrar que si abrimos un orificio a una distancia vertical 
de la superficie (y), la vena liquida tiene el mismo alcance que si lo abrimos a la 
misma distancia (y) del fondo. 



Problema XVII-5 


Solution 


La velocidad de salida por el primer orificio es: 

= V2&v 

La velocidad de salida por el segundo orificio es: 

v, = V2g(l - y) 

El tiempo que tarda el liquido en el primer caso, al caer de la altura (/ - y), viene dado por: 

- i , -v Ai( 

/ - y = — =*> h = Y — 


1(1 - y) 


g 























El tiempo de caida desde el segundo orificio de altura y es: 


y = 




El alcance de la primera vena liquida es: 

x, = V,/, = V2& ~\/ 2 Vy(l - y) 

El alcance de la segunda vena sera: 


x 2 = V 2 t 2 


V2 g{l - ~) 


= 2 Vy</ - y) 


vemos que: 


jc, = JC 2 


con lo que queda demostrado el enunciado. _ 

±r- - * 


Problema 6. En un deposito de gran seccion se practica un orificio a y = 1 m 
del suelo, como se indica en la figura. Colocamos en el un manometro y nos 
indica una presion de 11,6 cm de Hg; quitamos el manometro y dejamos salir el 
liquido, alcanzando una distancia de x = 3 m. Calcular: 

1. La densidad del liquido. 

2. Altura H sobre el suelo a que se encuentra el nivel del liquido. 



Problema XVII-6 


Solucion 


1 ) 


v = V 2gh 
P = ?gh 


=> 




p = 11,6 x 13,6 x 980 = 154 604,8 b = 15 460,48 Pa 


x — vt 


y = —gr 


980 


=> V 2 = jr -4— = 300 2 - „ 

2 y 2 x 100 


= 441 x 10 3 cm 2 /s 2 


luego: 


2 ) 


2 x 154 604,8 
441 x 10 3 


0,7 g/cm 3 


h = -£- 
Pg 


15 460,48 
700 x 9,8 


m = 2,25 m 


=*> 


H = 3,25 m 


Problema 7. El tubo de una central hidroelectrica de montana presenta un des¬ 
nivel de 500 m y esta totalmente lleno de agua. El agua sale en la central por un 
orificio de 10 cm de diametro y acciona una turbina de rendimiento r t = 0,83. 
Siendo el coeficiente de velocidad k = 0,92 y considerando la seccion del tubo lo 
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suficientemente grande para que la velocidad del agua en su interior sea despre- 
ciable, calcular: 

1. El gasto del tubo o, lo que es lo mismo, el caudal que tiene que tener el 
manantial que mantiene constantemente al tubo lleno de agua. 

2. La potencia de la turbina. 

3. La fuerza ejercida por el agua sobre la turbina. 

Solucion 


1) La velocidad de salida es: 
luego: 

Sustituyendo valores: 


v = k Vlgh 
G = Av = r.R 2 kV2gh 


G = *5 2 x IQ' 4 x 0,92 Vi x 9,8 x 500 m 3 /s = 715,30 J/s 


2 ) 


w ~t M v2 4 - V ^ 2 S h 

P = -L- - = , -2 - v k 2 ghG 


Sustituyendo valores: 


P = 0,83 x 10 3 x 0,92 2 x 9,8 x 500 x 715,3 x 10” 3 W = 2 462 kW 


3) 


F _ d(Mv) 
At 


A y 
P At 


= pGv = cGk \Zl7h 


Sustituyendo valores: 


F = 715,3 x 10' 5 x 0,92 V2 x 9,8 x 500 kp = 6,65 x 10 3 kp 


Problema 8. Comparar las velocidades de salida del oxi'geno y el hidrogeno a 
traves de una pared porosa de un recipiente cuando la sobrepresion que origina la 
salida del gas es la misma; estando sus densidades en la relacion 1/16. 

Solucion 

Aplicando la ley de Graham y Bunsen: 

-- 
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Problema 9. Colocamos un recipiente que contiene gas y tiene una masa total M 
sobre una superficie horizontal, y en una de sus paredes laterales le hacemos un 
orificio circular de seccion A muy pequeno en comparacion con el tamano del 
recipiente. Si el coeficiente de rozamiento entre la superficie y el recipiente es p. 
^Cual debe de ser la diferencia de presion del gas respecto del exterior para que el 
recipiente comience a moverse? 


Solucion 


La velocidad de salida del gas por el orificio sera: 

2jT 


- V 1 ; 


de la primera ecuacidn del movimiento: 

J(Mv) 


F = 


At 


=> FAt = vAM 


la masa de gas AM expulsada en un tiempo At sera: 

AM = cAV = zAvAt 


luego: 


FAt = zAv 2 At =s> F = cAv 2 = 2 AAp 


de esta forma el gas actua sobre la pared con orificio con una fuerza de un valor 2AAp, menor 
que la fuerza con que el gas actua sobre la pared opuesta, y no con AAp, como parece a 
primera vista. 

Para que el recipiente comience a moverse sobre la superficie tendra que verificarse: 


2AAp > uMg 


=> 


Ap> 


uMg 
~ 2 ~A 


Problema 10. Un deposito de gran seccion cerrado contiene agua y sobre ella 
aire comprimido, ejerciendo una presion de 5 atm tecnicas. A una distancia verti¬ 
cal de 2 m bajo la superficie libre del liquido hay practicado un orificio circular de 
0,4 cm de diametro situado aim sobre el suelo. Si la presion atmosferica es de 
1 atm tecnica y el coeficiente de contraccion de la vena lfquida es 0,61. Calcular: 

1. La velocidad de salida del agua. 

2. El gasto teorico y practico. 

3. El alcance horizontal de la vena liquida. 

4. La velocidad del liquido al llegar al suelo. 

5. El angulo que forma tal velocidad con la horizontal. 


l) 


Solucion 


1 

Pi + pgh , = p 2 + ~Y ^ =» v 2 = 



= -yy 2 ( 40 °jq£ M- + 9 , 8 X 2 ) = 28,7 m/s 
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■'i; 1 , iguVi 


2) 


| G = /4v = -0.2 2 x 2 870 = 360,6 cm 3 /s 


G p = 0,61 G = 0,61 x 360,6 = 220 cny’/s 


3) 



4) 

v x = v 2 
v y = V2 gh 


v = Vv 2 + v~ = Vv[ + 2 gh = V28,7 2 + 2 x~?J = 29 m/s 



5) 



V2gh~ _ V2 x 9,8 
“ 28?7 



Problema 11. Calcular en km/h la velocidad de un avion provisto de un tubo de 
Pitot cuyo liquido manometrico es mercurio, siendo la diferencia de alturas entre 
los niveles de las dos ramas 49 mm. Suponemos que la densidad del aire es 
0,001293 g/cm 3 . 


Solucion 


Un tubo de Pitot consiste en un tubo doblado como indica la figura, en el que se puede 
efectuar una medida de las distancias entre los niveles supariores de un liquido en sus dos 
ramas. La medida de la diferencia de presiones entre los puntos 1 y 2 esta determinada por h. 
Aplicando el teorema de Bernouilli a dichos puntos: 


P i 



=> 



2(Pi - Pi) 

Pa 


y como: 


Pi ~ P2 = ?S h 


obtenemos: 




2 x 9,8 x 49 x 10’ 3 


13,6 

0,001293 


rn/s = 360 km/h 


Problema 12. Para saber la velocidad del agua en una tuberia empalmamos en 
ella un tubo T de menor seccion; colocamos tubos manometricos A y B y como 
indica la figura, y medimos la diferencia de altura (5 cm) entre los niveles supe¬ 
riors del liquido en tales tubos. Sabiendo que la seccion de T es 10 veces menor 
que la de la tuberia, calcular la velocidad del liquido en esta. 
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Solution 


Aplicando el teorema de Bernouilli a dos puntos situados en cada uno de los tubos y ambos a 
la misma altura, obtenemos: 


+ -f = ~ ^ ) •+ 4“ pv ~ ^ 4" ( v 2 “ v ?) 

pero como segun la «ley de continuidad»: 

v-> At 

— — —— =10 => v-> = 10 v, 

v, A 2 

que junto con que h' - 5 cm, se obtiene: 

5g= J-(i00vf-vr)=-i-99vf => 


v < = \/ -^|p- = *0 «Vs 


Problema 13. Por un tubo circula agua con un gasto de 500 1/s. Calcular la dife- 
rencia de presiones manometricas en dos puntos situados a una distancia vertical 
de 10 m, sabiendo que la section del tubo en la parte mas alta es doble que la 
correspondiente al punto mas bajo (200 cm 2 ). 

Solution 

l , ^ i . 

P I + — + ?gh\ = P 2 + ~Y ? V 2 + rgh 2 => Ap = p 2 ~ P\ = ?g{h i “ /l 2 ) + — ,c(vf - v|) 

teniendo en cuenta que: 


G = v 2 A 2 

sustituyendo, nos queda: 

3 ■> 

dp = Pc “ Pi = :-gi h I - h 2 ) - -g- vie = f 

sustituyendo valores, nos queda: 

J p = 1 000 f 10 x 9.8 - —-^-1 = - 13.9 x 10 3 kp/m 2 = - 1.39 kp/cm 2 

9.8 [ 8 200 2 x 10-“ J 

La presion manometrica en el punto mas bajo es menor que en el mas alto. 


[«"-*,IS--2--2f] 


Problema 14. El gasto en una tuberia por la que circula agua es 208 l/s. En la 
tuberia hay instalado un medidor de Venturi con mercurio como liquido mano- 
metrico. Siendo 800 y 400 cm 2 las secciones en la parte ancha y estrecha de la 
tuberia, calcular el desnivel que se produce en el mercurio. 

Solution 

Aplicando el teorema de Bernouilli a los puntos 1 y 2 de la figura, obtenemos: 



P i + 




P2 + 


1 
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la «ley de continuidad» nos dice que: 


At 

Mi = Ms =*> v 2 = v, 


luego: 


1 2 1 A? 

p< + — ? v i = P 2 + — —r v > =* 


1 , r Af i i 

[^t J = t 


1 2 >4f - /If 


/4? 


multiplicando y dividiendo por /If y teniendo en cuenta que el gasto es: 

G = A,v } 

obtenemos: 

?G 2 (A f - /if) 


Jp = H=Hg - r)g = 


2/M? 


h = 


pG 2 (/l? - 4|) 


208 2 x 10 6 (800 2 - 400 2 ) 


2A 2 A 2 (png - 2 x 800 2 x 400 2 (13,6 - 1)980 


= 8,2 cm 


Problema 15. Destapamos un orificio de radio que se encuentra en el fondo 
de un deposito cilfndrico lleno de agua que tiene de radio R 2 ^> R\ y de altura 
H. Si el proceso de vaciado obedece al regimen de Bernouilli, y por tanto pres- 
cindimos de la viscosidad, encontrar una formula que nos de el tiempo que tarda 
el deposito en quedarse sin agua. 



Problema XVII-15 


Solution 


En un momento en que el nivel se encuentra a una altura h, si R 2 ^> R } , la velocidad de salida 
del agua por el orificio sera: 

v = y/2gh 

y el gasto: 


dh 


G = A x v = A j V2 gh — — - A-> 

6 dt z dt 


luego: 


dh A x 

Vh A-, 


\Zlgdi 


g dt => 


f- * .-LVSf 

J H VX A 2 J 0 


dt 


2 VTT =—- V57 


g t =* 


= _Az_ ^ fTFT Rj fUT 

’ a, V g V g 


Problema 16. Destapamos un orificio de radio R ] que se encuentra en el fondo 
de un deposito cilfndrico lleno de agua que tiene de radio R 2 y de altura H 
(considerar la section del orificio y no tomar como nula la velocidad de la superfi- 
cie libre). Si el proceso de vaciado obedece al regimen de Bernouilli, y por tanto 
prescindimos de la viscosidad, encontrar una formula que nos de el tiempo que 
tarda el deposito en quedarse sin agua. 
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Solution 


Aplicando el teorema de Bernouilli entre los puntos 1 y 2 (ver figura problema anterior), 
cuando el nivel se encuentra a una altura h obtenemos: 

(pi + ~Y ?v] \ - (t>2 + -J- pV2^j = rgh 

P\ y Pi son las presiones atmosfericas en los puntos 1 y 2, practicamente iguales; por tanto: 
~Y r(vf - v\) = ?gh =» -y- (vf - V?) = gh 


y como: 


dh 

dt 


G = v,A, = v 2 A 2 

A? 


A 2 dh 

v ‘ = " ~aT ^ 


2 2 / *2 , \ / \“ A\- A\ i dh \ 

'- V > = U-')U) 

i -/if / ^ \ 2 . 

( it ) =** 


luego: 


2 M? 

operando y tomando el signo menos al extraer la rafz cuadrada: 

=> - r°^==M, -i/zszr* 

vr V m; - Af J h vr v a\ - Mr J o 


2 v* = m, - i--L 

V Ai - Ar Mi V g 


J_ / 2(*j - Rj)H 

«? V g 


B) FLUIDOS REALES. VISCOSIDAD 
-FORMULARIO- 


Ecuaci6n de Bernouilli para fluidos reales: 

D | V? £>2 w 2 , 

/* 1 H---1- T - = /?2 H — 1- T + h( 


Pg 


Ley de Navier: 


2g 


F = rA 


pg 


2 g 


Av 

Ae 
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LEY DE POISEUILLE: 


_ 7tr 4 Ap 

c -“8 7"T 

Velocidad CARACTERISTICA: 


Numero de Reynolds: 


R = 


^critica 

^caracteristica 


Ley de Stokes: 


F = 67zrr)V 


T 

h 

.JL. 








Problema 17. En una tuberfa par la que circula agua empalmamos un tubo T de 
menor section, colocando tubos manometricos A y B como se indica en la figura, 
y medimos la diferencia de alturas (8 cm) entre los niveles superiores del liquido 
en tales tubos. Sabiendo que la velocidad aumenta de 10 cm/s hasta 100 cm/s, 
calcular la perdida de carga. 


Problema XVII-17 


Solucion 


La ecuacibn de Bemouilli para fluidos visosos es: 

Oi v} P2 V ^ 

h\ +-h —— = h 2 + —— + + ht 

P8 2 g eg 2 g 

en nuestro caso h x = h 2 \ luego: 


, P\ ~ Pi ^ “ vf 

h f = -+ 


Pg 


2 g 


pero como: 


nos queda: 


P\ ~ Pi = Pgh 



1° 2 - 10 J 
~ 8 + 2 x 980 


3 cm 


Problema 18. Por un tubo cilmdrico de 50 cm de longitud y 2 mm de diametro 
interior circula agua; si la diferencia de presion a lo largo del tubo es de 10 cm de 
Hg y la viscosidad del agua es 1 cP, calculese la cantidad de agua que fluye por el 
tubo en 1 min. 
























Solution 


Aplicando la ley de Poiseuille: 

_ -R J Jp _ - x 10" 1 10 x 13.6 x 980 

8 r, l 8 x 0.01 50 

luego: 

M = 10,5 x 60 = 630 g 


10,5 cirr'/s 


Problema 19. El tiempo de derrame del agua en un viscosimetro es 10 s. El de 
un liquido, en el mismo viscosimetro, es de 2 h, 54 min y 18 s. Calcular la viscosi- 
dad del liquido con relation al agua y su viscosidad absoluta. (p del 
liquido = 1,26 g/cm 3 ; r t del agua = 0,01 P.) 

Solution 


El viscosimetro consiste en un tubo capilar T en el que le han soldado dos bolas de vidrio 
(figura), unidas entre si por otro tubo. Este conjunto se instala en un frasco de dos bocas, 
como se indica en la figura. 

En el frasco se pone el liquido cuya viscosidad se trata de determinar, hasta una cierta altura 
(/i). Soplando por C se llena el deposito descrito hasta el ensanchamiento superior, y se deja 
despues caer libremente al liquido, contando el tiempo (/) que tarda en pasar su superficie libre 
desde el enrase A al B. 

La operation se repite con agua destilada, midiendo el tiempo (/'). 

Los gastos de salida del liquido y del agua vendran expresados por: 


G = Av 


t:R 4 A p 
Sr, l 


G' — Av ' 


t:R 4 Ap' 

Sr/ l 


Por division se obtiene: 

v _ J p r/ 
v' Ap' r t 


Pero las sobrepresiones, para las mismas alturas en cada punto del capilar, son directamente 
proporcionales a las densidades de los liquidos: 


JP 


Jp' 


y las velocidades de salida para el mismo volumen de liquido son inversamente proporcionales 
a los tiempos empleados: 

v _ j/_ 

v' t 



Por sustitucidn, llegamos a: 


t 


=> 


_t_ = 1,26 10 458 

1 10 


1 317,7 


r t = r/ 1 317,7 = 0,01 x 1 317,7 = 13,177 P 


Problema 20. En un tubo de vidrio horizontal hemos colocado un cristalito de 
permanganato potasico y hacemos circular agua por el tubo. Observamos el regi¬ 
men laminar al distinguir unos filetes violetas que se forman a partir del cristal. 
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G = Av c 


Aumentando la velocidad de paso del agua por el tubo (haciendo que, simple- 
mente, el lfquido descienda de una mayor altura), se observa la formation de 
torbellinos. Calcular la velocidad con que en tal instante discurre el agua por el 
tubo (r t = 0,01 P; p = 1 g/cm 3 ; r = 0,5 cm). 

Solucion 


R = modulo de Reynolds — 1 200 


Vc = 1 200 - f °^ 5 = 24 cm/s 


Problema 21. Por una tuberia de 1,3 cm de radio circula petroleo de densidad 
0,85 g/cm 3 y 11,4 cP de coeficiente de viscosidad, a una velocidad de 1 m/s. De- 
terminese el regimen por el que circula el petroleo. 


Solucion 


Con estos datos el mddulo de Reynolds toma el valor: 


como resulta ser menor que 1 200: 


0,85 x 1,3 x 100 

0,114 = 9693 

el regimen es laminar. 


Problema 22. Determinar el radio de una tuberia de 3 m de longitud con una 
depresion de 500 b entre sus extremos, para que circule agua con la velocidad 
crftica. Coeficiente de viscosidad del agua: 1 cP. 

Solucion 

Para que circule agua por la tuberia a la velocidad critica el mddulo de Reynolds debera ser 
1 200; luego: 


v c = R 


Aplicando la ley de Poiseuille: 


= xrR- 


7:r 

”87 


JP_ 

l 


V 8 Rr; 2 l -\3 / 8 X 1 

pAp ~ \/ 


200 x 10" 4 x 300 
500 


= 0,8 cm 


Problema 23. Calcular la maxima velocidad que adquiere una gota de mercurio 
de 1 mm de radio en el seno de glicerina. (Masas especificas del mercurio y la 
glicerina, 13,6 y 1,26 g/cm 3 ; viscosidad de la glicerina, 8,3 P.) 

Solucion 

La resistencia al movimiento de cuerpos esfericos en fluidos viscosos viene dada por la ley de 
Stokes; 

R = 6 -rry 
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la fuerza que hace caer a un cuerpo esferico dentro del lfquido es su peso menos el empuje: 
F = P ~ E = -i- r.r\c - ? „)g 

P y p 0 son las densidades del mercurio y glicerina, respectivamente. Tal fuerza provoca un 
movimiento de caida acelerado; al aumentar la velocidad aumenta la fuerza de resistencia R; 
cuando ambas se igualan la gota de mercurio se mueve con velocidad constante, cuyo valor 
obtendremos: 

6-ry;v = 

Sustituyendo valores: 

v 


4 „ , _ 2 r(p - ,c„)g 

— *r(?-?o)g => v=—--- 


2 10“ 2 (13,6 - 1,26)980 

9 8,3 


= 3,2 cn\/s 


Problema 24. Calcular la maxima velocidad que adquiere una burbuja de aire 
de 1 mm de radio en el seno de glicerina y de agua. (Masa especifica del 
aire = 0,001293 g/cm 3 . Tomar los demas datos de los problemas anteriores.) 

Solucion 

2 r(? ~ po )g 

V 9 ij 

1) Para la glicerina (despreciando 0,001293 frente a 1,26): 

r = 0,1 cm 
p = 0,001293 g/cm 3 
Po = 1,26 g/cm 3 
r t = 8,3 P 

El signo negativo indica que la burbuja no cae, sino que asciende. 

2) Para el agua (despreciando 0,001293 frente a 1): 

r = 0,1 cm 
p = 0,001293 g/cm 3 

po = 1 g/cm 3 

r t = 0,01 P 

El signo negativo indica que la burbuja asciende. 


y = 0. 01 (-i m = - 218ctVs 


= 2 0.01(-1 26)980 = _ 0<3cnVs 

9 8,3 











Capitulo XV 


II 


MOVIMIENTOS ONDULATORIOS 
EN MEDIOS ELASTICOS 


A) VELOCIDAD DE PROPAGACION DE LAS ONDAS. 
ECUACION DE LA ONDA. INTENSIDAD DEL MOVIMIENTO 

ONDULATORIO 

-FORMULARIO - 

LONGITUD DE ONDA: 

X = cT= — 


VELOCIDAD DE UNA ONDA TRANSVERSAL EN UNA CUERDA O ALAMBRE: 



VELOCIDAD DE UNA ONDA LONGITUDINAL EN LIQUIDOS: 



VELOCIDAD DE UNA ONDA LONGITUDINAL EN VARILLAS SGLIDAS: 



VELOCIDAD DE UNA ONDA LONGITUDINAL EN GASES: 

c= V~T 

ECUAClGN DE LA ONDA SINUSOIDAL: 

■■P(x, t) = ■//(,sen2- ± = ^ 0 sen (kx ± cot) - 

= ^osen k(x ± ct) = '{/ 0 sen2~v ^ 


430 













Si en el origen (x — 0, t — 0) se verifica que <// ^ 0, entonces en la ecuacion 
de la onda habra que incluir la diferencia de fase 9 y toma la forma: 

</> = <poStn(kx ± cot + 9 ) 


Ecuaci 6 n de onda: 

djP = 2 Jr±_ 
dt 2 dx 2 


ENERGIA DE UNA PARTfCULA QUE VIBRA AL LLEGAR A ELLA UNA ONDA: 
W = mpo(o 2 = 2mpln 2 v 2 


INTENSIDAD DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO: 


1 dW 
A dt 



VARIAClON DE LA INTENSIDAD Y AMPLITUD CON LA DISTANCIA AL FOCO 
EMISOR: 

^1 _ <£01 _ ^2 

h <Po2 A 


Problema 1. Calcular la velocidad de propagacion de las ondas transversales en 
un alambre de 2 m de largo que pesa 7 g cuando en uno de sus extremos se le 
cuelga una pesa de 2 kg. 


Solucion 


-VT 


F = 2 x 9,8 x 10 5 dyn 

M 
l 


M 1 , 

T- = W &/Cm 


c = 74,8 m/s 


Problema 2. Determinar la velocidad del sonido en el agua (ondas longitudina- 
les), sabiendo que actuando 1 atm de presion sobre un volumen de agua dismi- 
nuye su volumen en 50 millonesimas del que tenia. 


Solucion 


p = 76 x 13,6 x 980 = 1 012 928 b 


AV 

V 


— = 5 x 1 (T 5 
10 6 


p = 1 g/cm 3 


AV 

=> - 

V 



=> 


* 

AV 


c = 


Vf ■ 


V 


1 012 928 
5 x 10 ‘ 5 


cnVs = 1 423 m/s 


1 012 928 
5 x 10 ’ 5 


dyrVcm 2 


431 





















Problema 3. Un rollo de alambre de cobre de 1 kg de peso en el aire pesa en el 
seno del agua 886 g. De tal alambre tomemos 1 m y 224 mm y hacemos pender 
un peso de 10 kg, observando un alargamiento de 1 mm. El alambre tiene de 
seccion 1 mm 2 . Calcular la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales 
en el cobre. 


J '=-r 


Solucion 

=> E - 


PI 

S 


PI 

SAl 


P = 10 kp = 10 4 x 980 dyn 
/ = 1,224 m = 122,4 cm 

5=1 mm 2 = 10 -2 cm 2 
Al = 1 mm = 10" 1 cm 


£ = 980 x IQ 4 x 122 _ l 4_ _ n x io 11 dyn/cm 2 
10" 2 x 10” 1 


El empuje sufrido por el kg de alambre al ser introducido en agua es: 

1 000 - 886 = 114 g-f => volumen = 114 cm 3 
La masa especifica del cobre es: 


M 1 000 a a n > 

9 ~ ~nr = 8,8 * cm 


La velocidad de propagaci6n de las ondas longitudinales en el cobre es: 


c = y/. 


12 x 10 1 

8,8 


cm/s = 3 700 m/s 


Problema 4. Calcular la velocidad de propagacion de una onda longitudinal de 
compresion (sonora) en el helio a 0° C y 1 atm de presion si su densidad en estas 
condiciones es 0,179 x 10“ 3 g/cm 3 y, por ser monoatomico, el coeficiente de las 
adiabaticas es y - 5/3- 


Solucion 


c = 


Vt- V 


5 x 76 x 13,6 x 980 

3 x 0,179 x 10~ 3 


cm/s = 971 m/s 


Problema 5. La velocidad de las ondas superficiales en el agua, siempre que la 
longitud de onda sea menor que la profundidad, es: 

- 

Sabemos que si > 10 cm, el termino 2 nn/Xp es despreciable, y que si A < 10 cm, 
entonces el termino despreciable es gX/2x. Datos: p = 1 g/cm 3 , a = 75 dyn/cm. 
1. Calcular la velocidad de unas ondas superficiales en el agua, de las que a 
simple vista se observa que su longitud de onda es bastante mayor de 10 cm y que 
un trozo de madera que flota en la superficie realiza 120 oscilaciones completas 
en un minuto. 














2 . Tomamos una fotografia de las aguas «rizadas» de un lago y observamos en 
ella que entre dos puntos a distancia real de 1 m hay 20 «rizos» completos. Calcu- 
lar la velocidad de propagacion de tales rizos. 

3. Demostrar que la minima velocidad de las ondas superficiales del agua, cuan- 
do A es proximo a 10 cm, tiene por valor 23 cm/s. 


Solucion 


1 ) 

A = > 10 cm => 

V 

Sustituyendo valores: 


-VI 


=* c = 


c = f = 78c ^ 


2) Como: 


entonces: 


A = - ^ = 5 cm < 10 cm 



3) De la expresidn: 


- 


2itv - dc g I™ 

+ —— => 2c-= —-— 

A? dX 2k A 2 c 


en el minimo: 

dc 

dX 


= 0 => 


g _ 2^ 


2 K X 2 C 


X s = 


=> A = 2t; 




VT 


(adoptando la solucidn positiva por la imposibilidad de A < 0). Sustituyendo: 

«\/f 

Sustituyendo los valores dados: 

c = V2 V980 x 75 = 23 cnVs 

Se puede comprobar, por la segunda derivada de c con respecto a A, que la expresidn obtenida 
corresponde a un minimo. 


Problema 6. El oido humano percibe sonidos cuyas frecuencias estan compren- 
didas entre 20 y 20 000 Hz. Siendo la velocidad de propagacion del sonido en el 
aire 330 m/s (a 0° de temperatura), calcular las longitudes de onda de los sonidos 
extremos. 


Solucion 



V 


A, 


330 

20 


16,50 m 


A 2 = 


330 


s 


20 000 


= 16,50 x 10' 4 m 

























Problema 7. Las ondas emitidas por las emisoras de radio se propagan en el 
vacio a la velocidad de la luz. 

1. Las llamadas «ondas largas» tienen una longitud de onda de 600 a 2 000 m. 
Calcular las frecuencias extremas en kHz. 

2. Las «ondas normales» son emitidas con frecuencias comprendidas entre 500 y 
1 500 kHz. Calcular la longitud de onda correspondiente a esta ultima frecuencia. 

3. Las «ondas cortas» tienen una longitud de 10 m. Representar graficamente las 
variaciones de la frecuencia con la longitud de onda. 


j) (kHz) 



1) 


2 ) 


Solucion 


v >= -7-= — ?J° 8 = 5 X 10 5 Hz = 500 kHz 

A} OUU 

v 2 = -y- = 3 X 108 = 1,5 x 10 5 Hz = 150 kHz 
*2 2 000 


, _ c 3 x 10 8 

A s = -=-= 200 m 

v 3 1 500 x 10 3 


3) 

V4 = = - ~777~ = 3 x 10 7 Hz = 3 x 10 4 kHz = 30 MHz 

A4 IU 

La curva sera una hip^rbola equilatera, puesto que: 


A v = c = ct e 


Problema 8. La velocidad de propagation de una onda es de 330 m/s, y su fre¬ 
cuencia, 10 3 Hz. Calculese: 

1. La correccion de fase para dos posiciones de una misma particula que se pre- 
sentan en intervalos de tiempo separados 5 x 10 -4 s. 

2. La diferencia de fase en un determinado instante entre dos particulas que 
distan entre si 2,75 cm. 

3. La distancia que existe entre dos particulas que se encuentran desfasadas 120°. 


Solucion 


, _ c 330 x 10 2 

A = — =---= 33 cm 

V 10 3 


r = — = 10- 3 s 

v 

1) Si a un periodo T le corresponde una correccion de fase 2- 
a J/ le corresponde una correccion de fase J? 


= 


2rJ/ _ 2 tt 5 x 10' 4 


10 “ 


= - rad 


2) 


3) 


A . 

Jjc 


2;: 


_ 2t:Jx __ 2,t2,75 s 
" A-33 = X rad 


. AJ f 33 x 2- 

Jjr= XT = XlT2r= 11 
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Problema 9. Sometemos al extremo de una cuerda tensa a vibraciones sinusoi- 
dales de 10 Hz. La minima distancia entre dos puntos cuyas vibraciones tienen 
una diferencia de fase de 7 t/ 5 es de 20 cm. Calcular: 

1. La longitud de onda. 

2. La velocidad de propagacion. 


Solucion 


1) 


2 ) 



=> 


A = 200 cm 


c = Av = 200 x 10 cnVs = 20 m/s 


Problema 10. Determinar la ecuacion de una onda que se propaga en el sentido 
negativo del eje OX con una velocidad de 900 m/s, siendo de 400 Hz su frecuen- 
cia y 0,02 m su amplitud. Ademas, sabemos que para x = 0 y t = 0, entonces 
<// = 0,02 m. 


Solucion 


La ecuaci 6 n general para esta onda es: 

$ = <PoStn(kx + (ot + p) 
como para / = 0 y x = 0 se hace </» = <£ 0 - 


senp =1 => 9 = ~y 


luego: 

i = •/'osen 


^kx + cot + 



= £ () cos (kx + (ot) — >^o cos 2 7: 



y como: 



900 

400 

1 

400 


= 2,25 m 

s 


nos queda la ecuacion de la onda expresada en el si: 

}(xt) = 0.02COS2- + 400 


Problema 11. Una onda tiene por ecuacion: <//(*, t) = 5sen7r(4x - 20 1 4- 0,25), 
expresada en el sistema CGS. Determinar la amplitud, la frecuencia, la longitud 
de onda, el numero de ondas, la frecuencia angular, la diferencia de fase y la 
velocidad de propagacion. 
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Solution 


La ecuacidn general de la onda es: 

</'(*> t) = <Posen(kx - cot + <p) = <// 0 sen 27 r -y + 

que comparada con la dada: 

<//(*, t ) = 5sen ^ 47 tjc - 20*/ + = 5sen2* ^2x - 10 1 + 


resulta: 


ipo — 5 cm 


r = -i-s =S> v = -jr = 10 Hz 


A = — cm 


k = 4tt cm 1 


CO = 20 71 s 


9 = -2— rad 
4 


C = Av = -i- 10 = 5 cm/s 


Problema 12. En un alambre largo de densidad lineal 3 x 10 -2 kg/m mantenido 
a una tension de 3 kp provocamos una onda transversal de 0,5 cm de amplitud y 
150 Hz de frecuencia. Suponiendo que la onda se mueve en el sentido positivo 
del eje OX y en el origen (x = 0, t = 0) es <// = 0,25 cm, calcular: 

1. La ecuacion de la onda. 

2. Encontrar las ecuaciones de la velocidad y de la aceleracion de una particula 
del alambre que este situada a 1 m del origen. 


Solution 


1) 


= A /—= A / 3 x = 31,3 

V ,« V 3 x 10- 2 


nVs 


A = 


= - = J BT = 0 ’ 2m - *- 

co = 2 7 tv = 300 n S -1 


2 7Z 


= 10 7 r m 


/ = 0 


=> <// = 0,25 => 0,25 = 0,5 sen? => 9 = — 7 - 

o 


jc = 0 

luego la ecuacidn de la onda escrita en el si sera: 


= 5 x 10 3 sen* ^ 


\0x - 300/ + 


t) 


2) Senalamos que en la ecuacidn: 

</> = <£ 0 sen (kx - cot + 9 ) = <// 0 sen k 


* { x ~ cl + -f) 


c es la velocidad horizontal constante del tren de ondas, y lo que vamos a calcular es la v de 
una particula del alambre que se mueve verticalmente con movimiento vibratorio arm 6 nico; su 
valor sera: 

dk 

v = —— = - p 0 cocos(kx - <ot + 9 ) 

o 1 
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sustituyendo valores, nos queda: 


' = - 5 x 10- 3 300jrcos>r ^10 - 300( + = - l^sen* - 300<) 


La aceleraci6n de la particula ser£: 


a = -^L = 

dt dt 2 

para los valores dados: 


= - <// 0 aj 2 sen(/cc - cot + ?) = - ro 2 ip 


a = - 5 x 10* 3 x 300 2 7r 2 sen7r ^10 - 300/ + = - 450^ 2 sen;r £- - 300/^ 


Problema 13. Sometemos al extremo de una cuerda a un vibrador que le produ¬ 
ce una onda sinusoidal. Si la ecuacion de la vibration escrita en el sistema 
CGS es: <p = 5sen0,2*/, propagandose en la cuerda con una velocidad de 10 cm/s. 
Determinese la ecuacion de la onda producida. 


Solution 

La ecuaci6n general de la onda que se propaga en la direcci6n negativa del eje OX es: 

<£(*0 = 'Posenln + ~y + 9 ^ =* 0 ~ 'PoStnln + 9 ^ 

comparada con la dada: 

</»(0, /) = 5 sen 0,2 nt 

se deduce: 

<po = 5 cm 

-y- = 0,2 jt =*• r = 10 S 

9 = 0 

ademas, como: 

A = cT => A =10 x 10 = 100 cm 
y la ecuaci6n de la onda ser£: 


■Hx, /) = 5sen2jr | -fig- + 10 


r^- + _£_i 

L 100 10 j 


Problema 14. Sometemos al extremo de una cuerda tensa a un vibrador que le 
produce vibraciones sinusoidales. Por este efecto se propaga por la cuerda una 
onda transversal que tiene por ecuacion: <//(. xt) = 10sen7r(l,6x - 0,8/), expresada 
en el sistema CGS. 

1. ^Que condiciones iniciales nos determinan esta ecuacion de onda? 

2. Determinese para esta onda su amplitud, velocidad de propagation y longitud 
de onda. 






3. Tiempo que tarda en comenzar a vibrar una particula de la cuerda situada a 

10 cm del extremo en que se encuentra el vibrador y ecuaciones horarias del 
movimiento de ella una vez transcurrido este. 

4. Dibujar la forma que tiene la cuerda [<//(*)] cuando han transcurrido 5,625 s 
del comienzo de la vibracion. 


Solution 

1) La ecuacion dada nos determina que en el extremo de la cuerda en que se encuentra el 
vibrador x = 0 y para / = 0 es cuando comienza a actuar el vibrador con movimiento vibrato- 
rio armdnico dirigido hacia abajo (en el sentido negativo del eje Op). La onda se propaga en la 
direcci 6 n positiva del eje OX. 


2) Como la ecuacidn general de una onda sin diferencia de fase (9 = 0) es: 

p(x, /) = <// 0 sen(/cjc - wt) = p 0 sen2 k 
compar£ndola con la dada: 

p(x, t ) = 10sen(l,6^jc - 0,8*/) = 10sen2*(0,8jt - 0,4/) 

resulta: 



p 0 = 10 cm 

a = tt = 1,25 cm 

r = -oX =2 ’ 5s * v=-f = 0.4Hz 
c = Av = 1,25 x 0,4 - 0,5 cm/s 


3) La particula comenzar^ a vibrar transcurrido un tiempo r, tal que: 


x = ct =*> /=JL= 10 = 20 s 
c 0,5 


Pasado este, la particula comienza a vibrar con movimiento vibratorio armonico de ecuacidn: 


x = 10 cm =*> p(t) = 10sen2^(8 - 0,4/) 


luego: 


v(/) = 


dp 

~dT 


= - 8^cos2-(8 - 0,4/) 


a(t) 


dv _ d 2 p 
dt ~~d? 


6,4~ 2 sen2-(8 - 0,4/) 


Observese que el origen de «elongaciones» para este movimiento vibratorio armonico se en¬ 
cuentra a 20 s del comienzo de la actuacion del vibrador. El signo menos de la velocidad nos 
indica que comienza a moverse hacia abajo (sentido negativo del eje Op), y, por tanto, la 
particula se encuentra en fase con el vibrador. (El tiempo 20 s = ST nos indica que han trans¬ 
currido 8 periodos y, por tanto, la particula se encuentra a 8 / = 10 cm de distancia del origen, 
y la forma de la cuerda hasta esa particula sera con 8 «bucles» hacia abajo del eje Op y otros 
tantos hacia arriba). 
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4) 


/ = 5,625 s =*> p(x) = 10sen2;:(0,8jc - 2,25) 


Cortes con eje Op: 

x = 0 => p (0) = - 10sen 4,5;: = - 10 cm 

lo que nos indica que el vibrador se encuentra en su maxima elongacidn (amplitud) y por 
debajo del origen. 


Cortes con eje OX: 

El trozo de cuerda que se ha puesto en movimiento en ese tiempo ser£: 

x = ct = 0,5 x 5,625 = 2,8125 cm 

lo que quiere decir es que a partir de esta distancia la cuerda se encuentra en reposo. Luego: 


= 0 => 2^(0,8jc - 2,25) = K* (K 6 Z) 

con lo que: 


K = 

- 4 

=*> 

x, = 0,3125 cm 

K = 

- 3 

=> 

x 2 = 0,9375 cm 

K = 

- 2 


jc 3 = 1,5625 cm 

K = 

- 1 


x 4 = 2,1875 cm 

K = 

0 

=> 

x 5 = 2,8125 cm 


La grafica (forma de la cuerda en ese instante) sera: 


r _ K + 4,5 
1,6 



Observese que: 


l = 5,625 s = 27+ 4- ; 

4 


y que: x = 2,8125 cm = 2A + • 









Problema 15. Demostrar que la ecuacion de una onda sinusoidal cumple con la 
ecuacion de onda: 

- A 

d f" d x 2 

Solucion 


Si en la ecuaci6n 

<p(x, t) = <// 0 sen k(x - ct) 

calculamos las derivadas parciales respecto de x y f; se obtiene: 


d 0 

—— = k<p 0 cosk(x - ct) 

d x 

— ^ = - lc 2 ip 0 stnk(x - ct) 

d x 2 


por tanto: 


^ — = - kap 0 cosk(x - ct) 
o t 

$-i- = - A: 2 cfy 0 sen(jc - ct) 
6 <* 


d 

d r 2 


= c 2 


d > 

d* 2 


de acuerdo con lo que queriamos demostrar. 


Problema 16. Calcular la energia que posee una molecula de agua (masa mole¬ 
cular del agua: 18,015 g. Num'ero de Avogadro: 6,023 x 10 23 ) cuando a ella llega 
una onda de 10 3 Hz y vibra con una amplitud de 0,01 mm. 

Solucion 

La masa de una molecula de agua ser£: 

m = -ML = 10- = 2,99i x 10— g 

luego su energia ser£: 

W = — mA 2 o) 2 = -i- mA 2 ^7? 2 = 2mA 2 T? 2 
2 2 


W = 2 x 2,991 x 10" 26 10- 1( Vl0 6 = 5,904 x 10" 29 J 


Problema 17. Una onda esferica que se transmite en un medio homogeneo e 
isotropo esta emitida por una fuente de 5 W. Calcular la intensidad de la onda a 
3 m del foco emisor. 


Solucion 

La energia que por unidad de tiempo atraviesa una esfera de centro el foco emisor y de cual- 
quier radio conserva su valor y es la misma que posee la fuente: 

P = 5/ = 4 nr 2 ! = 4rrr' 2 /' = ... 
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Luego: 


I = — = —5— = 44 x 10" 3 W/m 2 

4*^ 4*9 


Problema 18. Una onda sonora se propaga en el aire a 340 m/s, tiene una fre- 
cuencia de 10 3 Hz y su intensidad es de 10 -4 W/cm 2 ; si la densidad del aire es 
1,3 xl0~ 3 g/cm 3 , calculese la amplitud del desplazamiento en ese instante. 


Solution 

I = 2i?A 2 v 2 c p 


A =■ 


t 


i 


It x 10 3 


V 


10" 4 x 10 7 


2 x 1,3 x 10" 3 x 340 x 10 2 


1,07 x 10 3 cm 


B) FENOMENOS DE INTERFERENCES 


FORMULARIO 


Interferencias: Son los efectos fisicos que resultan al superponerse dos o 
mas trenes de ondas. 


Interferencias entre dos ondas que tienen vibraciones parale- 

LAS CON EL MISMO PERfODO Y LA MISMA AMPLITUD: 


1) La ecuacion de la onda resultante de dos que viajan en el sentido posi- 
tivo del eje OX es: 


Pi = p 0 sen(kx -a>t - 1- pj) 
p 2 — Po$tn(kx - cot + p 2 ) 


P = Worsen 


^ kx - cut + 


9\ + p2 \ 

2 ) 


Por — 2^o COS 


9\ “ 92 


2 


2) El estado vibratorio de un punto al que Uegan dos ondas de las caracte- 
risticas anteriores producidas por dos focos emisores que distan x x y x 2 , 
respectivamente, del punto P y que no necesariamente las ondas tienen que 
tene* la misma direccion y que, ademas, cumplan con la condition de que 
en el instante= 0 ambas ondas esten en fase (pj = 0 y p 2 = 0, o bien 
92 ~ 9\ ~ Kk, K 6 Z, condicidn de coherencia) es: 


pi = p 0 sen(kxi — cot) 
P 2 - Posen (kx 2 - cot) 


p = porSen (cot + p) 


p0r = 2(// 0 COS7T 


k(x i + x 2 ) 


“ *2 
A 


9 = 


2 
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La amplitud, para KEN, sera: 

MAXIMA X\ — X 2 = KX => <pr = 2pO 

MINIMA NULA JCj - * 2 = (2K + l)-y- => p r = 0 


3) La ecuacion de la onda resultante de dos que viajan una en el sentido 
positivo del eje OX y otra en el sentido negativo, encontrandose ambas en 
fase, es: 


Pi - '/'osen (kx — cut) 
<pi = p 0 sen(kx + cuf) 


p — p0r COScot 


produciendose el fenomeno de «ONDAS ESTAClONARlAS», representando 
un movimiento vibratorio para un punto determinado P (para un valor fijo 
de jc) de amplitud: 


x 

• p 0r = 2<// 0 sen kx = 2<// 0 sen2^ —— 

A 


La amplitud es, por tanto, una funcion armonica de la distancia, adquirien- 
do maximos valores (VIENTRES) cuando: 

sen27r -Z- = ± 1 => 2n -y-= (2K + 1)-jy- => x = (2K + l) ~ 

AAA 

La amplitud es cero (NODOS) cuando: 

sen2 k -y- = 0 =s> In -y- = Kn * x = K -y- 

A A Z 


La distancia entre vientres consecutivos sera: 


dv = ( 2 K + i)-J- - ( 2 * - 1 ) -A. = -A. 

La distancia entre nodos consecutivos sera: 

= (K + k ~y = -y 


INTERFERENCIAS ENTRE DOS ONDAS QUE TIENEN VIBRACIONES PARALE- 
LAS CON EL MISMO PERIODO Y DISTINTA AMPLITUD: 


1) La ecuacion de la onda resultante de dos que viajan en el sentido posi¬ 
tivo del eje OX es: 


<h = <poi sen (kx - cot + ?,) 
4*2 = 4 * 02 ^(kx - cot + p 2 ) 


4 = (/-osen (kx - cot + p) 


*Po — 'Poi 


+ 4*02 + 2i/'01</'02 c °s(? 2 - ?l) 


p = arctag 


i/>oi senpi + <Po2senp2 

4u\ cos?, + 4m c °sp 2 






2) El estado vibratorio de un punto al que llegan dos ondas de las caracte- 
risticas anteriores producidas por dos focos emisores que distan x x y x 2 , 
respectivamente, del punto P y que no necesariamente las ondas tienen que 
tener la misma direction y que, ademas, cumplan con la condicion de que 
en el instante t = 0 ambas ondas esten en fase (91 = 0 y 92 = 0 o bien 
92 “ 9i = K~j K£ Z, condicion de coherencia) es: 


0 i = 0oisen(fo 1 - cot) 
02 ~ 002 sen (kx 2 ~ cot) 


0 — <poSeT\(cot 4- 9 ) 


00 “ <£01 + 002 + 20O10O2COS27T 


X\ 


- *2 
A 


0oisen/:*! 4- ip 02 senkx 2 
9 - arctag ^ 0]COS /- Cl + { p 02 coskx 2 

La amplitud, para KEN , sera: 

MAXIMA X\ — X 2 — KX => 0o — 0oi 4" 002 

MINIMA X, - * 2 = (2 K + 1) * <P 0 = ft,, - 4*02 


INTENSIDAD EN LOS FEN0MENOS DE INTERFERENCE AS: 

I = Ii + I 2 + 2 VJJ 2 cos2n - ~ * 2 

A 

Obteniendose, por tanto, las mismas condiciones de maximos y minimos de 
intensidad que las requeridas para maximos y minimos de amplitud. 


Problema 19. Dos ondas de igual frecuencia y amplitud: v = 50 Hz, 0 O = 2 cm, 
viajan a la velocidad de 1 m/s y en sentido positivo del eje OX, entre ellas existe 
una diferencia de fase de x/3. Deducir la ecuacion de la onda resultante de la 
interference entre las dos y las ecuaciones horarias del movimiento de una parti- 
cula que se encuentra a 20 cm del origen sobre el eje OX. 

Solution 


1) 


100 

50 


= 2 cm => k = 
= 2;rv = IOOtt S -1 


2 7T 

A 


para facilitar el problema tomamos el origen (x = 0, / = 0) cuando <^2 = 0; luego las ecuacio¬ 
nes de las ondas seran: 


9 , = 2 sen 


- IOOtt/ + 



9 2 = 2 sen ( 7 :* - 100-/) 
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la onda resultante sera: 


'I = +1 + 'V 2 = 2 j^sen - IOOtt/ + + $ en (** — IOOtt/) 

aplicando: 

, ~ a — b a + b 

senfl + sen# = 2 cos —^— sen — 2 — 

queda: 

= 4cos sen ^/rx - 100;:/ + = 2 V3"sen2w -50/ + -jy- 


2) La partfcula vibrar£ con movimiento vibratorio armdnico de ecuacidn: 

x = 20 cm => (//(/) - 2 V5"sen27:| 

(.“ - 5 °S 

1 


luego: 


v = -f = — 200 V^3 7c cos 2 7r ( 
4/ " 


1 


• 



dv 

^ = - 2 x 10 4 V3^sen27t ( 

' 121 - 50/) 

dt 

dt 2 \ 

i 12 / 


Problema 20. Dos ondas de igual frecuencia: v = 50 Hz y amplitudes: 
(poi = 2 cm y <// 02 = 3 cm, viajan a la velocidad de 1 m/s y en el sentido positivo 
del eje OX. En el origen (x = 0, t = 0), para la primera ^ = 1 cm y para la 
segunda <// 2 = 3 V3/2 cm. Deducir la ecuacion de la onda resultante de la interfe- 
rencia entre las dos. 


Solucion 


A = = 2 cm => k = — = - cm 1 

v 5U A 

w = 2 7rv = 100- s -1 


/ = 0 
jc = 0 


•k\ = 1 cm 




'h = ^y^cm =*> 3 3senp 2 => 92 = -y- 


luego las ecuaciones de las ondas seran: 

= 2sen - 100-/ + 

1^2 - 3sen - 100-/ + 

<P = ^1 + fa = 2sen(-jc - 100-/)cos -2- + 2 cos(ttj: - 100rr/)sen + 

o 6 

+ 3sen(;rx - 100-/)cos -y- + 3 cos(-jc - 100-/)sen -y- = 

= sen(;rx - 100 tt/) ^2cos -jr- + 3cos + cos(-x - 100-/) ^2sen -g- + 3sen 
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Existen dos numeros y ? que cumplen las condiciones: 


vr 


h SQn ? = 2sen -g- + 3sen -y- =1 + 3 —-— 

•^ 0 cos 9 = 2cos -7- + 3cos = V3~+-^- 
o 3 Z 

numeros que podemos calcular: 

tag 9 = ^ J => 9 = 0,267 tt rad 

2 v3 + 3 

ii= (1 + 3^) + ( V5 ~ + -r) 

sustituyendo los valores [ 1 ] en <£, se obtiene: 


=> i // 0 = 4,84 cm 


[1] 


.p = .^ 0 [sen 9 COs(?rjc - 100;:/) + cos 9 sen(;:;c — 100?r/)] = <£ 0 sen( 7 rx - 100*/ + 9 ) - 4,84sen2* £-y- - 50/ + 0,133 J 


que es la ecuaci 6 n de la onda resultante. 


Problema 21. Dos ondas que se mueven en la misma direction y cuyas ecuacio- 
nes escritas en el sistema CGS son: 

(/q = 5sen(l 000 f - 100*) 

^2 = 5sen(l 000 1 + 100*) 

al interferir producen «ondas estacionarias». Determinar: 

1 . La ecuacion de la onda resultante. 

2. La amplitud en los vientres. 

3. Distancia entre dos nodos consecutivos. 

Solution 


1) 

>•, = h + h = 5 [sen(l 000 / - 100 *) + sen (1 000 / + 100 *)] = 10 sen(l 000 /) cos ( 100 *) 

que representa un movimiento vibratorio para cualquier punto P (para un determinado valor 
de *) de amplitud: 

'hr = lOcoslOO* 

2) La amplitud es, por tanto, una funcidn armdnica de la distancia, adquiriendo valores maxi- 
mos (vientres) cuando: 

cos 100 * = ± 1 

y, por tanto, la amplitud en los vientres es: | ± 10 cm." 

3) La distancia entre nodo y nodo es >/2, y 


como: 
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Problema 22. Una cuerda vibra de acuerdo con la ecuacion escrita en el sistema 
CGS: <// = 20sen50jtcos400r. Calcular: 

1. Las ecuaciones de las ondas cuya interferencia pueden dar dicha onda. 

2. Distancia entre dos nodos consecutivos. 


Solucion 


1) Teniendo en cuenta la relation trigonometrical 

sen (a - b) + sen (a + b) = 2senacos6 

la onda dada podra proceder de la interferencia de dos senoidales de ecuaciones: 


fa = fasen (kx — tot) 
fa = fasen (kx + tot) 


=> <// = fa + fa = 2 fasenkx coscot 


que, comparada con la dada: 

2 fa = 20 ^ = 10 cm 

k = 50 cm" 1 
= 400 s"‘ 

2) Como: 

*=-y- = 50cm-' => A = -|g-cm => d N = cm 


fa = 10sen(50* - 400 1) 
fa = 10sen(50;c + 400/) 


Problema 23. La ecuacion de la onda que se propaga en una cuerda viene dada 
en el sistema CGS por: <// = 6sen(7tt/3)sen407rf. Calcular: 

1 . Las ecuaciones de las ondas cuya interferencia pueden dar dicha onda. 

2. La velocidad de un punto de la cuerda situado a x = 1 cm cuando t = 1/10 s. 


Solucion 

1) Sabemos que: 

cos (a - b) - cos (a + b) = 2senasen6 

con lo que la onda dada proceder^ de la interferencia de dos ondas cosenoidales de ecuaciones: 


fa = <// 0 cos2 


'(*-+) 

•(*♦+) 


fa — cos 2 7c 

comparando con la ecuaci6n dada: 

2fa = 6 
2 ST 


=> * = - ^2 = sen sen 


^ 'y'o — 3 cm 


/ 

2 - 


= -y- =*> A = 6 cm 


T ~ 40 ‘ ** r “ ”20” S 
luego las ecuaciones de las ondas cuya interferencia producen la «onda estacionaria» dada son: 
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2) 


v = = 240-sen —cos40::/ 

d' 3 




a: = 1 cm 


f = 0,1 s 



Problema 24. En la interferencia de dos ondas con vibraciones paralelas, tenien- 
do ambas la frecuencia de 100 Hz, sabemos que para t = 0 la elongation y veloci- 
dad resultantes en cualquier punto vienen dadas, escritas en el sistema CGS, res- 
pectivamente por: 


= 0,05(V / 3 _ sen2^ + cos2jc) 
u {) = - 10;r(V3~cos2* - sen2x) 


Calcular la ecuacion de la onda interferencia de las dos. 

Solution 

La ecuacion de onda de interferencia de dos que tienen por ecuaciones: 


-h = Po\ sen {kx ± cot + p,) 
p 2 ~ ^02sen(/:jc ± cot + p 2 ) 


se calcula sumando ambas: 

P = P\ + ’h = '^oiSen(^jc± cot + p,) + <p 02 sen(kx ± cot + p 2 ) 
que para t = 0 nos queda: 

Po = Po\ sen (kx + p,) + fesen (kx + 92) 
la ecuacion dada para -^ 0 la podemos poner: 



por comparacion con la anterior nos resulta: 

Po\ - 0,05 VTcm P 02 - 0,05 cm 



k = 2 cm 1 

que junto con que v = 100 Hz =» co = 200r:s~\ nos resulta: 

* = o.o5 VT 



luego: 



- \/3"cos(2;t ± 200^) ± 10-cos ^2 jc ± 200^r + 
u 0 = ± 10^(VJ"cos2a: - sen2;t) 


2x ± 200 r.t + 


que para t = 0 queda: 
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que, comparada con la dada, nos determina que el signo que corresponde a cot es el negativo 
(sentido positivo del eje OX). La ecuacidn a componer ser£: 

•P = 0,05 y/T sen (2x - 200*1) + 0,05sen ^2* - 200+ -^-) 

cuya amplitud resultante es: 

ti = tii +tia~ 2*oife>cos( ?2 - f] ) = 25 x lO " 4 x 4 - 2 x 25 x 10" 4 V3 cos-|- 


i// r = 10 2 cm 


y correcci6n de fase: 


9 = arctag 


(// 0 isen 9 , + (p 02 sen?2 


p0\COS 9 , + ^02 COS 92 

por tanto, la ecuaci6n de onda resultante de las dos ser£ 


P02 t 1 ^ * 

= arctag_ ^r = arctag_ w ^ 9 = 


P = 10 -2 sen ^2* - 200*/ + 


Problema 25. Dos ondas de amplitudes 2 y 4 cm viajan en la misma direction y 
tienen identica frecuencia; si su diferencia de fase es 7 t/4 , calculese la amplitud de 
la onda resultante. 


Solution 

A una diferencia de fase A? = le corresponde una distancia: 

y como la amplitud de la onda resultante verifica: 

Po = Pai + P02 + 2</'oi < /'02 cos2* ^ ■ 


Ax = 


A A<p 
2 * 


sustituyendo: 




Problema XVI1I-26 


Problema 26. A un punto P llegan dos ondas que viajan a 1 m/s procedentes de 
dos focos coherentes que distan 7,5 cm y 5,5 cm del punto P\ ambas ondas tienen 
la misma frecuencia, 60 Hz, y la misma amplitud, 2 cm. Determinese la ecuacion 
del movimiento vibratorio del punto P. 

Solucion 




V 


60 


s 


a* = 120* s" 1 


, . x-y — X\ 2x3 

Pr = 21/ O cos2*- r- = 2 x 2cos2*--— 


1,24 cm 
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La ecuaci6n del movimiento vibratorio de P ser£: 


= <// r sen(<d/ + 9) 

0 *1 + *2 

9 = 2tt - 


= l,24sen27r ^60/ + 


Problema 27. En la figura P x y P 2 representan dos focos emisores de ondas 
coherentes de un sonido de 100 Hz. En P se coloca un aparato registrador de 
sonido; las distancias x x y x 2 son 103,4 y 100 m; la velocidad de propagacion del 
sonido en el aire es 340 m/s. ^Registrara sonido el aparato colocado en PI 

Solucion 


La longitud de onda del sonido es: 



Problema XVIII-27 



V 


340 

100 


3,4 m 


La diferencia de distancia de los focos emisores al punto O es: 

x x - x 2 = 103,4 - 100 = 3,4 m = A 

Se cumple la condicidn de maxima intensidad en las interferencias; por tanto, en P se registra¬ 
rs sonido. 


Problema 28. El aparato de Quincke consta de dos tubos en U, pudiendose 
deslizar las ramas de uno de ellos dentro de las ramas del otro. En las proximida- 
des de la ramification A se produce un sonido que se escucha poniendo el oido en 
B. Deslizando el tubo 1 dentro del 2, se encuentran posiciones en las que no se 
percibe sonido; ^por que? Si el desplazamiento lateral que hay que dar al tubo 1, 
desde que no se percibe sonido hasta que, de nuevo, se deja de percibir, es de 
25 cm, ^cual es la longitud de onda, la frecuencia y el perfodo de las ondas sono- 
ras? Velocidad de propagacion del sonido en el aire, 340 m/s. 



Problema XVIII-28 


Solucion 


No se percibira sonido cuando la diferencia de recorridos A 1 B y A 2 B sea un numero impar 
de semilongitudes de onda. Si en tales condiciones se desplaza el tubo 1 hasta dejar de nuevo 
de percibir sonido, el exceso de recorrido que hace el sonido, con respecto a la posici6n ante¬ 
rior, es una longitud de onda. 

En la segunda posici6n el sonido ha recorrido en la rama A 1 B, 50 cm mas que en la A 2 B 
(25 en la parte superior de 1 y 25 en la inferior). Por tanto: 

A = 50 cm 


V = 


V_ 

/ 


340 

0,5 


= 680 Hz 



V 


1 

680 


s 
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Problema 29. La potencia emisora de dos silbatos es x 10 -2 y 16k x 10 2 W. 
Ambos emiten un sonido regularmente en todas las direcciones, cuya frecuencia 
es 850 Hz. Un punto A esta situado a 10 m del primero y 20 del segundo. Siendo 
la velocidad de propagation del sonido en el aire 340 m/s. Determinar: 

1. Las intensidades en el punto A provocadas independientemente por cada uno 
de los sonidos. 

2 . La producida cuando actuan los dos silbatos a la vez. 

3. ^Cuanto tendriamos que modificar la distancia del primer emisor, permane- 
ciendo constante la del segundo, para percibir en A un mmimo de intensidad? 

Solution 


l) 


/ = 


4 Trr 2 


/, = ■ — - 10 - . ; - = 10- 4 W/m 2 = 10-* w/cm 2 


A = 


4 it x 10 2 


16it x 10" 


4 it x 20 2 

/, = / 2 = / , A = — => / R = / + / + 2 

V 

r (d 2 - d 

1 + COS 2 7: - 


= IQ” 4 W/m 2 = 10~ 8 W/cm 2 


VJTcos = 

,) 1 . f 10 X 850 I 

— v J = 2 x IQ -4 1 + cos2it - 340 - J = 


= 2 x 10- 4 [1 + cos50it) = 4 x lO' 4 W/m 2 = 4 x 10 -8 W/cm 2 

Existiendo un maximo, la modificaci6n de distancia de uno de los focos para producir mini- 
mo es: 


X_ 

2 


c 

2 v 


340 

2 x 850 


= 0,2 m = 20 cm 
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Capitulo XIX 


ACUSTICA 


A) PROPAGACION DEL SONIDO. CUALIDADES. 
MUSICA 


FORMULARIO 


VARIACI6N DE LA VELOCIDAD DE PROPAGACI6N DEL SONIDO (ONDA LON¬ 
GITUDINAL) EN LOS GASES CON LA TEMPERATURA: 




La velocidad del sonido en un gas es directamente proporcional a la rai'z 
cuadrada del binomio de dilatacion. 

Velocidad del sonido en el aire y a 0° C: c 0 = 330 m/s 


Problema 1 . Calcular la temperatura que seria necesaria para que la velocidad 
del sonido en el aire fuese doble que a 0° C. (Se supone constante la presion; 
a = 1/273,16.) 


Solution 


c, = c ( i V l + %i =*■ 2 = V1 + */ => t = 


4 - 


= 3 x 273,16 = 819,48° C 


a 


Problema 2. Calcular la distancia a que se ha producido un relampago cuando 
se oye el trueno 5 s mas tarde que la percepcion de aquel. La temperatura es de 
30° C. 















Solution 


Despreciando el tiempo empleado por la luz en el recorrido y teniendo en cuenta que la 
temperatura es 30°, aplicaremos: 

c, = c„ Vl + 7l => c, = 330 1 + = 347,65 m/s 

Como el sonido se propaga con movimiento uniforme: 


s = a = 347,65 x 5 = 1 738,25 m 


Problema 3. El intervalo de tiempo minirno para que nuestro oido perciba dos 
silabas distintamente es 0,1 s. Si la temperatura ambiente es de 25° C, ^cual es la 
distancia minima entre el oido y una superficie reflectora para que percibamos 
eco? 


Solution 


C = C 0 Vl + at = 330 



344,8 m/s 


el espacio que debe recorrer la onda en su ida y vuelta del oido al obst$culo es: 
s = c( — 344,8 x 0,1 = 34,48 m 

luego la distancia minima entre el oido y la superficie reflectora debe ser alrededor de los 
para que se produzca eco. 


17 m 


Problema 4- Calcular la longitud de onda del la 3 en el aire a 0° C (velocidad de 
propagation del sonido = 330 m/s) y a 20° C (c = 340 m/s). 

Solution 


De la expresion: 



V 


y teniendo en cuenta que la y tiene una frecuencia de 440 Hz: 


A 0 


330 

440 


= 0,75 m 


A 20 


340 

440 


= 0,77 m 


Problema 5. Calcular los limites minimo y maximo de la longitud de onda de los 
sonidos audibles. Se dupone la velocidad de propagation del sonido 340 m/s, 
siendo la temperatura de 20° C. 


Solution 


Ui, >ido perfecto recibe sonidos comprendidos entre 20 y 20 000Hz, a los que corresponden las 
siguientes longitudes de onda: 


A i = 


340 

20 


17 m 


340 
20 000 


= 0,017 m = 1,7 cm 
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Problema 6. Determinar la frecuencia de la nota do de las cinco primeras es- 
calas. 


Solution 

/a 3 = doy => doy - lay - j- = - * 3 - 264 Hz 

do 2 
do x 


264 

2 

132 


= 132 Hz 


= 66 Hz 


do 4 = 264 x 2 = 528 Hz 
do 5 = 528 x 2 = 1 056 Hz 


Problema 7. Determinar que nota es la que tiene por tono 950,4 Hz. 


Solution 


Pertenece a la cuarta escala, por estar comprendida entre 528 Hz ( do 4 ) y 1 056 Hz (do$). 
Hallemos el valor de los intervalos de las distintas notas de una escala: 


do 

do 


= i ^=4 = i ’ 125 

do 8 do 


= 1,25 


fa 4 , 

t = 1,333 
do 3 


sol _ _3_ _ . s 
do 2 


J?- = = i , 667 

do 3 


si 

do 


15 

8 


= 1,875 


Hallemos el valor del intervalo entre nuestra nota y el do de su escala: 

. 950,4 


528 


1,8 


La nota esta comprendida entre el la y el si: podria ser la sostenido o si bemol. 

El intervalo, respecto al do, del la sostenido es: 

,aS . OS ' = 1,667 = 1,736 

do 24 

El intervalo respecto al do del si bemol es: 


Abem_ = i 8 75 24 = _ 

do 25 


La nota es el si bemol. 


Problema 8. Calcular la nota emitida por una sirena de 20 orificios y 22 revolu- 
ciones por segundo. 

Solution 

La frecuencia del sonido emitido viene dada 


V = 20 x 22 = 440 Hz =» 


por: 


La nota emitida es el lay. 
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B) INSTRUMENTOS MUSICALES 
- FORMULARIO - 


VlBRACIONES TRANSVERSALES EN LAS CUERDAS: 

K c _ K /~F 
v 2 L 2 Lr V np 


TUBOS SONOROS: 
Abiertos: 


Cerrados: 


2K + 1 c 
4 L 


Problema 9. Calcular la frecuencia del sonido fundamental emitido por una 
cuerda de 1 m de longitud y 1 mm de diametro, cuya densidad es 2 g/cm 3 y esta 
tensa por un peso de 9 231,6 g. 


Solucion 

La frecuencia del sonido emitido por una cuerda es: 



P = 9 231,6 x 980 dyn 
K = 1 

L = 100 cm 
r = 0,05 cm 
p = 2 g/cm 3 


V 


1 

2 x 100 x 0,05 


V- 9 231,6 x 980 


= 120 Hz 


Problema 10. Una cuerda esta estirada por un peso de 1 kp. Calcular el peso 
que debe tensar a otra cuerda de la misma sustancia, la misma longitud y doble 
radio para que emita la octava aguda de la que produce la primera. Se supone 
que ambas emiten el sonido fundamental. 


Solucion 


V 


1 

2 Lr 


2v 


_ 1 _ 

2L2r 
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Problema 11 . Calcular la frecuencia de los sonidos emitidos por un tubo abierto 
y otro cerrado de 1 m de longitud, produciendo el sonido fundamental. Se supo- 
ne que la velocidad del sonido en el aire es 340 m/s. 

Solucion 


Para un tubo abierto: 


Para un tubo cerrado: 


K c 1 340 


2 L 


= 170 Hz 


,-2*4-1 c _ 1 340 _ 0 , Ht 

v -4— T 4 i 85 H 


Problema 12. Calcular la longitud de un tubo abierto que lleno de aire y a 0° C 
(c = 330 m/s) emite como sonido fundamental el do 3 . 


Solucion 

Frecuencia del do 3 = 264 Hz (problema 6): 


c 

L 


L = -L — = 4r -Izr = 0,625 m 
2 V 2 264 


Problema 13. En la experiencia de la figura el diapason emite el la 2 . La longitud 
L del tubo que produce la resonancia es 19 cm. <,Que velocidad de propagation 
tiene el sonido? que temperatura esta el ambiente durante la experiencia? 


Solucion 


c 

L 


c = 4Lv = 4 x 0,19 x 440 = 334,40 nVs 


C t — Cq \/1 4 7.1 ^ 


t = 


Co« 


(334,4 2 - 330 2 )273,16 
330 2 


= 7,3° C 



Problema 14. Deseamos conocer el modulo de Young de un metal. Tallamos 
una varilla y la colocamos como vibrador de un tubo de Kundt. Conocemos: la 
longitud de la varilla del metal = L. La distancia entre nodo y nodo en el aire del 
tubo = L'. La masa especifica del metal = p. La temperatura del ambiente = t. 
La velocidad del sonido en el aire a 0° C = 330 m/s. El coeficiente de dilatacion 
de los gases = 1/273,16. Determinar la formula de £, en funcion de los datos del 
problema. 

Solucion 


La velocidad de propagacidn de las ondas longitudinales en los cuerpos elasticos es: 


c = 
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V = 


C 


C 


por otro lado: 


— (en el aire) =* *> 
2 


330 Vl + f/273,16 
A 2L' 2 L' 


Esta frecuencia del sonido en el aire es la vibracidn de la varilla; y como la magnitud de ella es 
media longitud de onda, se obtendra: 

330 Vl + f/273,16 c' , 330Z. Vl + r/273,16 

2 L' 2 L L' 

„ 330 2 L 2 (1 + r/273,16),: 

z .- 2 

(Como se ha expresado la velocidad del sonido en el aire en rq/s, la masa espedfica se debe 
expresar en kg/m 3 . El modulo de Young quedarS expresado en N • m 2 .) 



C) PERCEPCION DEL SONIDO. SONORIDAD. 

EFECTO DOPPLER-FIZEAU 

- FORMULARIO - 

Ley de Weber-Fechner: 

dp = K -4j- p = Clog 

i l 0 

Si C = 10; I 0 = 10 -10 pW/cm 2 (que corresponde aproximadamente a la in- 
tensidad umbral del sonido de 1 000 Hz para un oido normal), el nivel 
sonoro queda expresado en DECIBELES (db). 

VARIACIONES DEL TONO PERCIBIDO: EFECTO DOPPLER FlZEAU: 

Tomaremos el foco emisor siempre a la derecha del observador: 

C “ V °b » f 

V = Vn - -•--- » ^ 

C — Vp F ob X 

v 0 = frecuencia emitida por el foco 


Problema 15. Calcular en decibeles la sonoridad del sonido percibido en las 
proximidades de una persona hablando en voz baja (la intensidad es 100 veces 
mayor a la intensidad umbral). 


Solucion 


De la expresibn: 


P = 10 log 

*0 


p = 10 log 100 = 20 db 
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Problema 16. Determinar el nivel sonoro en los diversos casos del problema 29 
del capftulo anterior. 


Solucion 


La sonoridad correspondiente a cada silbato es: 


in -8 

,3, = lOlog —— = lOloglOO = 20 db 

ifl-10 


La sonoridad del sonido conjunto es: 


ft, = 10 log 4 * = 10log400 db = 26,02 db 


Problema 17. La bocina de un coche se oye hasta una distancia de 1 km. Calcu- 
lar la sensation sonora a 100 m. 


Solucion 


/ 


,3 = lOlog — 


To 10 

=> p = 20 log — = 20 log-= 40 db 

r 10 4 


/ r o 


Problema 18. A 10 m de distancia la sonoridad de la sirena de un barco es de 
60 db y el valor umbral de la intensidad para su frecuencia es de 10 -14 W/cm 2 . 
Calcular: 

1. La sonoridad a 1 km de distancia. 

2. Distancia a la que la sirena deja de ser audible. 


Solucion 


1 ) 

L 

J,3 = ft, -- ft = lOlog 

*\ 



=» ,3-> - 60 = lOlog => ?-> = 60 - 40 = 20 db 

10 6 1 ______ 


2) Como: 




—=*> /, = 10 _K W/cm 2 
10 - 14 


y como: 



/, 

A 
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Problema 19. El nivel sonoro de una persona gritando en las proximidades de 
nuestro oido es 80 db. Calcular el numero de personas que serfan necesarias para 
que gritando en las proximidades de una lampara de incandescencia de 100 W de 
consumo la mantuviesen encendida, suponiendo que toda la energia acustica, que 
atraviesa en 1 s a 1 m 2 , fuese transformada adecuadamente en energia electrica. 
(Potencia del sonido umbral: 10 _1 %W/cm 2 .) 

Solucion 


p = 10 log 


/o 


80 = 10 log - 


io- 10 

100 = 10 -4 n => n = 10 6 personas 


/ = 10" 2 ijiW/cm 2 = 10" 4 W/m 2 


Problema 20. En un campo de futbol hay 10 000 espectadores que gritan, en un 
momento de emocion, la palabra «gol». Si emplean 2 s en su grito y la sonoridad 
a la misma distancia de cada emisor es 80 db, determinar la energia transmitida 
por el aire a traves de 1 cm 2 . (Potencia del sonido umbral: 10 -10 ixW/cm 2 .) 

Solucion 

p = 10 log — =» 80 = 10 log —-— => I = IO -2 uW/cm 2 
I 0 IO " 10 

La energia correspondiente a los 10 000 espectadores en 2 s es: 

W = IO" 2 x 10 000 x 2 = 200 uJ/cm 2 = 2 000 erg/cm 2 


Problema 21. Dos individuos viajan en dos trenes A y B que llevan respectiva- 
mente velocidades de 60 y 50 km/h. Los silbatos de las locomotoras emiten el 
mismo sonido de 600 Hz. Calcular: 

1. Sonido percibido por el viajero del tren A que esta en reposo y el silbato de su 
locomotora en silencio, cuando se acerca a el el tren B , funcionando su silbato. 

2 . Sonido percibido por el viajero del tren B que esta en reposo y el silbato de su 
locomotora en silencio, cuando se acerca a el el tren A, funcionando su silbato. 

3. Sonido percibido por el viajero del tren A en marcha hacia el B , que esta en 
reposo. Funciona el silbato de B. 

4. Sonido percibido por el viajero del tren B en marcha hacia el A, que esta en 
reposo. Funciona el silbato de A. 

5. Sonido percibido por el viajero de A cuando marchan los dos trenes en sentido 
contrario, acercandose entre si. Funciona el silbato de B. 

6 . Sonido percibido por el viajero de A cuando marchan los dos trenes en sentido 
contrario, alejandose entre si. Funciona el silbato de B. 

7. Sonido percibido por el viajero de A cuando marchan los dos trenes en el 
mismo sentido, el B tras el A. Funciona el silbato de B. 

8 . Sonido percibido por el viajero de B cuando marchan los dos trenes en el 
mismo sentido, el B tras el A. Funciona el silbato de A. 

Se supone que la velocidad de propagacion del sonido es 340 m/s. 
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Solution 


Velocidad del sonido en km/h = = 1 224 km/h 


1) 

, 


C 

= 600- 

1 224 

Hz = 625,55 Hz 








c - 50 

1 224 - 50 






2) 



c 


1 224 

Hz = 630,93 Hz 

i) 

B 


A 


V 


c - 60 

— 600 - 

1 224 - 60 

2) 

f 'a 

Vf 


X 

3) 

, 


c + 60 

= 600 

1 224 + 60 

Hz = 629,41 Hz 


F* 

v f 

ob* 

X 



c 

1 224 

3) 

B 


A 


4) 

V 

= V 

c + 50 

= 600 

1 224 + 50 

1 224 

1 224 + 60 

Hz = 624,51 Hz 

4) 

f 'a 


v 0 b ob D 

L> 

X 



c 

c + 60 


Hz = 651,11 Hz 

5) 

f b 


Vob ob A 

A 

X 

5) 

v ; 

= V 

c - 50 

= 600 

1 224 - 50 

6) . 


Vf 

Vob ob A 

A 

X 

6) 



c - 60 

- 600 

1 224 - 60 

Hz = 548,19 Hz 

TN VF 

F* 


°b 

Vob X 



c + 50 

1 224 + 50 

7) 

B 


A 


7) 

y 


c - 60 

- 600 

1 224 - 60 

Hz = 594,89 Hz 

8) , 

f a 

Vf 

* 7 

Vob X 



c - 50 

1 224 - 50 

Vf 

F * 


Vob ob 

X 

8) 



c + 50 

- 600 

1 224 + 50 

Hz = 595,33 Hz 






V 

- V 

c + 60 

1 224 + 60 







Problema 22. Un automovil se mueve hacia la izquierda con una velocidad 
v = 30 m/s. En direction contraria (rebasado suficientemente el punto de cruce) 
va un camion a una velocidad v' = 21 m/s, con una gran superficie reflectora en 
su parte posterior. El automovil emite un bocinazo (emision instantanea) con una 
frecuencia de 1 000 Hz. Determinar: 

1. ^Cual es la frecuencia de las ondas percibidas por el observador de la figura 
colocado a la derecha del coche? 

2. ^Cual es la frecuencia de las ondas que llegan a la superficie reflectora del 
camion? 

3. ^Cual es la frecuencia de las ondas que percibira el observador despues que las 
ondas se han reflejado en el camion? 

4. ^Cual es la frecuencia de las ondas que percibirfa el conductor del coche, 
despues de la reflexion en el camion? 

(Velocidad del sonido: 330 m/s. Se supone el aire en calma.) 
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Solution 


1) 


V _ 

~F ob X 


v, = v 0 


C 

C + V 


1 000 


330 

330 + 30 


= 916,7 Hz 


2) La superficie reflectora es ahora el receptor auditivo. 


v v' 


F ob X 


v 2 = V 0 --— = 1 000 -55£—?L = 858,3 Hz 

c + V 330 + 30 

3) La superficie reflectora se vuelve foco emisor (derecha), emitir£ con la frecuencia v 2 . 


* F ob X 


V, = v 2 - - — = 858.3 -522-= 806,9 Hz 

c + v' 330 + 21 

4) El receptor es el coche y el smisor el camion y la frecuencia emitida v 2 : 


V _ _ v 

F ob * x 

„ 4 = v , c ~ v = 858,3 - 330 ~ 30 = 733,6 Hz 
c + v' 330 + 21 


Problema 23. Una sirena que emite con una frecuencia v sube verticalmente 
hacia arriba, partiendo del suelo y a una velocidad v. El punto de partida de la 
sirena esta a una distancia d de un observador. 

1. Supuesto el observador parado, calcular en funcion de los datos la frecuencia 
que percibiria el observador despues de transcurridos t segundos. 

2. Supuesto que el observador se aleja del punto de partida a una velocidad v\ y 
que parte del punto a esa distancia d , en el mismo instante que la sirena. Calcular 
en funcion de los datos la frecuencia que percibiria el observador, despues de 
transcurridos t segundos. 
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Solution 




v ob = proy d v' = v'sen? 2 = v' - — 

Vv 2 r + (d + v't) 2 


v f = proy d v = vcosp 2 = v 


\/v 2 r + (d + v't) 2 


c - v' 


v't + d 


Vv 2 r + (d + v't) 2 _ c Vvr + (d + v't) 2 - v'(v't + d) 


c + 


v~t 


Vvr + (d + v't) 2 


c V v 2 r + (d + v't) 2 + v 2 t 


Problema 24. Un hombre se encuentra en lo alto de una torre de altura h. A 
una distancia d del pie de esta un automovil que se dirige hacia ella con una 
velocidad v emite un bocinazo con una frecuencia v. El aire se mueve con una 
velocidad v' y en direction contraria al coche. Calcular en funcion de estos datos 
la frecuencia percibida por el hombre de la torre. (Velocidad de sonido: c.) 
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Solution 


C ~ 

(c - V.J - V F 



f Ob 

Problema XIX-24 


v a = proy d v' = v'cos? = - ■ 

VV + d 2 


v F = proy d v = vcos^ = - 

V/i 2 + d 2 
























Capitulo XX 


TERMOMETRIA Y DIE A TA CIONES 

A) TERMOMETRIA 

— FORMULARIO- 

C _ R _ F - 32 
5 4 9 

T = 273,16 + t 


Problema 1. En una ocasion que la «premier» inglesa padecio una pulmonia, 
«The Times» comunicaba al pais que la seriora Thatcher sufria una fiebre de 104 
grados. ^Es posible? 


Solucion 

Como en Inglaterra se usa la escala Fahrenheit, la temperatura en escala Celsius es: 

C _ F - 32 _ C _ 104 - 32 _ 72 _ ^ _ 72 x 5 _ , no 

5 9 5 9 9 

Es posible. 


Problema 2. ^A que temperatura coinciden las indicaciones del termometro 
centigrado y el Fahrenheit? las del Fahrenheit y Reaumur? 

Solucion 


1 ) 

C_ 

5 


F - 32 
9 


=> 9C = 5F-5x32 =* 9jc = 5jc - 5 x 32 


=> 



F — 32 


Jt' = - 25,6° 


2 ) 

_R_ 

4 


9 


=> 9R = 4 F - 4 x 32 => 9x' = 4x' - 4 x 32 => 

















Problema 3. Calcular en grados Fahrenheit el intervalo de temperatura equiva- 
lente a una diferencia de 55° en el termometro centfgrado. 


X 

1 


y- 32 
9 


x' _ y' - 32 
5 9 


Solucion 


Ax _ Ay 
~5 <T 



9 x 55 
5 


= 99° F 


Problema 4. El cero absoluto de temperatura (escala Kelvin) equivale a 
-273,16° C. Calcular: 

1. La temperatura del cero absoluto en grados Fahrenheit. 

2. El intervalo que existe entre el cero absoluto y el punto de fusion del hielo en 
la escala Fahrenheit. 


Solucion 


1 ) 

°C _ °F - 32 _ -273,16 * - 32 

5 9 5 9 


2) El punto de fusi6n del hielo en la escala Fahrenheit es 32° F y el intervalo existente entre 
el 0° F y el cero absoluto es 459,69° F; luego: 

AT = 459,69 + 32 = 491,69° F 


x = - 459,69° F 


Problema 5. En un lugar en que la presion atmosferica es 760 mm de mercurio 
introducimos un termometro centfgrado en hielo fundente y luego en vapor de 
agua hirviendo. El termometro, mal graduado, marca 2° para el primero y 102,5° 
para el segundo. ^Que formula de reduction deberemos emplear para calcular la 
temperatura real en todos los casos? Si el termometro marca 50°, ^cual es la 
verdadera temperatura? que temperatura serfa correcta la lectura del termo¬ 
metro? 


Solucion 

1) El cero de un termometro correcto corresponde al 2 del mal graduado, y el 100 correspon- 
de al 102,5°. El intervalo fundamental esta, por tanto, dividido en: 

102,5 - 2 = 100,5 

Llamando A a la temperatura marcada por el incorrecto y C a la del centigrado perfecto, la 
fdrmula sera: 


c 

A - 2 

100 

100,5 
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2) 


100 


50-2 

100,5 


C = 


48 x 100 
100,5 


= 47,76° C 


3) Si la indicacidn fuese correcta, se verificaria: 


C 

100 


^ QQ5 2 => 100,5 C = 100 C — 200 


-200 

0,5 


- 400° C 


Lo cual es imposible, puesto que el cero absoluto es -273,16° C, temperatura minima posible 
de conseguir. 


Problema 6. Un termometro centigrado mal graduado marca 8° en el punto de 
fusion del hielo y 99° en el de ebullition del agua, en un lugar en que la presion 
atmosferica es 760 mm. Resolver para este termometro las cuestiones del proble¬ 
ma anterior. 


Solution 


1) El intervalo fundamental sera: 

99 - 8 = 91 


Luego la fdrmula de reduccidn es: 


c 

OO 

II 

100 

91 


2 ) 


3) 


C 

100 


50-8 

91 


r _ 4 200 
C " 91 


46,15° C 


C 

100 


C - 8 
91 


=> 91 C = 100 C - 800 



88,9° C 


B) DILATACION DE SOLIDOS 
- FORMULARIO - 


L[ = L t (l + (xAt) 

s; = s t ( i + pAt) 
VI = v t (l + yAt) 


P — 2a 
y — 3a 


Variacion de la masa especifica con la temperatura: 

Po 

,Cl ■ 1 + at 
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Problema 7. En el comparador de la figura se mide la dilatacion de una barra de 
hierro de 1 m de longitud a 0° C, obteniendose para los 50° C una dilatacion de 
0,06 cm. Calcular: 

1. El coeficiente de dilatacion lineal del hierro. 

2. Si tiene una seccion de 10 cm 2 a 0° C, ^cual es su seccion y volumen a 100° C? 

Solucion 


1 ) 



0,060 
100 x 50" 


= 12 x lO'^C" 1 


2 ) 


p = 2a = 24 x 10' 6 °C" 


S t = 5 0 (1 + pt) => 


5, = 10(1 + 24 x 10 -6 x 100) = 10,024 cm 2 


= 3a = 36 x 10" 6o C- 


V, = V„(l + yt) = 10 x 100(1 + 36 x 10" 6 x 100) = 1 003,6 cm 3 


Problema 8. Un herrero ha de colocar una llanta circular de hierro de 1 m de 
diametro a una rueda de madera de igual diametro. Con objeto de poder ajustar- 
la, calienta la llanta hasta conseguir que su radio supere en 2 mm al de la rueda. 
Sabiendo que la temperatura ambiente es de 20° C y su coeficiente de dilatacion 
lineal 12,2 x 10 -6 °C _1 , calcular la temperatura en grados centigrados a que de- 
be calentarse la llanta para cumplir las condiciones expuestas. 


Solucion 

/,. = /,(1 + aJ /) =S> 27 zr r — 27 zr t (\ + aJ /) => d t ■ = d t ( 1 + aJ t) => 


At = 


d t . - d x 4 x 10- 


ad t 12,2 x 10" 6 x 1 


= 327° C =*> 


t = 20 + At = 347° C 


Problema 9. Un aro circular de alambre de hierro de radio 1 m esta cruzado por 
un diametro de alambre de cobre soldado al aro. ^Seguira siendo circular al ca- 
lentarlo de 0° a 100° C? Calcular las nuevas longitudes de los dos alambres. (Coe¬ 
ficiente de dilatacion del hierro = 12 x 10” 6 °C _1 . Coeficiente de dilatacion del 
cobre = 19 x 10 _6o C _1 .) 


Solucion 


Longitud del aro a 0°: 


/o = 2-r = 200- cm 


La longitud a 100° es: 

/, = 200r(l + 12 x 10~ 6 100) = 200,24;: cm 
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La longitud del alambre de cobre (diametro) a 0° es 2 m, y a 100° es: 


/' = 200(1 + 19 x 10" 6 x 100) = 200,38 cm 

El aro no sera circular a 100°, puesto que al ser 

/, = / 0 (1 + at) ^ 2tz r, = 2^r 0 (l + at) => r, = r 0 (l + at) 


Y en el cobre: 

entonces: 


r{ = r n ( 1 + a'/) 


a 4 => r, 4 


Problema 10. Un anillo de acero de 75 mm de diametro interior a 20° C ha de 
ser calentado e introducido en un eje de laton de 75,05 mm de diametro a 20° C. 

1. que temperatura ha de calentarse el anillo? 

2. que temperatura tendrfamos que enfriar el conjunto para que el anillo 
saliera el solo del eje? 

(Coeficiente de dilatacion del acero: 12 x 10“ 6o C _1 ; coeficiente de dilatacion 
del laton: 20 x 10" 6 °C _1 .) 


Solucion 


1 ) 

i; = /,(1 + OJO => 75,05 = 75(1 + 12 x 10~ 6 J0 => J/ =- 75,05 - 75 ^ 55 <, c 

75 x 12 x 10" 6 


[" t ' = / + = 20 + 55 = 75° C 

2) Los diametros a la temperatura que nos piden deberan ser iguales: 

/ t (l + aAt') = /,'(! *f a'At') 


(/,, diametro del anillo a 20° C; //, diametro del eje a 20° C; a y a\ coeficiente de dilatacidn del 
acero y del laton, respectivamente.) Luego: 


/, - i; _ 75 - 75,05 

i;a' - l x a 75,05 x 20 x 10~ 6 - 75 x 12 x 10" 6 


83,2° C 


f = t + At' = 20 — 83,2 = - 63,2° C 


Problema 11. La varilla de un reloj de lenteja sin compensar, que bate segundos 
a 0° C, es de laton. Averiguar cuanto se retrasa el reloj en 1 d si se introduce en 
un ambiente a 200° C. Coeficiente de dilatacion del laton: a = 17 x 10 _6o C _1 . 
(Considerar el pendulo como simple, de longitud la misma que la varilla.) 


Solucion 


A 0° el semiperiodo (1 s) sera: 
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A 200°: 


por divisi6n: 


— v 1 ^ 


at) 


r = Vl + at = Vl + 17 x 10" 6 x 200 = V 1,0034 s 

86 400 


Si en V1,0034 s se produce 1 semioscilacidn 
En 86 400 s . x 


=> x = 


V 1,0034 


= 86 253 semioscilaciones 


El p6ndulo da en 1 d 86 400 - 86 253 = 147 semioscilaciones menos que en su marcha co- 
rrecta: 


El reloj se retrasara en 147 s = 2 m 27 s . 


Problema 12. Una varilla de cobre de densidad uniforme y de section constante 
oscila como un pendulo colgada de uno de sus extremos, con un periodo de 1,6 s, 
cuando se encuentra a una determinada temperatura ambiente. Siendo el coefi- 
ciente de dilatacion lineal del cobre 19 x 10“ 6 0 C -1 , determinese el incremento 
de temperatura que habria que darle al ambiente para que su periodo aumente en 
3 milesimas de s. 


Solution 

El periodo a la temperatura inicial t es: 


= 2;r a/I/I-2* A /T“L 2 „ \/lf 

V Mgd Y ***~T V * 

i: 

= 2r 


y a la temperatura t + At serii: 

T 

dividiendo los dos: 


2/(1 + aAt) 
3 g 


- = Vl + aAt =$ 

T 


1 

At — 


I 2 -. 1 

(-W-) 

| 2 -1 

— i cn° n 


a 


19 x KT 6 


C) DILATACION DE LIQUIDOS 

- FORMULARIO- 

V, = Vi(l + yAt) 

P = — +° — (excepto para el agua) 
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Problema 13. La densidad del mercurio a 0° C es 13,6 g/cm 3 ; su coeficiente de 
dilatacion, 182 x 10 -6o C -1 . Calcular la densidad del mercurio a 100° C. 

Solucion 


Po 

1 + yt 


13,6 

1 + 182 x 10" 6 100 


13,36 g/cm 3 


Problema 14. Una vasija de cine (coeficiente de dilatacidn lineal: 
29 x 10~ 6 °C~ 1 ) esta llena de mercurio a 100° C, teniendo entonces una capaci- 
dad de 10 1. Se enfria hasta 0° C. Calcular la masa de mercurio a 0° C que hay 
que ahadir para que la vasija quede completamente llena (coeficiente de dilata¬ 
cion del mercurio: 182 xl0“ 6 °C _1 ). Densidad del mercurio a 0° C,*13,6 g/cm 3 . 


Solucion 


El volumen de la vasija a 0° C quedara determinado por la ecuacidn: 

V, = V„(l + yt) 

en la que: 

r = 3 x 29 x 10‘ 6 °C _I = 87 x 10 -6 “C -1 
V t = 10 I / = 100° C 

por tanto: 


V n = 


10 


1 + 87 x lO' 4 


= 9,9137 1 = 9 913,7 cm 3 


El volumen del mercurio a 0° quedara determinado por la misma ecuacidn en la que 
y' = 182 x 10~ 6 °C _I : 


n=- 


V, 


10 


■ = 9,8212 I = 9 821,2 cm 3 


1 + y't 1 + 182 x 10' 

La diferencia es el volumen que queda por llenar: 

V„ - V'„ = 9 913,7 - 9 821,2 = 92,5 cm 3 
La masa del mercurio es: 


M = fi V = 13,6 x 92,5 = 1 258 g 


Problema 15. Una vasija de Zn esta llena de mercurio a 0° C, teniendo una 
capacidad de 5 1. Calcular el volumen de mercurio que se derrama a 100° por 
efecto de la mayor dilatacion de este ultimo. (Tomar los datos necesarios del 
problema anterior.) 

Solucidn 


r = 87 x 10" 6o C" 1 

V x = y 0 (\ + r t) = 5 000(1 + 87 x 10" 6 x 100) = 5 043,5 cm 3 
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El volumen del mercurio a 100° es: 

v; = 5 000(1 + 182 x 10' 6 x 100) = 5 091 cm 3 
El volumen de mercurio que se derrama a 100° C es: 

jt = y; - V, = 5 091 - 5 043,5 = 47,5 cm 3 


D) DILATACION DE GASES PERFECTOS 
-FORMULARIO - 


pV = nRT 


R = 


n = - 

m 

M 

R = 

Povo 

T 0 

PoVo 

pV 

To 

T 


atm 1 „ „„, J 

= 8,314 — 


°K • mol 


p'V 

T 


Pt - po 


K • mol 
T 0 


M 


Po — 


g/cm 3 


m = Vp 0 


P T 
P T 0 


Po 


22 000 
A/ = masa molecular. 

Ley de Dalton: 

La presion que ejerce una mezcla de gases es la suma de las presiones que 
ejercerian cada uno de ellos, independientemente, en el mismo recinto. 




20° C 






♦ 


h 


25cm 




T 


T 

O' 


Prohlema XX-16 


Problema 16. En un tubo de vidrio de section uniforme, cerrado por su extremo 
inferior, hay aire encerrado bajo una gota de mercurio. A la temperatura de 20° 
el aire encerrado en el tubo alcanza una altura de 25 cm. ^Que altura alcanzara 
cuando el tubo se calienta a 80°? 


pV _ p'V' 
T T 


Solution 


P = P' 


V V 25 S 

=> — =- => - 

T T 293 


hS 

353 


/ 353 x 25 
h =-= 30 cm 

293 


Problema 17. 1. Una vasija de 1 1 contiene 0,05 moles de hidrogeno a 20° C. 

Calcular la presion a que se encuentra el gas. 

Se abre un momento la Have y parte del gas sale a la atmosfera. 

2. Calcular la masa de hidrogeno que queda en la vasija, siendo la presion exte¬ 
rior exactamente 1 atm. 

3. que temperatura se debe calentar el gas que ha quedado, cerrada la vasija, 
para que la presion recobre el valor que tenia inicialmente? 
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Solution 


1 ) 


pV = nRT 


. nRT _ 0,05 x 0,082 x 293 = j 2Q 


atm 


2) Queda 1 1 de H 2 a 20° y 1 atm: 

pV = -jj- RT => lxl= -y- 0,082 x 293 => 


m = 0,083 g 


3) 


-EX- = p V => 1x1 = 1,20 X -1 =-> T = 351,6° K 


T 


293 


T 


t' = T - 273 = 351,6 - 273 = 78,6° C 


Problema 18. Una botella de acero de 10 1 de capacidad tiene una Have que 
permite ponerla en comunicacion con la atmosfera. La presidn exterior es de 
76 cm de mercurio y se supone que la botella no se dilata. Averiguar: 

1. Cuanto pesa el aire contenido en la botella si su temperatura es de 0° C y su 
presion de 114 cm de mercurio, estando cerrada la Have. 

2. Sin abrir la Have se calienta la botella hasta 100° C. ^Cual sera entonces la 
presion del aire interior? 

3. Se mantiene la temperatura a 100° C y se abre la Have. ^Cuanto pesara el aire 
que quede dentro de la botella? 

4. Finalmente se cierra la Have y se enfrfa todo a 0° C. ^Cual sera entonces la 
presion del aire interior? 

Peso especifico del aire en condiciones normales: 1,293 g/1. 

Solucion 


pV = nRT M airc = 22,4 x 1,293 = 28,96 g 
114 


76 


10 = 


28,96 


0,082 x 273 => 


m = 19,40 g 


2 ) 


pV p'V' 

r ~ r 


114 x 10 = p' 10 
273 373 


p' = 155,76 cm (Hg) 


3) Quedan 10 1 de aire a 76 cm (Hg) y a 100° C: 

p v = nRT =!> 10 = -^r- 0,082 x 373 => 


m = 9,47 g 


4) 


pV _ p'V ' 
— " T 


76 x 10 p '10 


p' = 55,62 cm (Hg) 


373 


273 
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-15 cm- 


Problema 19. Un tubo en U de section uniforme de 1 cm 2 esta cerrado por una 
de las ramas, conteniendo mercurio, y en la rama cerrada hay 15 cm de aire. El 
nivel del mercurio en la abierta esta 10 cm mas bajo que en la cerrada. Despues 
se echa mercurio hasta que el nivel en la rama abierta se eleve en 10 cm sobre el 
de la rama cerrada. Entonces el volumen de aire se reduce y su altura es de 
11,5 cm. Se desea saber: 

1. La presion del aire en el primer caso. 

2. La presion cuando se reduce el volumen. 

3. El valor de la presion atmosferica. 

4. Si la temperatura durante la experiencia permanecio igual a 20° C, ^cuantos 
moles de aire habra encerrados en la rama corta? 


20° C 



Problema XX-19 


Solution 


1), 2) y 3) La presi6n del gas en el primer caso, en cm de Hg, es: 

H = 10 + p, => p, = H - 10 
(H = presidn atmosferica en cm de Hg.) 

En el segundo caso es: 


p 2 = H + 10 

Por la ley de Boyle Mariotte: 

P\V\ = p2^2 => (H ~ 10)515 = (//+ 10)511,5 => 


H = 75,7 cm (Hg) 


p, = H - 10 = 65,7 cm (Hg) 


p 2 = H + 10 = 85,7 cm (Hg) 


4) Si aplicamos al primer caso: 
p,V, = nRT } => 


p,V, 65,7 x 15 x 10' 3 


RT , 


76 x 0,082 x 293 


= 0,54 x 10 3 moles 


Problema 20. Se tiene un deposito de 54 1 de volumen. La presion manometrica 
es de 14 kg/cm , y la temperatura, de 27° C, estando lleno de oxfgeno dicho de¬ 
posito. Suponiendo que se cumplen las leyes de los gases perfectos. Se pide: 
!• 6Cuantos kg de oxfgeno contiene el deposito? 

2. ^Cual es el numero de moles de oxfgeno contenidos en el? 

d 5o° U c?° 1Umen ° CUpana CSte gaS ’ Si SU P resi6n fuese de 1 atm y su temperatura 
4. A esta temperatura y presion, <[,cual es la densidad del oxfgeno? 

Solution 

1) y 2) La presidn absoluta del gas es: 

p = [14 + 1,033] kg/cm 2 = 15,033 kg/cm 2 = = 14,5 atm (fisicas) 

P V = nRT => 14,5 x 54 = «0,082 x 300 => 
m = nM = 31,8 x 32 = 1 017,6 g = 


n = 31,8 moles 
1 kg 
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3) 


pV _ p'V' 


14,5 x 54 


IV" 


4) 


T 


T 


300 


323 


V = 843 1 


m 
V ' 


1 017,6 
843 x 10 3 


= 1,2 x 10“ 3 g/cm 3 


Problema 21. En un recipiente cerrado de 2 1 de capacidad hay 3,5 g de oxigeno 
a 20° C. La presion atmosferica es de 740 mm y la temperatura exterior de 20° C. 
Se abre el recipiente y se quiere saber: 

1. ^Entra o sale gas en el recipiente? 

2. Cantidad de oxigeno que sale (o aire que entra) para alcanzar el equilibrio. 

3. que temperatura deberia estar el oxigeno del recipiente para que al abrir 
este no entrase ni saliese gas? 

Un litro de aire en condiciones normales pesa 1,3 g. Peso atomico del oxige¬ 
no: 16. 


Solucion 


1 ) 

pV = nRT => p2 = 0,082 x 293 =*> p = 1,31 atm = 1 000 mm (Hg) 

Al ser mayor la presion interior, sale oxigeno del recipiente, hasta que se igualen las presiones, 
interior y exterior. 

2) Calculo el 0 2 que me queda y tendre el que ha salido: 

pV = nRT 2 = 0,082 x 293 =s> m' = 2,6 g 

7o0 51 


Luego sale: 


pV _ p'V' 
T ~ T 


m s = m - m' = 3,5 - 2,6 = 0,9 g 


V = V 


1 000 

=> - 

293 


740 

T 


=> 


T = 216,8° K 


Problema 22. Un recipiente de 5 1 de capacidad contiene 12 g de nitrogeno, 
siendo la temperatura de 27° C. La presion atmosferica es de 740 mm de mercu- 
rio. Determinar la presion del nitrogeno dentro del recipiente. Se abre este el 
tiempo necesario para que se igualen la presion dentro del recipiente con la exte¬ 
rior; indicar si sale nitrogeno o entra aire, y en un caso u otro, cantidad en g del 
correspondiente gas que entra o sale. La temperatura no cambia durante la expe¬ 
rience. Peso de 1 1 de aire en condiciones normales = 1,3 g. Peso molecular del 
nitrogeno = 28. 

Solucion 


pV = nRT => p5 = 0,082 x 300 => 

lo 


p — 2.11 atm 
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A1 ser mayor la presion del gas que la exterior, sale nitrogeno del recipiente. Calculo la masa 
que queda y obtendre la que ha salido: 

pV = nRT => 5 = 0,082 x 300 =s> m' = 5,5 g 

760 28 

m s -m-m' = 6,5 g 


Problema 23. Un recipiente cerrado de 50 1 contiene hidrogeno medido a 15° C 
y presion de 1,5 atm. Determinar el peso del hidrogeno contenido en el recipien¬ 
te. Si se pone en comunicacion con el exterior, donde la presion es de 760 mm, 
determinar el peso y el volumen de hidrogeno medido en condiciones normales 
que sale del recipiente. La temperatura dentro y fuera de el es de 15° C. 


Solucion 


1 ) 


pV = nRT => 1,5 x 50 = -y- 0,082 x 288 => 


m = 6,3 g 


2) Quedan en el recipiente: 


50 = -y- 0,082 x 288 =i> m' = 4,2 g 


luego la masa que sale es: 


m = 6,3 - 4,2 = 2,1 


Esta masa en condiciones normales ocupara un volumen: 

2 


m — V^o 2,1 — Vq 


22 400 


V 0 = 23 520 cm 3 = 23,52 1 


Problema 24. Dos muestras de gas cripton se senalan con las letras A y B. La 
rnuestra A ocupa 150 cm 3 a la presion de 300 mm de mercurio y a la temperatura 
de 15°. Se ha determinado su masa y se sabe que es 0,215 g. De la rnuestra B no 
se ha determinado su masa, pero se sabe que ocupa 250 cm 3 a la presion de 
125 mm de mercurio y temperatura de 80°. Con estos datos se desea saber en cual 
de las dos muestras hay mayor cantidad de gas y cual es la densidad del cripton 
en condiciones normales. 


Solucion 


Con la rnuestra A calculamos la masa molecular del cripton: 

P*y a = n A RT A => 150 x 10--’ = - 5^1 0.082 x 288 =5> M = 85.75 g 


La masa que hay en la rnuestra B sera: 


125 . m B 

p B V B = n B RT B => ygjj- 250 x 10" 3 = 0,082 x 353 

Luego hay mas masa en la rnuestra A. 

El valor de la densidad en condiciones normales es: 


.-o 


85,75 
22 400 


= 3,828 x 10" 3 g/cm 3 


=> m B = 0,122 g 
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Problems 25. Un recipiente cuyo volumen es de 10 1 contiene 16 g de oxigeno, 
siendo su temperatura de 13° C y esta en comunicacion por medio de una Have 
(inicialmente cerrada) con otro recipiente de volumen 8 1, contiendo oxigeno a la 
presion de 700 mm de mercurio y temperatura de 13° C. Se abre la Have que 
pone en comunicacion ambos recipientes. Determinar: 

1. Masa inicial del oxigeno en el segundo recipiente. 

2. Indicar de que a cual recipiente pasa oxigeno y cantidad del mismo que pasa. 

3. Presion final del gas, una vez que se ha alcanzado el equilibrio. 



Problema XX-25 


Solucion 

1 ) 


pV = nRT => 8 = -2L 0,082 x 286 => 

/oU 51 


2) y 3) A1 abrir la Have me quedan 18 1 de O 2 de masa, 26 g y a T = 286° K. Luego la presi6n 
final sera: 

pV = nRT => p 18 = 0,082 x 286 =s> 


Calculemos ahora la masa que hay en el primer recipiente a la presi6n de 1,06 atm en los 10 1 y 
a T = 286° K: 

pV = nRT => 1,06 x 10 =-^-0,082 x 286 =*> m = 14,6 g 
Luego pasan del 1) al 2): 

m - 16 - 14,6 = 1,4 g 


p = 1,06 atm 



Problems 26. Dos esferas A y B, de 5 y 10 1 de capacidad, contienen gas oxige¬ 
no. La esfera A contiene 96 g de oxigeno, y la B, 64. La temperatura de ambas es 
de 20° C. Si se ponen en comunicacion, calcular: 

1. La presion del equilibrio. 

2. Cantidad de oxigeno que pasa de una esfera a otra. 

3. Si una vez en equilibrio las dos esferas cerramos la comunicacion entre ellas y 
comunicamos la esfera A con la atmosfera, ^que cantidad de oxigeno contendra 
en el nuevo equilibrio? [Presion atmosferica: 748 mm (Hg).] 

Solucion 


1) Las condiciones despues de puestas en comunicacion son: 


m = 160 g 
V = 15 I 
T = 293° K 


=> 

nRT 
P — - T~ r - 

160 x 0,082 x 293 
=-—-—-= o atm 


y V 

32 x 15 


2) En el equilibrio en la esfera A hay una masa de 0 2 : 


pV = nRT 
Han pasado de A a B. 


8x5 = 0,082 x 293 => m = 53,3 g 


m = 96 - 53,3 = 42,7 g 


3) 


5 = 0,082 x 293 => 


m = 6,5 g 
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Problema 27. Un globo esferico de goma de 20 cm de diametro, que contiene 
aire a 20° C y presion de 80 cm de Hg, se lastra con una piedra y se echa a un 
lago cuyo agua esta a 4° C. A1 llegar al fondo se comprueba que su diametro se 
ha reducido a 18 cm. 

1. ^Que masa de aire contiene el globo? 

2. ^Que presion soporta el globo en el fondo del lago? 

3. <,Que profundidad tiene el lago? 

DATOS: Densidad del mercurio = 13,6 g/cm 3 . Peso molecular medio del 
aire = 28,8. 

Solucion 

l) 

pV = nRT => -4z- 4- 7rl ° 3 x 10 " 3 = °’ 082 x 293 * 

/O 3 Zo,o 


m = 5,28 g 


2 ) 


pV _ p'V' 

t r 


80 -y irlO 3 x 10‘ 3 
293 


p' -y r.9* x 10‘ 3 
111 


, = 80 x 10 3 x 277 


rm = 10^ 7 i 


3) 


Ap = ? gh 


=> 


h = 


Ap _ [103,7 - 80] 13,6 x 980 
pg 10 x 1 000 x 9,8 


m = 3,2 m 


Problema 28. En un recipiente de volumen 10 1 se han introducido 15 g de oxi- 
geno (peso atomico: 16) y 8 g de nitrogeno (peso atomico: 14). La temperatura es 
de 27° C. Determinar: 

1. La presion parcial del nitrogeno en el recipiente. 

2. La presion total de la mezcla gaseosa. 

3. iA que temperatura habria que enfriar el recipiente para que la presion de la 
mezcla gaseosa fuese de 760 mm de mercurio? 

Solucion 

1 ) 

p v = nRT => p N 10 = 0,082 x 300 =*> 


p N = 0,70 atm 


21 


P = Pn + Po 


p° 10 = 0,082 x 300 => po = 1,15 atm 

p = 0,70 + 1,15 = 1,85 atm 

3) ~ 


pV = p'V' 
T V 


V = V' 


=> 


1,85 


=> 


T= 162° K = - 111° C 
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Problema 29. Se tiene un recipiente de 10 1 que contiene nitrogeno medido a 
0° C y 1,5 atm; se introduce en el 5 g de oxigeno, sin cambiar la temperatura. 
Determinar: 

1. Presion final de la mezcla gaseosa. 

2. Peso del nitrogeno existente. 

3. Presion del oxfgeno en la mezcla. 


Solucion 


i) y 3) 

P = PN + PO 

pV = nRT =*> p o l0 = 0,082 x 273 =t> 


p m 1,5 + 0,35 = 1,85 atm 

2 ) 

p N V = nRT =s> 1,5 x 10 = 0,082 x 273 =J> 


Po- 0,35 atm 


Problema 30. En un recipiente de volumen 5 1, en condiciones normales, y que 
contiene aire seco, se introducen 2 1 de nitrogeno medido a 760 mm y 27° C, 
siendo la temperatura final de la mezcla de 10° C. Determinar: 

1. Masa del nitrogeno que se ha introducido. 

2. Presion final de la mezcla. 

3. que temperatura hay que enfriar la mezcla para que la presion de ella sea 
de 1 atm? 


Solucion 


pV = nRT 


_Z|2_ 2 = 0,082 x 300 => 


m = 2,3 g 


2) La presion parcial del nitrogeno se calcula por: 

pV _ J_ 760 x 2 000 = 300 
T p N 5 000 283 


PhV' T p N 5 000 

La presion parcial del aire se calcula por: 


=> p N = 286,8 mm (Hg) 


pV = J_ 
PaV 


T 


760 V 
PaV 


273 

283 


=> Pa— 787,8 mm (Hg) 


Pioiai = Pn + Pa= 286,8 + 787,8 = 1 074,6 mm (Hg) 


3) 


pV = _7_ 
p'V' T 


1 074,6 V 
760 V 


283 


273 + / 


/ = - 73° C 
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Problema 31. Un cilindro metalico de 2 dm 2 de section esta cerrado por un 
embolo de peso despreciable y que se desplaza siri rozamiento, y contiene aire a 
0° C y presion 76 cm de Hg, cuando el embolo esta a 50 cm del fondo del ci¬ 
lindro. 

1. Calcular la fuerza necesaria sobre el embolo para mantenerlo a 30 cm del 
fondo del cilindro, siguiendo la temperatura interior a 0° C. 

2. Calcular la presion del interior del cilindro, si se introducen 6 g de oxfgeno, 
sin dejar salir nada del aire, y se calienta el cilindro hasta 105° C, siguiendo el 
embolo a 30 cm del fondo. 


l) 


Solution 


pV = p'V 


=> 


pV = 1550 

V 530 


5 

— atm 
3 


Como inicialmente la fuerza F que actua sobre el aire (debida a la atm6sfera y al peso del 
pistdn) produda 76 cm = 1 atm, la fuerza que tenemos que hacer sobre el pistdn tendra que 
producir una presion: 


5 2 2 x 1,033 kp 

-1 = — atm =-— 

3 3 3 cm 2 


0,69 kp/cm 2 


luego: 

F" = p"S = 0,69 x 200 = 138 kp 


2) El numero de moles de aire que contiene el cilindro es: 


n 


pV_ 

RT 


1x2x5 
0,082 x 273 


moles 


Los 6 g de 0 2 son: 


32 


16 


moles 


El numero total de moles es: 



. _ 10 



0,082 x 273 

' IllUlCb 

16 

nRT 

r io + 3 

[ 0,082 x 273 16 

j 0.082 x 378 

V 

3x2 



Problema 32. La velocidad de propagation del sonido en un gas viene dada por 
la expresion: 

C= A /M*r 

V M 

en donde R = constante de los gases ideales, T = temperatura absoluta y 
M - peso molecular. 

1. ^Que tanto por ciento de vapor de agua tendra una mezcla de vapor de 
agua + aire en la cual se propaga el sonido con la misma velocidad que en el 
nitrogeno? 















2. ^Cuanto valdria esta velocidad a 100° C? 

3. ^Que error se cometeria si se considerase en su lugar el valor de 340 m/s o 
valor normal de la velocidad del sonido en el aire a 20° C? 

Datos: Peso molecular del agua: 18. Peso molecular aparente del aire: 28,8. 
Peso molecular del nitrogeno: 28. 


Solution 



=> x = 92 % de aire 


luego tendr£ 8 % de vapor de agua. 


2 ) 


c = 


V 


1,4 x 8.314 x 1Q 7 (273 + 100) 


28 


= 394 m/s 


3) 


= (c - 340) = 54 nVs => £ r = ——= o,14 => 14 % 

c _ 
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Capitulo XXI 


TEORIA CINETICO MOLECULAR 


FORMULARIO —- 

= presion 

= masa de una molecula 
= numero de moleculas por cada cm 3 
= velocidad cuadratica media 

= energfa media 
= constante de los gases 
= numero de Avogadro 
= temperatura absoluta 


P = 


E = 


-y- mnc 2 


R 

N 


T = 


kT 


P 

m 

n 

c 

E 

R 

N 

T 


Problema 1 . Calcular la velocidad cuadratica media de las moleculas del gas 
hidrogeno, en condiciones normales. 

Solution 


-T-? * *- v¥- vy 


Considerando el gas en condiciones normales: 

M 


p = 760 mm de Hg 
t = 0°C 


22 400 


(M = masa molecular) 


V 


3 x 76 x 13,6 x 980 x 22 400 


= 1,8 x 10 5 cm/s =1,8 km/s 



Problema XXI-2 


Problema 2. Maxwell sono con un ser, un demonio, que abriendo y cerrando 
una compuerta entre dos recipientes con gas a la misma temperatura dejase pasar 
de B a A las moleculas rapidas y de A a B las lentas. Si existia agua en los dos 
recipientes, pronto verfamos hervir al agua en A y formarse hielo en B. ^Por 
que? 
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Solucion 


Segun la teoria cineticomolecular, la temperatura absoluta y la energfa cinetica media de las 
moleculas son proporcionales: 

E = kT 
2 

k es una constante universal (constante de Boltzman = R/N, siendo R la constante universal de 
los gases perfectos y N el numero de Avogadro). La seleccidn de moleculas r£pidas en A y 
lentas en B haria aumentar la energfa cinetica en A y disminuirfa en B , aumentando y dismi- 
nuyendo, respectivamente, la temperatura de los recintos. 


Problema 3. <,Es posible que, colocado un balon frente a una porterfa de futbol, 
actuasen las moleculas del aire, «en calma» aparente, de delantero centro y de un 
fuerte «punterazo» lograsen un gol imparable? 

Solucion 

Si un capricho de azar hiciese que en un instante las moleculas rapidas tuviesen componente 
hacia la porteria y las lentas en sentido contrario, el hecho se realizana, siendo asf posible , 
aunque su probabilidad sea pr£cticamente nula. 



Problema 4. Calcular la energfa cinetica molar de traslacion de un gas a 0° C. 


Solucion 


Segun el principio de equiparticidn de la energfa, a cada mol6cula y por cada grado de libertad 
le corresponde una energfa: 



Siendo 3 los grados de libertad en la traslaci6n, la energfa de cada molecula es: 



La energfa molar se obtiene multiplicando esta expresion por el numero de Avogadro: 

£ = -L kNT = RT 
2 2 

ya que el producto de la constante de Boltzman por N es la constante universal de los gases 
perfectos R. Sustituyendo en el sistema CGS: 


E = 


2_ 76 x 13,6 x 980 x 22 400 
2 273,16 


273,16 ergios 


Dividiendo el resultado por 10 7 , obtenemos «julios». El calculo se simplifica, considerando 
que: 


R = 2 cal/°K mol = 2 x 4,18 J/°K mol 


E = -j- 2 x 4,18 x 273,16 J = 3 425 J 


Problema 5. Calcular a que altura podria ser elevado sobre la Tierra un hombre 
de 70 kg por la energfa de traslacion de 100 g de hidrogeno a 100° C. (No se tiene 
en cuenta la variacion del peso con la altura.) 
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Solution 



Como la masa de un mol de hidr6geno es 2 g, en los 100 g hay 50 moles. La energia de 
traslaci6n a 0° C ser£ la de un mol = 3 425 J (segun el problema anterior), multiplicada por 
50: 


E 0 = 3 425 x 50 J 

Las energias son proporcionales a las temperaturas absolutas: 


273.16 

373.16 


3 425 x 50 

£|IHI 


273.16 

373.16 




£| 0 « 


3 425 x 50 x 373,16 
273,16 


= 233 942 J = 23 871 kgm 


Suponiendo el peso del hombre de 70 kg como constante, la altura a que podria ser elevado 
serfa: 


h = 


23 871 
70 


= 341 m 


Problema 6. Calentamos 1° C a 1 mol de un gas «biatomico». Calcular la varia¬ 
tion de energia cinetica molar. 


Solution 

Las moteculas de un gas biat6mico tienen 5 «grados de libertad» las posibilidades de traslaci6n 
a lo largo de los 3 ejes, m§s 2 posibilidades de rotacidn alrededor de 2 ejes perpendiculares al 
que une los £tomos. 

La energia molar sera: 


E = -j- RT 

y el incremento de energia al variar la temperatura: 

AE = -j- RAT = -j-2 x 4,18 x 1 = 20,9 J 


Problema 7. Cincuenta y seis gramos de nitrogeno (peso molecular: 28) estan a 
la temperatura de 27° C. Se pide calcular: 

1. La energia cinetica total de sus moleculas (R = 8 J/°K • mol). 

2. Si esta energia cinetica se convirtiese totalmente en trabajo en 30 s, ^cuantos 
CV desarrollaria? 

3. Suponiendo que la masa de nitrogeno ocupa un volumen de 10 1 a la citada 
temperatura, ^que presion ejercera? 

Solution 

1) La energia cinetica de n moles de gas biatomico (5 grados de libertad) es: 

E = -j- nRT = 8 x 300 = 12 000 J 

2 ) 



31 

pV = nRT =*> p 10 = 0.082 x 300 => 


p = 4,92 atm 
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Capitulo XXH 


EL CALOR Y SUS EFECTOS. HIGROMETRIA . 

GASES REALES . DISOLUCIONES 


A) MEZCLAS 
FORMULARIO 


AQ = McAt 


C= Me 
Q = Ml 


AQ = calor 

M = masa 

c = calor especffico 

Jr = intervalo de temperatura 

C = capacidad calorffica o equivalente en agua de un cuerpo 
/ = calor latente de cambio de estado 


Problema 1 . Calcular la temperatura final de una mezcla de 10 y 80 1 de agua 
cuyas temperaturas respectivas son 70° C y 20° C. 


Solucion 


10 (70 - /) = 80 (/ - 20) 


2 300 
90 


25,6° C 


Problema 2. En un calorimetro que contiene 440 g de agua a 9° C se introduce 
un trozo de hierro de masa 50 g a la temperatura de 90° C; la temperatura del 
equilibrio es 10° C. Calcular el calor especffico del hierro. 


Solucion 


440(10 - 9) = 50c(90 - 10) 


440 
4 000 


= 0,11 cal/g • °C 


Problema 3. En un vaso calorimetrico de cobre, cuya masa es 40 g, se ponen 
380 g de alcohol; el conjunto esta a una temperatura de 8° C. Se introduce en el 
alcohol un trozo de cobre de 122 g a la temperatura de 50° C. La temperatura de 
equilibrio es 10° C. Calcular el calor especffico del alcohol. Calor especffico del 
cobre: 0,095 cal/g • °C. 
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Solution 


40 x 0,095(10 - 8) + 380c(10 - 8) = 122 x 0,095(50 - 10) 




c = 0,6 cal/g • °C 


Problema 4. En un deposito se tiene 1 m 3 de agua a 5° C; se dispone de agua a 
65° C que sale por un grifo a razon de 100 cm 3 /s. Calcular el tiempo que debe 
estar abierto el grifo para que la temperatura de la mezcla sea de 35° C, despre- 
ciando toda influencia del medio exterior. 

Solution 

Un metro cubico de agua (10 6 g) necesita para pasar de 5° a 35° C: 

Q = 10 6 (35 - 5) = 3 x 10 7 cal 
Una masa de M g de agua al pasar de 65° a 35° C cede: 

Q = A/(65 - 35) = 30 M cal 

Las dos cantidades de calor deben ser iguales por el principio de las mezclas; por tanto: 

3 x 10 7 = 30 A* =J> M = 10 6 g 

Cada segundo vierte el grifo 100 cm 3 , es decir, 100 g. Luego el tiempo necesario para disponer 
de 10 6 g de agua caliente es: 

/ = = 10 4 s = 2 h 46 m 40' 

100 


Problema 5. Cien gramos de una aleacion de oro y cobre, a la temperatura de 
75,5° C, se introducen en un calorfmetro con 502 g de agua a 25° C; la temperatu¬ 
ra del equilibrio termico es de 25,5° C. Calcular la composition de la aleacion. 
Calor especffico del oro: 0,031 cal/g • °C. Calor especifico del cobre: 
0,095 cal/g • °C. 


Solution 


Cien gramos de aleacion est£n compuestos de * gramos de cobre y (100 - x) g de oro. 
x gramos de cobre al pasar de 75,5° a 25,5° C ceden: 

<2, = jc0,095(75,5 - 25,5) = 4,75jc cal 

100 - x g de oro ceden: 

Q 2 = (100 - jc) 0,031 (75,5 - 25,5) = 155 - 1,55* cal 
La totalidad del calor cedido sera: 

Q = 4,75* + 155 - 1,55* = 155 + 3,2* cal 
El agua se ha calentado absorbiendo: 

Q = 502(25,5 - 25) = 251 cal 


Igualando las cantidades de calor cedido y absorbido: 
155 + 3,2* = 251 


* = 30 g de Cu 


100 - * = 70 g de Au 







Problema 6. En un platillo de una balanza se coloca una tara invariable y en el 
otro se van colocando sucesivamente los objetos y pesas necesarios para estable- 
cer el equilibrio. a) Un calorimetro cuyo equivalente en agua son 8 g y pesas por 
valor de 390 g. b) El mismo calorimetro con cierta cantidad de agua a 32° y pesas 
por valor de 128 g. c) El mismo calorimetro con el agua que tenia y un bloque de 
hielo a 0° y pesas por valor de 118 g. Cuando el hielo se ha fundido la temperatu- 
ra del agua ha descendido a 28°. Deducir de estos datos el calor de fusion del 
hielo. 

Solucion 


La masa de agua a 32° C es: 

M = 390 - 128 = 262 g 

La masa de hielo a 0° C es: 


M' = 128 - 118 = 10 g 


Aplicando el principio de las mezclas nos queda: 

(262 + 8) (32 - 28) = 10/ + 10 x 28 




/ = 80 cal/g 


Problema 7. En un calorimetro cuyo equivalente en agua es despreciable hay 
1 kg de hielo a -10° C. ^Cuantos gramos de agua a 80° C hay que introducir en 
el para que la temperatura final sea de 10° C? Si en lugar de agua a 80° C se 
introduce vapor de agua a 100° C, ^cuantos gramos de este habria que introducir 
para que la temperatura final sea de 40° C? ^Que volumen ocupa el vapor de 
agua introducido si la presion a que se mide es de 700 mm de mercurio? Peso 
molecular del agua: 18. 

Solucion 


1) Calor especifico del hielo = 0,5 cal/g • °C: 

M(80 - 10) = 10 3 x 0,5 x 10 + 10 3 x 80 + 10 3 x 10 =*> 


M = 1 357 g 


2) Calor de vaporizacidn del agua = 540 cal/g: 

A/'540 -I- A/' (100 - 40) = 10 3 x 0,5 x 10 + 10 3 x 80 + 10 3 x 40 => 


M' = 208 g 


3) 


pV = nRT => V = 0,082 x 373 => 


760 


18 


V = 384 1 


Problema 8. Mezclamos 1 kg de agua a 95° C con 1 kg de hielo a -5° C. <[,Dis- 
pondremos de suficiente calor para fundir todo el hielo? Si es asi, que tempe¬ 
ratura queda la mezcla? Calor especifico del hielo: 0,5 cal/g • °C. Calor de fusion 
del hielo: 80 cal/g. 


Solucion 

Un kilogramo de agua al pasar de 95° a 0° C cede: 

(2, = 10 3 x 95 = 95 000 cal 
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Un kilogramo de hielo necesita para pasar de -5° a 0° C y fundirse: 

0 2 = io 3 x 0,5 x 5 + 10 3 x 80 = 82 500 cal 


El agua caliente suministra, por tanto, las calorfas necesarias para fundir todo el hielo; la 
temperatura final a que quedar£ el agua caliente sera t° y el agua procedente del hielo se 
calentara hasta tal temperatura. La igualacidn de los calores cedido y absorbido conduce a: 


10 3 (95 - 0 


10 3 x 0,5 x 5 + 10 3 x 80 + 10 3 / 




/ = 6,25° C 


Problema 9. Mezclamos 1 kg de agua a 50° C con 1 kg de hielo a -20° C. ^Dis- 
ponemos de suficiente calor para fundir todo el hielo? En caso contrario, ^que 
masa de hielo queda sin fundir? 


Solucion 


Un kilogramo de agua a 50° C cede al pasar a 0° C: 

0, = 10 3 x 50 = 50 000 cal 

Un kilogramo de hielo necesita para pasar de -20° a 0° C y fundirse: 

0 2 = 10 3 x 0,5 x 20 + 10 3 x 80 = 90 000 cal 

El agua caliente no suministra, por tanto, las calorias necesarias para fundir el hielo, quedando 
una masa de este sin fundir. 

Llamando M a la masa fundida de hielo, se verifica: 

10 3 x 50 = 10 3 x 0,5 x 20 + 80M => M = 500 g 
Por tanto, quedan sin fundir 


500 g. 


Problema 10. Se mezclan en un calorimetro (equivalente en agua = 10 g) 100 g 
de hielo a -10° C con 200 g de agua a 80° C. Determinar: 

1. La temperatura final de la mezcla. 

2. Cantidad de vapor de agua a 100° C que habria que introducir para que la 
temperatura final fuese de 90° C. 


Solucion 


1) 200 g de agua al pasar de 80° a 0° C ceden: 


0, = 200 x 80 = 16 000 cal 

100 g de hielo a -10° C (en el recipiente indicado) necesitan para fundirse: 

0 2 = 100 x 0,5 x 10 + 100 x 80 + 10 x 10 = 8 600 cal 

luego disponemos de calor sobrado para fundir el hielo. La temperatura final estara compren- 
dida entre 0° y 80° C. 


200(80 - /) = 8 600 + 110/ 


/ = 24° C 


2) El sistema ha quedado reducido a 300 g de agua (considerando el equivalente del calori- 
metro, 310) a 24° C. Para calentarlo hasta 90° C hara falta una masa de vapor que se obtiene: 


310(90 - 24) = A/540 + M( 100 - 90) 




M = 31 g 






Problema 11. En un vaso de cobre, abierto, que pesa 1,5 kg, conteniendo un 
bloque de hielo de 10 kg a la temperatura de -10° C, se inyectan 5 kg de vapor 
de agua a 100° C. Se pide la temperatura final de la mezcla. Discutase el resulta- 
do obtenido e interpretese (calor especifico del cobre: 0,08). Se pide, ademas, 
determinar cual seria el peso del vapor a emplear para que la temperatura final 
de la mezcla sea 100°. 

Solucion 


Para pasar el bloque de hielo de -10° C a agua Ifquida a 100° C y calentar el vaso de cobre de 
— 10° a 100° C hacen falta un numero de calorias dado por: 

0, = io 4 x 0,5 x 10 + 10 4 x 80 + 10 4 x 100 + 1 500 x 0,08 x 110 = 1 863 200 cal 


A1 condensarse todo el vapor de agua a 100° C desprenderia: 

0 2 = 5 x 10 3 x 540 = 2 700 000 cal 


sobra, por tanto, vapor de agua que borbotear£ en el liquido. La masa de vapor de agua 
condensada es la necesaria para proporcionar 1 863 200 cal. 


1 863 200 = A/540 


M = 3 450 g 


Problema 12. Por una tuberia calentada en su punto medio con una llama inva¬ 
riable fluye agua a razon de 50 1 por min. La temperatura de entrada es de 20° C 
y la de salida de 35° C. Otro liquido, de densidad 0,8 g/cm 3 , circula a continua¬ 
tion por el mismo tubo calentado por la misma llama, pero con un caudal de 15 1 
por min. Las temperaturas en los dos extremos se estacionan ahora en 18° C y 
68° C. Calcular con estos datos: 

1. El calor especifico del liquido. 

2. El calor total absorbido por el liquido y el agua si el tiempo de circulation de 
cada uno de ellos fue de 1 h, admitiendo que no existen perdidas por radiation. 

Solucion 


1) En un minuto la cantidad de calor absorbido por los 50 1 de agua es: 
0, = 50 x 10 3 (35 - 20) = 75 x 10 4 cal 


luego: 

2 ) 


75 x 10 4 = 15 x 10 3 c(68 - 18) 


c - l cal/g °C 


0 2 = 60 0, = 60 x 75 x 10 4 = 45 x 10 6 cal 


Problema 13. En un recinto termicamente aislado hay un litro de agua a 12° C. 
En ella se introducen 150 g de cobre a 200° C. ^Que cantidad de hielo fundente 
habra que anadir para que, una vez fundido, la temperatura final sea de 0° C? 
^Que temperatura se alcanzara si se ahaden 100 g de hielo fundente? ^Que suce- 
dera si se ahaden 200 g de hielo fundente? Calor especifico del cobre: 
0,095 cal/g • °C. 

Solucion 

Calculemos primero la temperatura final t del agua y cobre: 

1 000 (t - 12) = 150 x 0,095(200 - /) => / = 15° C 





1 ) 


10 3 x 15 -l- 150 x 0,095 x 15 = 80M =J> 


M = 190 g 


2 ) 


10 3 (15 - /') + 150 x 0,095(15 - /') = 100 x 80 + 100/' 


/' = 6° C 


3) La temperatura final sera 0° C y el sistema estara compuesto por: 


1 190 g de agua 
10 g de hielo 
150 g de cobre 


Problema 14. En un vaso Dewar que contiene 300 g de un liquido a 25° C se 
introducen 150 g de hielo a -6° C. 

1. i Se fundira todo el hielo suponiendo que el vaso esta bien aislado? 

2. Si no se funde totalmente, ^que masa de hielo subsistira una vez alcanzado el 
equilibrio? 

3. que temperatura deberia estar inicialmente el liquido para que se fundiera 
justamente el hielo y todo el sistema quedara a 0° C? 

Datos: Calor especifico del liquido: 0,950 cal/g • °C. Equivalente en agua del 
vaso Dewar = 30 g de agua. 


Solucion 


1) Calorias necesarias para fundir todo el hielo: 

Q } = 150 x 0,5 x 6 + 150 x 80 = 12 450 cal 
Calorias cedidas por el liquido y el vaso al pasar de 25 a 0° C: 

Q 2 = 300 x 0,950 x 25 + 30 x 25 = 7 875 cal 

luego 


no se funde todo el hielo. 


2) La cantidad de hielo que se funde serii: 

7 875 = 150 x 0,5 x 6 + 80M 

luego quedan: 


M = 93 g 


M' - 150 — 93 = 57 g de hielo 


3) 


300 x 0,95/ + 30/ = 150 x 0,5 x 6 + 150 x 80 


/ = 40° C 


Problema 15. En un recipiente aislado termicamente hay 10 kg de hielo enfria- 
do a -10° C. Se inyecta en el recinto 2 500 g de vapor de agua a 100° C. Se pide: 

1. La temperatura y la composicion de la mezcla una vez alcanzado el equilibrio 
termico. 

2. La cantidad de energia que podria obtenerse de este sistema si se le enfriara a 
0° C. 


Solucion 

1) (,Se puede fundir el hielo con el calor desprendido por el vapor de H.O, quedando al final 
H,0 liquida a 0° C? 
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La cantidad de calor necesaria Q para calentar y fundir el hielo es: 

Q ] = 10 000 x 0,5 x 10 + 10 000 x 80 = 850 000 cal 
Calor desprendido en la condensaci 6 n y enfriamiento: 

Q 2 = 2 500 x 540 + 2 500 x 100 = 1 600 000 cal 
El hielo se funde totalmente, ya que Q 2 > Q\- 

<,Se puede fundir el hielo y que el sistema sea agua h'quida a 100° C? 

La cantidad de calor necesaria Q para calentar y fundir el hielo y calentar el H 2 0 liquida, 
procedente de la fusidn hasta 100° C, es: 


Q 2 = 850 000 + 10 000 x 100 = 1 850 000 cal 
Calor desprendido en la condensaci 6 n del vapor de agua: 

Q 4 = 2 500 x 540 = 1 350 000 cal 

A1 ser C ? 4 < C 3 , el calor de la condensacidn es insuficiente para que el sistema sea agua liquida 
a 100° C. 


El SISTEMA FINAL ES AGUA LIQUIDA A UNA TEMPERATURA / COMPRENDIDA ENTRE 0° Y 100° C. 


La ecuaci 6 n que nos determina la temperatura de equilibrio es: 
850 000 + 10 000/ = 1 350 000 + 2 500(100 - /) 


/ = 60° C 


2) El sistema final son 12 500 g de agua liquida a 60° C. Al enfriar tal sistema a 0° obtene- 
mos: 

Q = 12 500 x 60 = 75 x 10 4 cal 


B) CONDUCCION DE CALOR 

-FORMULARIO- 

Ley de Fourier: 

h - h 

Q = KS — -- r 

x 

o su expresion diferencial: 

Q = KS ^r 

«La cantidad de calor que atraviesa un muro es directamente proporcional a 
su superficie, a la diferencia de temperatura entre sus dos caras y al tiempo, 
e inversamente proporcional al espesor.» 

K = coeficiente de conductividad de la sustancia. 

Ley de Newton: 

Q = hS(t 2 - tl )r 

«La cantidad de calor radiada por un cuerpo es directamente proporcional a 
su superficie, al tiempo y al exceso de temperatura del cuerpo sobre el 
ambiente (si la diferencia de temperatura no excede de unos 20°)». 
h = coeficiente de radiacion de una superficie. 
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Problema 16. Una caldera de hierro cuya superficie es de 2 m 2 ysu espesor de 
1 cm contiene agua a 80°. La temperatura del ambiente es de 30°, y se puede 
considerar como constante. Calcular la perdida de calor por conduccion, en 1 s. 
(Consideremos las superficies exterior e interior de la caldera practicamente igua- 
les y que no hay variation sensible en la temperatura del agua.) Coeficiente de 
conductividad del hierro: 0,2 cal/cm • s • °C. 


Solucion 


Aplicando la ley de Fourier: 


Q = 



Q = 0,2 x 2 x 10 4 80 30 x 1 = 2 x 10 5 cal = 200 kcal 


Problema 17. Una vasija cilfndrica de hierro, cuyo radio es de 10 cm y su altura 
20 cm, esta cerrada hermeticamente, conteniendo hielo a 0° C en su interior. El 
ambiente externo esta a una temperatura constante de 25° C. El espesor de la 
chapa de hierro es de 0,1 cm. Calcular la masa de hielo fundida en un segundo, 
considerando el calor conducido a traves de la chapa. Supongamos las superficies 
externa e interna del cilindro practicamente iguales a la exterior. Calor de fusion 
de hielo: 80 cal/g. Conductividad del Fe: 0,2 cal/cm • s • °C. 

Solucion 

S = 2 7irh + 2nr 2 = 2n{rh + r 2 ) = 2 tt( 10 x 20 + 100) = 1 885 cm 2 
t 2 - u 

Q = KS —-— t = 0,2 x 1 

e 


Q = masa fundida x calor de fusion => 


885 -jjj- 1 = 94 250 cal 




Problema 18. Un matraz esferico de vidrio de 20 cm de diametro externo y de 
paredes gruesas (1 cm de espesor) se llena de hielo a 0° C (2 kg de hielo) y se 
introduce en agua hirviendo. Calcular el tiempo que tarda en fundirse el hielo, 
suponiendo que el matraz es una esfera perfecta. Coeficiente de conductividad 
del vidrio: 0,02 cal/cm • s • °C. Calor de fusion del hielo: 80 cal/g. 



Solucion 

La cantidad de calor conducido por el vidrio en 1 s viene dado por la formula: 

Q = KS — = K47:r — =*> Q — = 4.t Kdt => <2 | — = 4 r.K f' dt 

dr dr r J , r 2 1 , 

e [• -r]i - 2 [tt - t] ■ Q -^r ■* 2 - PV 


Q = 4^0,02 x 100 10 , x 9 cal = 2 262 cal 


Este es el calor que llega al hielo cada segundo; el que se transmite en t segundos sera: Qi 
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Para fundir 2 000 g de hielo hacen falta: 


Igualando valores: 


2 000 x 80 = 160 000 cal 


2 262/ = 160 000 


=s> 


/ = 70 s = l m 10 s 


Problema 19. Dona Ahorros tiene un cuartito interior donde hace labor las tar- 
des de invierno. Arriba, abajo, a la izquierda y al fondo de la habitation viven 
vecinos que encienden la calefaccion. Ella no la enciende y hace su labor calenti- 
ta. La superficie de las paredes que transmiten calor es de 40 m 2 y tales paredes 
son de ladrillo, de 10 cm de espesor, y cuyo coeficiente de conductibilidad es 
0,0015 cal/cm • s • °C. 

El precio del carbon que gastan los vecinos es de 7 500 pesetas tonelada, y su 
calor de combustion es de 7 500 cal/g. Suponiendo 12 h diarias en que la diferen- 
cia media de temperaturas entre los ambientes sea de 10° C, ^en cuantas pesetas 
perjudica dona Ahorros a sus vecinos en la temporada de invierno (4 meses)? 



Solution 


El calor transmitido en 1 s es: 

Q = KS - - - = 15 x l(r 4 x 40 x 10 4 2$- = 600 cal 
e 10 

El calor perdido en 120 d (4 meses) a 12 h diarias ser£: 

Q = 600 x 3 600 x 12 x 120 = 31 104 x 10 5 cal 


Como cada gramo de carbon produce 7 500 cal, el numero de gramos de carb6n «perdidos» 
seran: 


M = 31 104 x 10 5 
75 x 10 2 


414 720 g = 0,4 t 


Luego el perjuicio ha sido de: 

P = 0,4 x 7 500 = 3 000 ptas 


C) HIGROMETRIA 
- FORMULARIO — 



m' 

P 

f 


= estado higrometrico relativo o humedad relativa. 
= masa de agua por m 3 . 

= masa de agua por m 3 a saturacion. 

= tension de vapor de agua. 

= tension maxima de vapor de agua. 
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Problema 20. Un recipiente de volumen 10 1 contiene aire a la presion de 
740 mm de mercurio y temperatura de 27° C. Humedad relativa del aire: 0,8. 
Determinar: 

1. Peso del aire seco contenido en el recipiente. 

2. Peso del vapor de agua contenido en el recipiente. 

3. Cantidad de agua que habria que introducir para que el aire quede saturado a 
dicha temperatura. 

Tension del vapor de agua a 27° C: 27 mm de mercurio. Peso de 22,4 1 de 
aire en condiciones normales: 29 g. 

Solucion 


1) Llamando pj a la presi6n de vapor de agua y p 2 a la del aire seco: 

Pi + Pi = 740 mm de Hg 

y como: 


Pi 


luego: 


2 ) 


E = -y- => p, = Ef = 0,8 x 27 = 21,6 mm de Hg 


p 2 = 740 - 21,6 = 718,4 mm de Hg 


_ _ 718,4 m 2 

pV = nRT => —— 10 = — 2 - 0,082 x 300 => 
/oU 2y 


m 2 = 11 g 


21,6 m, 

pV = nRT => —- 10 = -2- 0,082 x 300 =*> 
/oU 18 


mj = 0,2 g 


3) Si es m la masa a saturaci6n: 


^ m, m, 0,2 

£ = ^ m = _ = _ = 0> 25g 


luego habria que introducir: 


m' = m - m, = 0,05 g 


Problema 21. Se tiene 1 m 3 de aire medido a 20° C y presion de 740 mm de 
mercurio, cuya humedad relativa es de 0,4. Determinar: 

1. Los gramos de vapor de agua contenidos en el metro cubico de aire. 

2. ^Cuantos gramos de agua hay que anadir a ese metro cubico de aire para que 
quede saturado? 

3. Si este aire saturado se enfria a 10° C, ^cuanto vapor de agua se condensa? 
Datos: Tension maxima del vapor de agua a 20° = 18 mm de mercurio. Tension 
maxima del vapor de agua a 10° C = 9 mm de mercurio. 

Solucion 

1) Llamando p, y m, a la presidn de vapor de agua y a la masa de este vapor se obtienen: 
E = -y— => pi = Ef = 0,4 x 18 = 7,2 mm de Hg 
7 2 m 

pV = nRT =s> 10- 1 = — 4- 0,082 x 293 =i> 

760 18 


m, = 7,1 g 
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2) Llamando m a la masa de vapor de agua cuando el metro cubico de aire est£ a saturaci6n a 
20° C, se obtendrS: 


E 


mi 

m 


7,1 

"oT 


= 17,7 g 


luego hay que anadir: 

m 2 = m - m, = 10,6 g 


3) Llamando m' a la masa de vapor de agua cuando el metro cubico de aire est£ a saturaci6n 
a 10° C, se obtendr£: 

pV = nRT => 10 3 = 0,082 x 283 =s> m' = 9,2 g 

/oil lo 

luego la masa m c de vapor de agua que se condensa ser£: 

m c = m - m' = 17,7 - 9,2 = 8,5 g 


Problema 22. Se tienen 2 m 3 de aire medidos a 27° C a la presk5n de 760 mm y de 
humedad relativa 0,8. Determinar: 

1. El peso de ese volumen de aire humedo. 

2. Cantidad en gramos de vapor de agua existente en ese volumen de aire. 

3. Si se enfria a 10° C, ^cuanto vapor de agua se condensa? 

Tension del vapor de agua a 27° C = 26 mm; a 10° C = 9 mm de mercurio. Peso 
de 1 1 de aire seco en condiciones normales: 1,3 g. 


Solucion 

1) y 2) La presi6n de vapor de agua se calcula: 

E = -y- => p] = fE = 26 x 0,8 = 20,8 mm de Hg 
Presidn del aire seco: 

p 2 = 760 - 20,8 = 739,2 mm de Hg 

Llamando m, a la masa de vapor de agua y m 2 a la masa de aire seco, se calculan aplicando: 

pV = nRT 

739 2 vn 

' 2 x 10 3 = -^4- 0,082 x 300 => m 2 = 2 277 g 


760 

20,8 


28,8 


2 x 10 3 = 


m i 


0,082 x 300 => 


760 18 

luego la masa total de los 2 m 3 de aire humedo ser£: 


m, = 40 g 


m = 2 277 + 40 = 2 317 g 


3) La masa m' de agua a saturacidn en ese volumen y a 10° C es: 

pV = nRT =s> -£r- 2 x 10 3 = 0,082 x 283 => m' = 18 g 

76U lo 

luego la masa de agua que se ha condensado es: 


m - 40 — 18 = 22 g 













Problema 23. Un tubo barometrico, dispuesto como en la experiencia de Torri¬ 
celli, tiene de longitud, desde el nivel del mercurio en la cubeta hasta su extremo 
superior, 1 m, y su section es de 1 cm 2 ; la presion atmosferica es de 1 013 000 
barias, y la temperatura, de 20° C. En la camara barometrica se introducen 2 mg 
de agua. Determinar: 

1. Altura de la columna barometrica antes de introducir el agua. 

2. Altura de la columna barometrica despues de introducir el agua. 

3. <[,Que cantidad de agua se ha evaporado? 

Tension maxima del vapor de agua a 20° C = 18 mm de mercurio. 

Solution 


l) 


P = Pgh 


=> 



1 013 000 

13,6 x 980 76 ° m 


2) y 3) A1 introducir agua en la camara barometrica se evapora hasta ejercer una presi6n de 
18 mm (Hg) si la cantidad de agua es suficiente para provocartal presidn en su evaporacidn. La 
camara barometrica tendria, entonces, un volumen: 

V = 100 - 76 + 1,8 = 25,8 cm 3 

La masa de vapor de agua, correspondiente a tal volumen, a la presidn de 18 mm de Hg y a 
20° C es: 


pV = nRT =s> 25,8 x 10“ 3 = 0,082 x 293 => 

/oU lo 


Por tanto, hay cantidad de H 2 0 suficiente para que exista la tensidn maxima y la masa evapo- 
rada es 0,46 mg. La columna barometrica tendr£ por altura: 


m = 0,46 x 10 3 g = 0,46 mg 


h = 76 - 1,8 = 74,2 cm 


Problema 24. En una probeta graduada invertida sobre agua (cuba hidroneuma- 
tica) se ha recogido un gas que ocupa un volumen de 100 cm 3 ; el nivel del agua 
dentro de la probeta esta 5 cm por encima del nivel del agua exterior. La tempe¬ 
ratura es de 20° C. Determinar: 

1. Volumen que ocuparia el gas seco en condiciones normales. 

2. Gramos de vapor de agua contenido en ese volumen. 

3. Si se introdujese la probeta en el agua hasta que el nivel de esta fuese el 
mismo dentro que fuera, ^que volumen se leeria en la probeta? 

Presion atmosferica: 740 mm de mercurio. Tension maxima del vapor de agua a 
la temperatura de 20° C: 18 mm de mercurio. Peso molecular del agua: 18. 

Solution 

1) Los 5 cm de agua equivalen a 5/13,6 cm de Hg. La presidn interior es, por tanto: 

Pi = 740 -mm de Hg 
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la presi6n parcial del gas seco es: 


p = 740 - - 18 = 718,3 mm 

13,6 

p y __ T _ 718,3 x 100 _ 293 

PoVo T„ * 760 V 0 273 ^ 


V 0 = 88 cm * 1 2 3 


2 ) 


pV= nRT 


100 x 10- 3 = 0,082 x 293 

760 lo 


m = 18 x 10“ 4 g 


3) 


La presi6n interior seria 740 mm de Hg, que corresponden a 740 — 18 = 722 mm de Hg 
para el gas seco. Apliquemos al gas seco la ley de Boyle-Mariotte: 


pV = p'V => 718,3 x 100 = 722 V' 


V' = 99,5 cm 3 


D) GASES REALES 


- FORMULARIO- 

EcuaciOn de Van der Waals para un mol: 

[p + f] <- - « = RT 


Problema 25. Encerramos en un recipiente un volumen de aire con el 50 % de 
humedad, a la temperatura de 8° C. Tension del vapor de agua a esta temperatu- 
ra: / = 8 mm. 

1. Si la presion de este aire humedo encerrado en el recipiente es de 760 mm, 
^cual es la presion parcial del aire? 

2. Si comprimimos este aire humedo, sin variar la temperatura, ^cuales seran las 
presiones parciales del aire y del vapor de agua cuando se alcance la saturacion? 

3. Si seguimos comprimiendo (siempre manteniendo constante la temperatura) 
hasta que se haya condensado la mitad del agua existente al comienzo, ^cual sera 
ahora la presion parcial del aire y cual la del agua? 

Solucion 

1) Llamaremos p, a la presi6n parcial del agua y p 2 a la presibn parcial del aire: 

P\ + P 2 ~ 260 mm (Hg) 

y como: 

£ = -j- =* p, = Ef = 0,5 x 8 = 4 mm (Hg) 

luego: 

p 2 = 760 - 4 = 756 mm (Hg) 

2) Para alcanzar la saturacibn la presion parcial del vapor de agua se debe hacer doble 
|(8 mm)j y, por tanto, el volumen reducirse a la mitad, duplic£ndose la presibn del aire: 

p' 2 = 756 x 2 = 1 512 mm (Hg) 



















3) No variando la presidn parcial del vapor de agua en la nueva compresi6n, el volumen se 
debe reducir a la mitad para que exista en el gas la mitad de vapor a saturacidn; la presi6n 
parcial del aire se habra hecho doble: 


p'i = 1 512 x 2 = 3 024 mm (Hg) 


La presidn parcial del vapor de agua seguira siendo la tension maxima: 


/ = 8 mm (Hg) 


Problema 26. Se comprime una masa de aire humedo con 50 % de humedad 
relativa, a una temperatura constante, en que la tension de vapor es / = 4 cm; la 
presion inicial es 76 cm; se pide cual sera la presion: 

1. Cuando este la masa de aire saturada. 

2. Cuando haya perdido por condensacion la mitad del vapor de agua que conte- 
nfa al principio. La temperatura se mantiene constante. 


Solution 


1) Si llamamos p l a la presidn parcial del agua y p 2 a la presi6n parcial del aire: 
P = Pi + P 2 = 76 cm (Hg) 


y como: 


E = -y- => p, = Ef = 0,5 x 4 = 2 cm (Hg) 

luego: 


p 2 = 76 - 2 = 74 cm (Hg) 

Al saturar por compresi6n se duplican la presidn parcial del vapor de agua y la del aire seco, y, 
por tanto, la presi6n total: 

p' = 2 x 76 = 152 cm (Hg) = p\ + p' 2 

que corresponded 


p\ = 4 cm (Hg) => p' 2 - 152 - 4 = 148 cm (Hg) 

2) Para condensar la mitad del vapor de agua es necesario comprimir a mitad de volumen. La 
presidn del vapor de H 2 0 a saturaci6n permanece constante y la del aire se duplica: 


P" = P'i + P'i 

P'i = P'i = 4 cm (Hg) 

p 2 = 2 x 148 = 296 cm (Hg) 


=*> 


p" = 300 cm (Hg) 


Problema 27. Dada la ecuacion de Van der Waals para un mol de una sustancia: 

(p + ir) (“ ~ ») * RT 

1. Establezcase la forma de dicha ecuacion para n moles. 

2. Calculese la presion que ejerceran 1 000 g de C0 2 confinados en un volumen 
de 7 1, a la temperatura de 57° C. Las constantes de la ecuacion de Van der 
Waals para dicha sustancia valen: a = 3,61 atm • l 2 /mol 2 ; b = 0,043 1/mol. 
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3. Comparese la presion obtenida con la que resultaria al considerar el C0 2 co- 
mo gas perfecto y discutase brevemente la discrepancia. 

Datos: Masas atomicas: C = 12,01; O = 16. 


Solucion 


1) Al ser v el volumen de un mol de la sustancia, para n moles el volumen ser£: 


V = nv => v = => 

(p + (V-nb) = nRT 

n 

\ v 2 ) 


2 ) 



1 000 

0,082(273 + 57) 


p = 64 atm 


3) 

pV = nRT =*> pi = 0,082(273 + 57) => 

La presi6n en los gases perfectos no est£ influenciada por las atracciones moleculares, lo que 
hace que sea mayor en estos que en los gases reales. 


p = 87,9 atm 


Problema 28. La densidad del acetileno en el punto critico es 0,231 g/cm 3 ; la 
presion critica vale, segun las tablas, 62 atm. Calculese: 

1. El volumen molar critico. 

2. La temperatura critica, en °C, supuesta valida para dicha sustancia la ecuacion 
de Van der Waals con las constantes: a = 4,39 atm • l 2 /mol 2 ; b = 0,051 1/mol. 

3. La posibilidad de almacenar el acetileno, en estado liquido, en botellas de 
acero. 

DATOS: Masas atomicas: C = 12,01; H = 1,01. 

Solucion 


1 ) 


m = vp 


m 

p 


26 


0,231 


26 

231 


1 = 0,1121 


2 ) 


r 62 + 4 - 39 i 

I f - 0,051 "1 = 0,082(273 + () => 

/ = 33,7° C 

/ 26 y 

L 231 J 


L V 231 7 J 

1 



3) Si la temperatura critica es menor que la ambiente, se puede licuar por compresi6n. 
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E) DISOLUCIONES 
— FORMULARIO — 


Ley de Henry (gases en h'quidos): 



K = coeficiente de solubilidad. v = volumen del gas. V = volumen del li- 
quido. 


HipCtesis de Van T’Hoff: 

«Las disoluciones se comportan, para los efectos de la presion osmotica, 
como si las moleculas del cuerpo disuelto fuesen las de un gas.» 

p = — RT= cRT =*> c = — 

y v v 


LEYES DE RAOULT: 


«La diminution de la tension de vapor del disolvente es proporcional al 
numero de moleculas de soluto que hay en la disolucion.* 


A f _ f - S\ _ n 

f f N 


«E1 descenso crioscopico y el ascenso ebulloscopico son directamente pro- 
porcionales a la concentracion molal.» 

«Disolventes equimoleculares en el mismo disolvente tienen el mismo des¬ 
censo y ascenso ebullosc6pico.» 


At = Kc = K 



m\ = masa disuelta en 1 kg de disolvente 
M - masa molecular 


Problema 29. Calcular la longitud que deberia tener el tubo de un osmometro 
que en el interior de la celula osmotica tiene una solucion de glucosa (C 6 H 12 0 6 ) 
al 9 % (9 g en 100 cm 3 de disolucion) y en el exterior agua pura. La temperatura 
es de 0° C. (Resolver el problema suponiendo la densidad de la disolucion inte¬ 
rior practicamente igual a la unidad.) 


Solucion 

Segun la ley de Van THoff, una disolucidn molar (1 mo^litro) ejerce una presion osmotica de 
22,4 atm. Una disolucidn molar de glucosa (C 6 H 12 0 6 ) contiene por litro de agua: 

M = 6 x 12 + 12 + 6 x 16 = 180 g 

La disolucidn del problema contiene 90 g por litro; luego es M/ 2, y la presion que ejercera de 
11,2 atm, equivalentes a 11,2 x 76 cm de Hg. 











Una columna de agua ejerciendo la misma presion, tendrd una altura calculable por: 
he = h'z' 


11,2 x 76 x 13,6 = W =!> 


h' = 11 576 cm = 115,76 m 


Problema 30. Calcular la masa molecular de la sacarosa, sabiendo que 7,635 g 
en 0,5 1 de disolucion producen una presion osmotica de 1 atm a 0° C. 


Solucion 

Si en el medio litro de disoluci6n hay 7,365 g, un litro contiene: 

2 x 7,635 = 15,270 
Aplicando la ley de Van T’Hoff: 


p = cRT = masa en 1 litro 1 x 22,4 2?3 ^ 
masa molecular 273 


M = 15,270 x 22,4 = 342 g 


Problema 31. Determinar la masa molecular de la sacarosa, sabiendo que 4,62 g 
disueltos en 50 g de agua producen un descenso crioscopico de 0,5° C. 


Solucion 


Si en 50 g de agua se han disuelto 4,62 g de sacarosa, en 1 kg de disolvente tendremos: 

4,62 x 20 = 92,4 g 

Aplicando la ley de Raoult: 


At = Kc = K 


masa disuelta en 1 kg 
masa molecular 


(.K = 1,86° mol/kg) 


M = - 1,86 q X 5 92,4 = 344 | 


Problema 32. que temperatura hierve, a la presion normal, la disolucion 
anterior? 

Solucion 


Aplicando la ley de Raoult y teniendo en cuenta que el ascenso molecular del agua es 
0,52° mol/kg: 


At = 


92,4 x 0,52 

344 


0,14° C 


/ = 100,14° C 


Problema 33. concentracion en g/1 tiene una disolucion de glucosa isotoni- 

ca con una de sacarosa de 18 g/1, consideradas ambas a la misma temperatura? 

Solucion 

Fdrmula de la sacarosa: C^H^O,, = 342 

Formula de la glucosa: C 6 H 12 0 6 M 2 = 180 

Si m, y m 2 son las masas de sacarosa y glucosa contenidas en cada litro de las disoluciones 
isotdnicas, se ha de verificar: 

m ] m-> 18 m-> 

~M^ RT = ~m7 RT ^ ■34r = W ^ 


m 2 = 9,5 g/1 


499 














Problema 34. Disolvemos 100 g de caramelos en 1 kg de agua. El descenso 
crioscopico de la solution es 0,676° C. Supuesto el caramelo formado exclusiva- 
mente de sacarosa y glucosa, calcular la proportion de cada una de ellas. 


Solution 


Masa molecular sacarosa: 


Masa molecular glucosa: 


(C 12 H 22 O n ) = 342 
(C 6 H 12 0 6 ) = 180 


At, = K 


At 2 = K 


M i 

M-> 


„ / m, m-> \ m,M 2 + m->M, 

+ ^ = * Ur + nr)- K - mmt 

m 2 = 100 - m, 


Sustituyendo (m, = masa glucosa): 

0,676 — 1.86 ~ * 

180 x 342 


m, = 21 % 


m 2 = 100 - 27 = 73 g 
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Capitulo XX 



TERMODINAMICA 


A) PRINCIPIO DE LA EQUIVALENCE 
-FORMULARIO- 


W 

Q 


= j = 4,18 x 10 7 -*B2- = 4,18 = 427 ^ 


caloria 


caloria 


kcal 


Problema 1 . Una bola de acero de calor espedfico 0,11 cal/g • °C se deja caer 
desde una altura de 2 m sobre un piano horizontal, la bola rebota y se eleva a 
1,5 m. El piano ni se mueve ni se calienta. 

1. Determinar el incremento de temperatura experimentado por la bola. 

2. Discutir el resultado que se obtendria si el choque fuera totalmente elastico o 
totalmente inelastico. 


Solucion 


Trabajaremos en el sistema cgs para que M (masa de la bola) este expresada en g a lo largo de 
todo el problema: 


J W = JAQ 


AQ = Me AT 


=> AW = JMcAT => AT = 


AW 

JMc 


Mg(h - h * 1 ) 
JMc 


gjh - h') 
Jc 


AT = 


980 x 50 
4,18 x 10 7 x 0,11 


« 10 " 2 °c 


2) En caso de ser el choque perfectamente elastico, no hay pdrdida de energfa en forma de 
calor, y la bola en su rebote asciende a la misma altura desde la que se ha lanzado. Si el 
choque es perfectamente inelastico, toda la energia potencial que posee el cuerpo se transfor¬ 
ma mtegramente en calor. 
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Problema 2. Calcular la altura desde la que serfa necesario dejar caer una masa 
de hielo a 0° para que se fundiese totalmente, si toda la energia del choque con el 
suelo se transformase en calor. (Se supone invariable en la cafda la intensidad de 
la gravedad.) 


Solucion 

El calor necesario para fundir una masa M de hielo es Q = Ml, siendo / el calor de fusidn del 
hielo. La energia del choque es igual a la potencial antes de la caida: 

W = Mgh = QJ = MU =s> h = — 

g 

l - 80 ca^g 
J = 4,18 x 10 7 erg/cal 
g = 980 dyr^g 


h = 


80 x 4,18 x 10 7 

980 


cm es 34 km 


Problema 3. Una bala, a una velocidad de 200 m/s, choca contra un obstaculo. 
Suponiendo que toda la energia cinetica se transforma en calor y que este calienta 
tan solo a la bala, calcular su elevacion de temperatura. Calor especifico del 
metal que forma la bala: 0,1 cal/g • °C. 

Solucion 


La energia de la bala es: 

T = ~- Mv 2 = 4 x 10 4 J 


expresando M en kg. La cantidad de calor absorbida por la bala es: 

Q = Melt - 10 3 A/0,1 At cal 

Como: 

T , A/4 x 10 4 

J = = 4,18 —=!> 4,18 = —=- 

Q cal 10-\W0,1J/ 


At = 47,8° C 


Problema 4. Una bala de plomo penetra en una plancha de madera a la veloci¬ 
dad de 400 m/s, y luego de perforarla sale de ella. Suponiendo que la mitad del 
calor desarrollado se ha empleado en calentar la bala y observando que su tempe¬ 
ratura ha aumentado 200°, calcular la velocidad de salida de la bala. Calor especi- 
fico del plomo: 0,03 cal/g • °C. 


Solucion 

T 0 = JQ + T => -y- Mvf, = JMcAt + Mv 2 
V = Vvo - 2JcAt = Vl 6 x 10" - 2 x 4,18 x 10 7 x 0,03 x 200 cnVs 


v — 331 m/s 










Problema 5. Calcular la velocidad de una bala de plomo para que se funda al 
chocar con un obstaculo, suponiendo que toda la energia se transforma en calor y 
que este actua unicamente sobre la bala. La temperatura de la bala en el instante 
del choque es 20° C. Calor especffico del plomo: 0,031 cal/g • °C. Calor de fusion 
del plomo: 5,8 cal/g. Temperatura de fusion del plomo: 326° C. 

Solution 

Si M es la masa de la bala en kg y v su velocidad en nVs, la energia cin€tica que posee es: 

T = -i- Mv 2 J 

La cantidad de calor para elevar la temperatura de 10 3 M g de Pb de 20 a 326° C es: 

Q, = 10 3 AfcJ/ = 10 3 M0,031 (326 - 20)cal 

La cantidad de calor para fundir 10 3 M g de Pb es: 

Q 2 = 10 3 Ml = 10 3 A/5,8 cal 

y como: 


^ _ _ 4 jo J . 4 io _ _VKfV_ 

Q Q\ + Qi cal ’ 2Af(31 X 306 + 5 800) 


v — 357 nVs 


Problema 6. Una bala de plomo de masa 30 g y a la temperatura de 50° C incide 
contra un obstaculo a la velocidad justa para que se funda por efectos del choque. 
Se supone que el obstaculo no se calienta y que no hay rebote. Siendo el calor 
especffico del plomo 0,03 cal/g • °C, su calor de fusion 6 cal/g y su temperatura de 
fusion 330° C, calculese: 

1. El calor total absorbido por la bala hasta su fusion. 

2. La velocidad que posefa la bala al incidir contra el obstaculo. 

3. ^En que proportion deberfa incrementarse la velocidad para que se produjese 
el mismo efecto de fusion de la bala si la mitad del calor engendrado se invierte 
en aumentar la temperatura del obstaculo? 

Solution 


l) 


2 ) 


Q = 30 x 0,03(330 - 50) + 30 x 6 = 432 cal 


T = JQ = — Mv 2 =*> 
2 


V 2JQ . / 2 x 4,18 x 432 

-— = A /-— = 347 m/s 

M V 30 x 10" 3 


3 ) 


T = 2JQ = — Mv' : 


v' = vT = VTv 


M 














Problema 7. 1. que velocidad deberia lanzarse un proyectil de plomo para 

que al aplastarse contra un obstaculo de cemento se fundiera totalfnente por efec- 
to del choque? Se supone que el 80 % del calor desprendido es absorbido por el 
proyectil, y que su temperatura inicial es de 20° C. 

2. ^Desde que altura deberia dejarse caer libremente dicho proyectil para que se 
verificase el mismo proceso? (Tambien se admite una absorcion del 80 % del 
calor.) 

Calor especffico del plomo: 0,031 cal/g • °C. Calor de fusion del plomo: 
5,47 cal/g. Temperatura de fusion del plomo: 327° C. 


Solucion 


1 ) 


rj = QJ => r t — Mv 2 — (McAt + Mt)J 


= ^ 2(cJr + t)F _ yj 2(0,031 x 307 + 5,47)4,18 x 10 ^ = ^ x 1Q3 ^ = 


396 nVs 


2 ) 


= V2 7h 



h =-£- = 

, 396 n 2 - 8 000 m 


2 S 

2 x 9,8 


Problema 8. Una masa de mercurio (peso atomico: 201) cae libremente de un 
recipiente superior a otro inferior separados entre si un metro, aumentando su 
temperatura en 0,70° C. Suponiendo que es despreciable todo intercambio termi- 
co entre el mercurio y el exterior. Calcular: 

1 . El calor especifico del mercurio en cal/g • °C. 

2. Expresar el resultado obtenido en J/mol °C. 

Solucion 


1 ) 

AU = JAQ 
2 ) 


Mgh = JMcAt => 


980 x 100 


gh _ 

JM 4,18 x 10 7 x 0,7 


= 0,0033 cal/g • °C 


c = 0,0033 x 4,18 x 201 = 2,814 J/mol °C 


Problema 9. En un recinto se introducen 5 g de agua destilada a 8° C y 24 g de 
hielo a —10° C, de calor especffico 0,5 cal/g • °C. 

1 . Determinar la proporcion de hielo y agua cuando se alcanza el equilibrio. 

2. Desde que altura debe caer una masa de 1 kg para fundir el hielo que queda. 

3. Que velocidad deberia llevar esa masa para que al ceder toda su energfa a la 
mezcla esta se vaporizara completamente. 
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Solution 


1) Para fundir el hielo hacen falta: 

24 x 0,5 x 10 + 24 x 80 = 2 040 cal 


El agua, al pasar a 0° C, suministra: 

5 x 1 x 8 = 40 cal 


Luego el hielo no se funde y la temperatura final de la mezcla es 0° C, y su estado final es hielo 
y agua. Llamando m a la masa de hielo que se forma, tendremos: 

24 x 0,5 x 10 = 5 x 8 + 80m => m = 1 g 


En el recinto queda: 


m, = 4 g de agua 
m 2 = 25 g de hielo 


/ = 0°C 


2) La energia potencial Mgh se transforma en cinetica y 6sta en calor: 


Q = 


Mgh 

J 


que se emplea en fundir 25 g de hielo, luego: 


9,8/i 

4,18 


= 25 x 80 


=> 


h = 853 m 


3) La cantidad de calor necesaria para vaporizar toda la mezcla ser£: 

Q = 25 x 80 + 29 x 100 + 29 x 540 = 20 560 cal 


que tienen que salir de la transformacidn de la energia cinetica del cuerpo en calor; luego: 
Mv 2 


Q = 


2 J 


=» 20 560 = 


2 x 4,18 


v = 414,6 m/s 


Problema 10. Una masa de 1 000 g esta suspendida de un hilo, inextensible y de 
masa despreciable, impulsamos la cuerda de forma que gira con movimiento uni¬ 
forme en un piano vertical, alrededor de un punto fijo 0, a razon de 5 Hz. La 
distancia que separa el punto 0 del CM del cuerpo es de 1 m. Calcular: 

1. La fuerza de tension del hilo cuando este se halla en position horizontal y en 
la position vertical correspondiente a la position mas baja de la masa. 

2. El hilo se corta cuando la masa pasa por la posicidn horizontal en sentido 
descendente. ^Que velocidad alcanza la masa al cabo de 3 s? 

3. La masa se empotra entonces en un bloque de hielo. ^Que cantidad de este se 
fundira por efecto del choque? 


l) 


Solution 


r A = F c = M47z\ 2 r = 4t: 2 25 = 100;: 2 N = 987 N 



T B = F c + Mg = 996,8 N 
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3 ) 


v x = v 0 = IOtt m/s 

v y = gt = 9,8 x 3 = 29,4 m/s 


=> 


v = Vv x + Vy — 43 m/s 


r = -i- A/v 2 3 4 = 925 J = -|2L cal 


que se emplean en fundir m gramos de hielo, que se calcular£n de la forma: 


925 

4,18 


= m 80 


m = 2,8 g 


Problema 11. Se lanza un proyectil de 50 kg formando con la horizontal un 
angulo de 30°, con una velocidad de 400 m/s. El candn tiene un radio de 4 cm y la 
longitud del anima es 1 m. Se desea saber: 

1. La presidn necesaria, supuesta constante, que tienen que ejercer los gases 
dentro del canon para que saiga a dicha velocidad. 

2 . Componentes de la velocidad del proyectil a los 5 s de haber sido disparado. 

3. Alcance del proyectil en el piano del disparo. 

4. Si al llegar al suelo toda la energia se convierte en calor, del cual el 60 % se 
emplea en calentar el proyectil, averiguar cuanto aumentara su temperatura si su 
calor especifico es de 0,25 cal/g • °C. 

Soluckm 


i) 


2 ) 


3) 


Fl =-L Mvl 


F = pA 


Mvl 50 x 160 000 , , 

P ~ ~1AI 9,8 x 2?r 16 x 1 “ 8 120 kp,/cm 


VT 

v x = V 0 cos?> = 400 — - — = 346 m/s 


v y = v 0 sen 9 - gt = 200 - 9,8 x 5 = 151 m/s 


Vq sen 2 9 160 000 VT 


2 x 9,8 


= 14 139 m 


4) La velocidad al llegar al suelo es la misma que la de salida de la boca del candn; luego: 


Q = 


rjT r,Mvl 0,6 x 50 x 160 000 


cal 


J 2J 2 x 4,18 

estas se emplean en calentar los 50 000 g del metal a 0,25 cal por g y grado centigrado; luego: 


0,6 x 50 x 160 000 

2 x 4,18 


= 50 000 x 0,25J/ =* 


Jr = 46° C 





















Problema 12. Una masa de plomo igual a 10 g llega horizontalmente, con una 
velocidad de 250 m/s, sobre una esfera tambien de plomo de 450 g, en la cual se 
incrusta. 

1. Estando, al principio, la esfera de plomo inmovilizada, calcular el calenta- 
miento que resultara del choque. 

2 . Pudiendose separar la esfera de plomo de la vertical como un pendulo, se 
comprueba en una segunda experiencia que se eleva 2 m despues del choque. 
Calcular el calentamiento resultante. 

Calor especifico del plomo: 0,03 cal/g • °C. 

Solucion 


1 ) 

7 = M,v 2 = -y- 0,01 x 250 2 = 312,5 J = cal 

y estas calorias se emplean en calentar los 460 g de plomosuma de las dos masas que chocan: 
3 I 1 ^* 0 S = 460 x 0,03 x At =*> 


2) En este caso la energia que se transforma en 

= -J- My - (A/, + M 2 )gh = 312,5 - 0,460 x 9,8 x 2 = 303,5 J = cal 

que se emplean en calentar los 460 g de cobre 
= 460 x 0,03J< => 

4,18 


At = 5,2° C 


At = 5,4° C 


calor es: 


Problema 13. Se tiene una esfera de Pb de 750 g de peso suspertdida de un hilo. 
Se dispara contra ella un proyectil de acero de 15 g de peso, cuya velocidad en el 
momento del impacto es de 300 m/s. El proyectil, que llega horizontalmente, se 
incrusta en la esfera, produciendo un aumento de temperatura de 6,6° C. Calcu¬ 
lar la elevation del desplazamiento que experimenta la esfera. Datos: Calor 
especifico del plomo: 0,03 cal/g • °C. Calor especifico del acero: 0,12 cal/g • °C. 
Se admite que las temperaturas del proyectil y de la esfera son identicas en el 
momento del choque. 


Solucion 


La energia que se transforma en calor en el choque es: 

Q = M\C\At + M 2 c 2 At = (750 x 0,03 + 15 x 0,12)6,6 = 160,38 cal = 670,39 J 
y como: 

T = U + W => -L m 2 v 2 = W + (M, + M 2 )gh =» 


h = 


M 2 v 2 -2 W 15 x 10" 3 x 300 2 - 2 x 670,39 


2 W, + M 2 )g 


2 x 0,765 x 9,8 


m = 0,61 m = 61 cm 











Problema 14. Sobre un cuerpo movil, cuya masa es de 100 g y que esta en repo- 
so, actua una fuerza de 5 N. Calcular: 

1 . Camino que recorre durante el cuarto segundo de su movimiento. 

2. Energia cinetica que tiene cuando lleva moviendose 10 s. 

3. Aumento de temperatura que experimental si en ese momento choca, se 
para y toda la energia se convierte en calor, que queda en el cuerpo. Calor espe- 
dfico: 0,09 cal/g • °C. 


Solucion 


1 ) 

a = -W = TT = 50m/s2 + 


s* - s 3 = -j- a(ti -t*) = -L 5 o(i6 - 9) = 175 m 


2 ) 


v = at = 500 m/s 


T = -4r Mv 2 = -4r 0,1 x 500 2 = 12 500 J 
2 2 


3) 



Q = McAt 


12 500 
4,18 


= 100 x 0,094/ 


=> 


At = 332° C 


Problema 15. Por una pista horizontal cubierta de nieve se desliza un trineo; 
suponiendo que el peso del trineo es de 105 kg, que su velocidad inicial es de 
36 km/h y que el coeficiente de rozamiento vale 0,025, calcular: 

1. El tiempo que tardara en pararse. 

2. La distancia que habra recorrido hasta el momento de pararse. 

3. La energia del trineo en el momento inicial. 

4. La nieve que se licuara al paso del trineo, suponiendo que todo el calor del 
rozamiento pasa a la nieve y esta se encuentra a 0° C. 


1 ) 

-i- Mv 2 = fiMgs 



Solucion 


2 


Mv 2 = fxMg - vt 


=> 



10 

0,025 x 9,8 


— 40 s 


2 ) 


3) 



T = ~Y Mv- = -i- 105 x 100 = 5 250 J 


Q = — = ml => 


T 

Jl 


5 250 


4,18 x 80 


= 15,7 g 


4) 














Problema 16. Una fuerza de 30 kg tira de un bloque en reposo, que pesa 40 kg, 
situado en un piano inclinado 30° sobre la horizontal. La fuerza actua hacia arriba 
y paralelamente a la superficie inclinada, y el cuerpo recorre de esta forma 10 m. 
El coeficiente de rozamiento vale 0,2. Calcular: 

1. El trabajo realizado por la fuerza aplicada. 

2. El peso de hielo a 0° C que se podria fundir con el calor desprendido por el 
rozamiento. 

3. La velocidad adquirida al final del recorrido. 

4. La variation de energia cinetica del bloque. 

Soluci6n 


1 ) 

2 ) 


W R = fxMgs COS 9 

Wr 

O - 

W = Fs = 30 x 10 = 300 kgm 


ixMgscos<p 0,2 x 40 x 9,8 x 10 

U J 

Q = ml 

Jl 2 x 4,18 x 80 “ 2 8 



3) 


Fs = Mgh + ~y~ Mv 2 + fiMgscos? 


h — ssen? 


Fs = Mgssen<p + Mv 2 + nMgscosy 


= '\/ 2* [-£- -s(sen f + ,xcosp)J = 2 x 10 [ 30 ^ Q 9 ’ 8 - 9,8 - 0,2 


4) 

AT= -j- Mv 2 = -i- 40 x 9,1 2 = 1 656 J 


Problema 17. Un disco homogeneo de 50 cm de radio gira alrededor de su eje. 

1. Calcular su momento de inercia si tiene una masa de 2 kg. 

2. Si tangencialmente se le aplica una fuerza de 40 N durante 10 s, ^que veloci¬ 
dad angular adquirira y cual sera su energia cinetica? 

3. Suponiendo que despues se frena y toda la energia del disco se convierte en 
calor, del cual se utiliza el 80 % en calentar 500 g de agua, calcular el aumento de 
temperatura que experimenta esta. 


l) 


Solucion 


/ = ~y~ Mr 2 = 2 x 0,5 2 = 0,25 kg • m 2 


9,1 nVs 
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2 ) 


N = la 


a 



N = Fr 


T = -L lor = -i- 0,25 x 800 2 = 80 000 J 
2 2 


3) 




Q = McAt 


Problema 18. Una rueda de 50 kg de masa, supuesta concentrada en su aro 
periferico, y 50 cm de radio gira con velocidad de 3 000 rpm. Sobre la periferia se 
aplica una fuerza constante que la hace parar en un minuto. Calcular: 

1. Valor y signo de la aceleracion angular. 

2. Numero de vueltas que da la rueda en el minuto considerado. 

3. Valor de la fuerza aplicada. 

4. Perdida de la energia cinetica de rotation que experimenta la rueda al pararse. 

5. Si el 40 % de esta energia, transformada en calor, se emplea en fundir hielo a 
0° C, ^que peso de hielo se fundira? 


Solucion 


1) El movimiento es decelerado; por tanto, el signo es negativo, y el valor sera: 


a = 



2 ) 


9 = —— tot = —— 2 7Tvt = 7TV/ => n = 


Vt _ 3 000 x 60 
2 60 x 2 


= 1 500 vueltas 


3) 

N = la 


N= Fr 
I = Mr 2 

2 7TV 
a — - 


Fr = Mr 2 — =» F - MllEL - 50 x 0,5 x 2n 3 000 _ 125 N 

/ I 60 x 60 3 


AT - — lop- - — MrArPP = 2 Mr-PP = 2 x 50 x 0,5'- 2 2 500 = 62 500r 2 J 
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5 ) 


0 = 


rjAT 

J 


Q = ml 


=> 


m = 


rjAT 

Jl 


0,4 x 62 5007T 2 
4,18 x 80 


= 738 g 


Problema 19. Un disco de masa 2 kg y radio 20 cm gira alrededor de un eje 
horizontal con la velocidad angular v 0 = 10 Hz. Apoyada sobre una generatriz de 
su periferia, descansa una lamina metalica de masa M kg, que actua por su peso 
frenando el movimiento del disco. Este se detiene al cabo de 2 min de actuar el 
freno. El coeficiente de rozamiento es 0,2. Calcular: 

1. El valor de M. 

2. La energia cinetica del disco al cabo de un minuto de actuar el freno. 

3. Suponiendo que el calor desarrollado quede totalmente acumulado en la lami¬ 
na, calcular el incremento de temperatura experimentado por la misma cuando 
el disco se ha parado. (Calor especifico de la lamina: 0,1 cal/g • °C.) 

Solution 

M - masa de la lamina. 

M' = masa del disco. 

1) 

N= la 
N - {xMgr 

OJ 0 2tZVq 


1 2 2ttv 0 

fxMgr = — M'r —-— 


M = 


2f*gt 


M' = 


2iz 10 x 0,2 


2 x 0,2 x 9,8 x 120 


2 = 53 x 10 ' 3 kg = 53 g 


2 ) 

f 2i rv 0 t — t' 120 — 60 

(o = cu 0 - at = 27rv 0 --— t' = 2™ 0 — ~ t -= 2 tt 10 --= 10 tt rad/s 


T =-L I* 2 = -k- -k- M'Po? = M'r 2 !!) 2 = -L 2 x 0 , 2 2 x lOOn 2 = 2^3 

2 2 2 4 4 


3) 


T n = -~ I ojo = 4 “ 4 ” M,r24n2v ° = 


Q = 


T 0 


J 

Q = McAt 


=> McAt = 


M'rVv o 


At = - 


VvJ 2 x 0,2V 100 


McJ 


53 x 0,1 x 4,18 


= 3,6° C 
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Problema 20. Se monta el experimento de Joule para medir el equivalente me- 
canico del calor, de forma que el arbol giratorio de eje vertical, provisto de pale- 
tas, gira a razon de 1 000 vueltas por minuto y se precisa actuar para que no gire, 
mediante un par de valor 1,24 x 10 7 dyn • cm. La masa del calorimetro, del ar¬ 
bol y de las paletas es de 500 g. La masa del agua es 2 000 g. El calor especifico 
del material de que esta hecho el calorimetro es de 0,1 cal/g • °C. El valor encon- 
trado para J fue de 4,176 J. Calcular el aumento de temperatura que en cada 
minuto experimenta la masa del agua. Se desprecia el calor absorbido por el 
termometro. 


Solucion 



Si las paletas giran uniformemente a tal velocidad angular, el trabajo del par resistente que 
opone el agua al giro es: 


W = Ny = Ncot = 1,24 x 10 7 K 60 erg = 7,8 x 10 10 erg = — 1>8 x 1QlC 

3 10 7 4,176 


= 1 868 cal 


que se emplean en elevar la temperatura del agua y de todos los accesorios en At , que se 
calcular^: 


1 868 = (2 000 + 500 x 0,1 )At => At = 0,9° C 


B) PRIMER Y SEGUNDO PRINCIPIOS 
DE TERMODINAMICA 


FORMULARIO 


TRABAJO: 


dW = pdv 


Primer principio de termodinamica: 

dU = dQ - dW 


Valor de la energi'a interna: 


dU = nc v dT 
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F6 rmula de Meyer: 

c p - c v = R R = 2 cal 
COEFICIENTE DE LAS ADIABAJICAS: 



RENDIMIENTO DE UNA MAQUINA T^RMICA: 

W _ Q + Q' 

V - q - q - Q' (calor cedido) 

RENDIMIENTO DEL CICLO DE CARNOT: 

Q + Q' T - T 
r> ~ Q T 

Segundo principio de termodinAmica: 



MAQUINAS FRIGORfnCAS: 

Ti (temp, foco frio) T 2 (temp, foco caliente) 



Qi Q i _ 

w Q2-Q1 t 2 - r, 


Eficiencia: 
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Problema 21. Sabiendo que la ecuacion de las isotermas de un gas perfecto es 
pV = ct c y la de las adiabaticas pY< = ct e y que y > 1, demostrar que el valor ab¬ 
solute de la pendiente de las adiabaticas es mayor que el de las isotermas. 


Pendiente de las isotermas: 

La ecuacidn de las isotermas es: 


Solucion 


pV = ct c 


que diferenciada: 


pdV +Vdp = 0 => 


( dp ' 

\ = --E- 

\ dV , 

/ T = cl' V 


Pendiente de las adiabaticas: 

La ecuacidn de las adiabaticas es: 


pY = ct c 



diferenciada nos da: 

Pr Y~ l dV + Ydp = 0 => 


(jP.) = - y -E- 

\ dV / o = ct c 7 V 


comparando las dos pendientes y teniendo en cuenta que y > 1, obtenemos que: 


(JP.\ >| 

(Jp_\ 

\dV ) T = ct' 1 

{ dV ) Q = ct c 


luego la pendiente de ias isotermas es mayor (menos negativa) que en las adiabaticas o, lo que 
es lo mismo: En el diagrama de Clapeiron las abdiabaticas de un gas perfecto son descenden- 
tes y tienen en valor absoluto una mayor pendiente (son m&s inclinadas) que las isoter¬ 
mas (figura). 


Problema 22. Teniendo en cuenta que la ecuacion de las adiabaticas es: 

pV< = ct e 




demostrar que: 




pdV = 


1 


1 - Y 


( P 2 V 2 ~ PiV{) 


Solucion 

Si llamamos K a la constante de la ecuaci6n de las adiabaticas: 

p ==*• w = ^ pdV = K V->d.V = 
pero al establecer que: 


se obtiene: 


pY = K => p x V'{ = p 2 Vl = K 

cqd 


w = ] _ \p?y 2 - p,v,] 


Problema XXIII-21 
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Problema 23. 1. ^Que calor se precisa para pasar 1 g de hielo a vapor de agua a 

la presidn de 760 mm de mercurio? 

2. ^Cual es el aumento de volumen que experimenta el hielo? 

3. ^Cual es el valor del trabajo realizado por este aumento de volumen? 
Densidad del hielo con respecto al agua en las condiciones del problema (0° C y 
760 mm de Hg): 0,92. 


1) 

2 ) 


Solucion 


Q = 80 + 100 + 540 = 720 cal 


El volumen que ocupa el vapor de agua en las condiciones del problema se obtiene: 


pV = nRT => V = 


nRT 


1 x 0,082 x 373 

18 x 1 


= 1,7 1 = 1 700 cm 3 


El volumen del hielo (0,92 cm 3 ) es despreciable frente al de vapor de agua, luego: 

AV= 1 700 cm 3 


3) 


dW 


= pdV => pdV = p JdV = pAV 


W = 76 x 13,6 x 980 x 1 700 erg = 17,6 kgm 


Problema 24. El aire de una habitation de dimensiones 5 x 5 x 4 m se dilata a 
presion constante (760 mm de Hg), escapandose por las ventanas al pasar su 
temperatura de 15° a 20° C. Se considera como gas perfecto. Deseamos saber: 

1. El volumen de aire que se escapa. 

2. El trabajo que realiza en la expansion al empujar al aire exterior. 

3. ^Que volumen ocuparia todo el aire de la habitacidn (el que queda y el que 
escapa) en las condiciones normales de presidn y temperatura? 

4. La cantidad de calor que ha absorbido al dilatarse en las condiciones arriba 
expresadas, y aumento de su energia interna. 

Calor molar a presion constante: 7 cal/mol °K. 


Solucion 


1) Volumen de la habitaci6n = 5x5x4= 100 m 3 ; y como: 

V 
V ' 


T ^ 100 = 288 


T V 293 

el volumen de aire que se escapa ser£: 


V = 101,736 m 3 


V' = V - V = 1,736 m 3 = 1 736 dm 3 


medidos a 20° C y a 760 mm de Hg. 
2 ) 

dW = pdV => W 


=jodV = pjdV = 


p(V' - V) 


W = pgh(V -V)= - 3 9 6 8 °° x 9.8 x 0,76 x 1,736 = 17 943,3 kgm 
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3) 

V = _J_ 100 _ 288 

V 0 T 0 V 0 273 

4) El numero de moles contenido en la habitaci6n es: 

V 0 _ 94 792 

” “ Ha Ha~ 

Q = nCpAT = 9 ^ 7 ^ 2 7 x 5 = 148 112 cal = 148,112 kcal 

Q = 148,112 x 427 kgm = 63 244 kgm 
AU = Q-W = 63 244- 17 943,3 = 45 300,7 kgm 


V 0 = 94,792 m 3 = 94 792 dm 3 


Problems 25. Se tiene 1 g de nitr6geno (peso molecular: 28) a 0° C y a presion 
normal. Calcular: 

1. ^Cual es el volumen ocupado por el gas? 

2. Se calienta el gas a 100° C a presion constante (calor molar a presion constante: 
7 cal/mol °C). ^Que cantidad de calor se necesita y cual es el volumen final? 

3. A partir del mismo estado inicial se calienta de nuevo a 100° C a volumen 
constante. <,Que cantidad de calor se necesita y cual es la presion final? 

4. Interpretar fisicamente la diferencia observada entre las respuestas a las cues- 
tiones 2. 3 y 3.“ 

Solucion 


1) 


2 ) 


pV = nRT => 1 V = 0,082 x 273 =*• 


V = 0,8 1 


c p = 7 cal/mol °C = ca^g • °C = 0,25 ca^g • °C 


AQ\ = mCpAT = 1 x 0,25 x 100 = 25 cal 


pV = p'V' 
T T 


P = P => 


373 

V' =-ili_0,8 = 1,1 1 
273 


3) 


c p - c v = R 


c p = 7 cal/mol °C 
R = 2 cal/mol °C 


c v = 5 ca^mol °C = cal/g • °C 


AQ 2 = mCyAT = 1 100 = 17,9 cal 


pv = _pZ L V = V' => 

T T 

4) Por el primer principio de termodin£mica: 


p' = -2ZL = 1,37 atm 
273 


AU = AQ - pAV 
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La variaci6n de energia interna en ambas transformaciones es la misma: 

AU = nc^AT 


Luego: 

p = ct c 
V = ct c 


AQ X = nc^AT + pAV 
AQ 2 - nc^AT 


=$> AQj - AQ 2 = pAV 


AQ , >AQ 2 


Luego esta diferencia nos mide el trabajo que realiza el gas en su expansi6n isobara. 


Problema 26. ^Que cantidad de calor hace falta para duplicar el volumen en 
transformacidn isobara de 50 1 de oxigeno que se encuentran a 27° C y 2 atm de 
presidn? Calcular la temperatura final y la variacion de energia interna. 

Solucion 

V x _ T x _ 50 300 

V 2 * "loo 77 

Por ser un gas diatdmico: 

c v = 5 ca^mol °K =» c p = /? + c v = 7 ca^mol °K 

El numero de moles que tenemos ser£: 


T 2 = 600° K 


luego: 


Pi^i = nRT x 


=> 


PiVi 

RT X 


2 x 50 

0,082 x 300 ~ 4moles 


dQ = nc p dT 
dU = nc v dT 


=> 

=> 


AQ = nc p (T 2 - 7\) = 4 x 7 x 300 = 8 400 cal 


AU = nc v {T 2 - TO = 4 x 5 x 300 = 6 000 cal 


Problema 27. Una maquina frigorifica gasta 3 kW • h diarios y mantiene en la 
camara una temperatura constante de -3° C. <,Que variacion de entropia experi- 
menta el universo en un dia? 


Solucion 


La energia en kilocalorias disipada en un dia en el frigorifico ser&: 

Q = 3 x 3600000 kcal 
4,18 x 10 3 

luego la variacidn de entropia del universo ser4: 


45 = 


Q_ 

T 


3 x 3 600 000 
4,18 x 10 3 x 270 


= 9,57 kca(/“K 
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Problema 28. Calcular la variacion de energia interna y entropia que experimen- 
tan 100 g de He al pasar de 0° C a 100° C en transformation isobara. 

Solution 


Por ser un gas monoat6mico: 

c v = 3 ca^mol °C =$> c p = R + c v = 5 cal/mol °C 
y como su masa molecular es 4, obtenemos: 

dU = ncJT = cJT =* 


&U = c v (r 2 - T,) = 3 x 100 = 7 500 cal 

M 4 


dS = 




nc p dT 


mCpflT 

MT 


AS = 


M 


In 


T\ 


100 x 5 


In 


373 

~rfT 


= 39 ca^K 


Problema 29. Suena un estudiante de termodinamica de 70 kg de peso en poder 
subir en un ascensor (200 kg) hasta una altura de 15 m, simplemente con la ener¬ 
gia interna acumulada por 18 g de agua (1 mol) cuando pasa de liquida a 0° C a 
vapor a 100° C a la presion normal. ^Es un sueno matematicamente correcto? 
(Despreciar la pequena variacion de volumen del agua liquida al pasar de 0° a 
100° C.) Calor de vaporizacion del agua: 539 cal/g. 


Solucion 


El volumen de 18 g de vapor de agua (1 mol) a 100° C y 760 mm de Hg es: 



T V 

T 0 22 400 


373 

273 


=> V = 30 605 cm 3 


El primer principio de termodinamica expresa: 

Calor - trabajo = A (energia interna) 


Calor comunicado = calor calentamiento H 2 0 de 0 a 100° C + calor para vaporizarla: 
Q = 18 x 100 + 18 x 539 = 11 502 cal = 48 078,36 J 


Como la transformacidn se realiza a presidn constante, el trabajo realizado ser£: 

v = 76 x 13.6 x 980(30 60S- 18)_ _ 3 ^ j 
10 7 


luego la variacion de energia interna ser£: 

AU = 48 078,36 - 3 098,24 = 44 980,12 J = 4 589,81 kgm 


El trabajo que realiza el ascensor es: 

W = Mgh = (200 + 70) 15 = 4 050 kgm 

Como la variacidn de energia interna es mayor que el trabajo realizado por el ascensor, el 
sueno es posible. _ 
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Problems 30. ^Que cantidad de calor hace falta para duplicar la temperatura en 
una transformaci6n isocora de 100 1 de hidrogeno a 3 atm de presidn y 300° K de 
temperatura? Calculese la variation de entropia en la transformacion. 


Solucion 


Por ser un gas diat6mico: 

c v = 5 cal/mol °K c p = 7 cal/mol °K 
El numero de moles en la transformaci6n ser A: 


p,v, = nRT y 


=> 


P iVi 

n = ■- — 

RT } 


100 x 3 
0,082 x 300 


1 

0^82 


moles 


luego: 


= nc v dT => 

G? = nc y (T 2 - T,) - 5 o y°° cal = 18,3 kcal 


dS = =* 45 =J 

f, t ncJn r, 0,082 ln2 42ca|/K 


Problems 31. Se realiza una transformacidn isoterma en un gas perfecto, desde 
un volumen de 10 1, presion de 5 atm a la temperatura de 300° K hasta que se 
reduce el volumen a la mitad. Calcular: 

1. La presion final del gas. 

2. Numero de moles. 

3. Trabajo y calor en la transformacion. 

4. Variacidn de entropia en la transformacion. 


l) 


21 


3) 


Solucion 


PiVx = P2V2 


P 1 V 1 = nRT\ => 


V , 

p 2 = .. p, = 2 x 5 = 10 atm 


p,V, 5 x 10 

RT t 0,082 x 300 


= 2 moles 


W ? = J 2 pdV 
nRT x 

P =-i 7 — 


dU = nCydT 
T = ct e -► dU = 0 
dU = dQ - dW 


dQ = dW =*> e? = IV? 




nRT x dV V 2 1 

---= nRT x In -p— = 2 x 2 x 3001n — = - 832 cal 


Qf = W? = - 832 cal 


es negativo el W, puesto que comprimimos el gas 

4) 


dQ 

dS = => AS : 


j ! (2? 

832 

J . T T * 

J5 = - 300 “- 2 ’ 8C ^ K 























Problema 32. Se expansiona adiabaticamente un gas perfecto diatomico desde 
un volumen de 2 1, a presion de 2 atm y temperatura de 300° K, hasta que su 
temperatura final sea la cuarta parte de la inicial. Se pide calcular: 

1. Volumen y presidn finales. 

2. Trabajo y variacion de energia interna en la transformation. 


Solution 

c 7 

c v = 5 cal/mol °K c p = 7 ca^mol °K y = -f- = — 


1) 


r,vr' = r 2 vr 


1 -K 

7", 

/ v 2 y" 

_x A ... 

/ 



t 2 


=r> 4 = 

V 2 

J " 

P.v, 

r, 

2x2 


p 2 = 

1 


7*2 

p 2 64 

— 4 

""64"" a,m 


V, = 2 x 4 5/2 = 64 I 


2) Teniendo en cuenta que el numero de moles de la transformacidn es: 

p,V, 2x2 


obtenemos: 


PjV, = nRT l => n = 

Q = ct e -> <70 = 0 
dQ - dW = dU 


RT j 0,082 x 300 


= 0,16 moles 


=> - dW = dU => 


- 0 ? 


"‘J 

nc v </7 = nc v (T 2 - 7,) = 0,16 x 5 j 

f 300 _ 300 > 

| cal = - 180 cal 


A1 ser una expansi6n, el trabajo (positivo) lo realiza el gas a costa de su energia interna 
(negativa). 

Problema 33. Dos moles de un gas perfecto (c v = 3 cal/mol °K) describen el 2 atm 
ciclo de la figura; determinar la temperatura de cada vertice y el trabajo, calor, 
variacion de energia interna y variacion de entropia en cada una de las lineas que 
constituyen el ciclo, y en el ciclo total. Determinar el rendimiento del ciclo. latm 


1) 


P\Vy = nRTy => 7, = 


Solucion 

1 x 100 


nR 


PtV, 


P 2 V 2 t 2 

Vi = V 2 
PiV 1 _ T x 
P1V3 t 3 

PlV t 7, 


p 4 V 4 T 4 
P\ = P4 


P\ 

P2 

1 x 100 

2 x 200 

V , 7 


r 2 * 2 


610 


2 x 0,082 
1 610 


7, = 610° K 


1 1 


1001 

Problema 


2001 

XXIII-33 


1 220° K 


7 3 = 2 440° K 


100 

~200~ 


610 


74 = 1 220° K 
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2 ) Isocora (1 -> 2): 




IV 4 2 = 0 


Wf = I pdV 
V = ct' -► dV = 0 
dQ ~ pdV = dU =s> dQ = dU = ncJT 


)f = I/? =^ nc y dT = nc v J 


2 nc v rfr = nc v [ 2 <<r = nc v (r 2 - r,) = 2 x 3(1 220 - 610) cal 


dS = -4^- =*> S? 


| Qf = l/f = 

3 660 cal = 15 298,8 J 

C4--J 

f 2 ncJT T 2 

| , r " Cv " T, 

Sf = 4,16 ca(/°K = 17,38 J/“K 


1 220 

= 2 x 3 In cal/°K 

olU 


3) Isobara (2 -> 3): 
dU = nc v rfr => l/| 


=/: 


2 - , nCvdr = nc v (r 3 - T 2 ) = 2 x 3(2 440 - 1 220) cal 


U\ = 7 320 cal = 30 597,6 J 


dQ = nCpdT I /* 3 

c p - c v = R \Ql = 

/? = 2 caVmol °K J 2 


nc p dr = n(c v + R) (T 3 - T 2 ) = 2(3 + 2) (2 440 - 1 220) cal 


Ql = 12 200 cal = 50 996,0 J 


dW = dQ - dU 


Wl = Ql - U\ = (12 200 - 7 320) cal 




Wl = 4 880 cal = 20 398,4 J 


3 nc„dT 


2 440 


2 r "^ Cv + ^ ln r 2 2 ^ 3 + 2 ^ ln 1220 


ca(/°K 


Si = 6,93 cal/°K = 28,97 J/°K 


4) Isocora (3 -► 4): 


W$ = j* pdV 
V = ct c => dV = 0 


= 0 


dQ = dU =s> 0? 




nCydT = nc y (Ti - 7j) = 2 x 3(1 220 - 2 440) cal 


= l/} = - 7 320 cal = - 30 597,6 J 


, f" f 4 nc v dT r 4 

S3 =J 3 ^=J 3 — = ->-rr = 2x 


1 220 

31n -2 44^ Cal/OK 


S 3 = - 4,16 cal/°K = - 17,38 J/“K 























5) ISOBARA (4 -► 1): 

U\ = f ’ ncJT = ncJT, - T a ) = 2 x 3(610 - 1 220) cal 




U\ = - 3 660 cal = - 15 298,8 J 


nc p dT = n(c v + /?) (7, - 7 4 ) = 2(3 + 2) (610 - 1 220) cal 


6) Ciclo completo: 



610 

1220 


cal/°K 


7) Rendimiento: 

W 

* Of + Ql 


10 199,2 

15 298,8 + 50 996,0 


0,15 =>15% 


P 


Problema 34. Un cierto numero de moles de un gas perfecto describe el ciclo de 
la figura, siendo conocidos los valores de las variables en ella expresadas (T u 
Vi, pi, p 2 ), asf como el calor molar a volumen constante (c v ). Determinar a costa 
de tales datos el valor de p, v y T en cada vertice; el calor, trabajo y variacion de 
energfa interna y entropfa en cada lmea y en el ciclo: 

1. Suponiendo isoterma la transformacion (1 —> 2). 

2. Suponiendo adiabatica la transformacion (1 —> 2). 



v 


Solution 


Problema XXIII-24 


1) 

a) 


PiVi = nRT, => n 


P,V, 

RTy 


T 2 = t, 


P> = Pz 


V, = V, 


p i — p?y ^ 

v, = v, 

PlV, _ P,Vy 


P2 

p-> 

T — T 

T, h 

-* 3- i ] 

P 1 
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Tsobara (2 -> 3): 


f 


Vl = \ ncJT = nc v (r 3 - T 2 ) = 


P.V, 
RT , 


(7r r '- Ti ) 


V,(p 2 - p.) 


w? = £ p 2 4V = p 2 (V 3 - V 2 ) = p 2 (v, - -g- V.) 


w 2 3 = V,(p 2 - p,) 


el = ui + wi => I ei = (-^ +1) v, (p 2 — pi) 

-Jl-H 


3 nc p dT , n ,T 3 
—— = n(c v + R) In -=r- 
2 1 l 2 


S\ = (c v + fi)ln 

/c/, pi 


d) Isocora (3 —* 1): 


f: 


wj = 0 


el 




W] = | pdK 
V = ct e =s> 4V = 0 


p ,K, 

«c v </r = nc v (r, - r 3 ) = -^r- c v 


\ p 1 


el = el = -jjr v,(p, - p 2 ) 


51 




nc v dT T x 

—-— = ncjn -=r- 

1 h 


pT^ j pT 

53 = -rtT cJn 77 
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e) Ciclo completo: 


2) a) 



c p _ C v + R P\V\ 


^ V Cy /? 7 '] 



- Wf- t/f = r ncJT - nc^iTt - T,) =-^" c v [*", (77) " “ ^i] 


c) Isobara (2 -► 3): 

vl .J‘,^r-»<,<T,-r 1 )-JgLc,[r,jL-T,(-eL) 7 ]- 


r,_, 

(n.\ 

-^— i 

C v + /? 


L 1 1 

{ Pi J 

1 



0! -J’ - rj - <k + «.) [r, - r, (-£-) ’ ] 



u\ 


r, 

f-^-1 

* - 

1 

i c,+ * - il 

L 1 

l Pi J 

1 M 

! 
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d) Isocora (3 -» 1): 



V = ct e =s> dV = 0 



e) Ciclo completo: 


AU = 0 


45 = 0 


II 

£ 

II 

OJ 

r, 

(IL.) 

- c ' -i 

L l 

( Cv \ 

L 1 

1 Pi ) 

1 J 

r ’' 

( R P ' P V 


Problema 35. Calcular el rendimiento termico en funcidn de N > 1 de un motor 



PiV. _ r, 

PaVa Ti 


1 

~N 


II 

7-4 


=> Ta = N7 - , 


526 


Pa = Pi 
V 4 = NV , 

































p 2 dV = p 2 (V } - V 2 ) = Npi(NV , - V,) = p,V,(W - 1 )N 


Cilculo del trabajo realizado por el motor: 

Wf = 0 

IV^ = 0 

= J] P' dV = P>( V > - V -) = P.1'10 - AO = - PiV,(N - 1) 

IV = Wf + + W.! = p,V,(N - l) 2 

Calculo del calor comunicado (positivo) al sistema: 

Q] = | 2 ncJT = nc v (r 2 - T,) = nr,c v (N - 1) 

3 


1 


nc p dT = nc p (T 3 - T 2 ) = nT x CpN (N - 1) 


Q « Q\ + G! = - 1) [c v + c p (N - 1)] 


luego, como: 


R = 


W 

Q 

PxV x 

nT x 


V = 


/?(N- 1) 

c v + Cp(N - 1) 


y teniendo en cuenta que: 

c v = 3 cal/mol °K c p = 5 cal/mol °K R = 2 cal/mol °K 
obtenemos: 


>7 = 


2(N- 1) 2N- 2 

3 + 5(N-l) 5N-2 


Problema 36. Dos moles de un gas perfecto monoatdmico describen un ciclo de 
Carnot, realizando en la expansion adiabatica 9 932 J de trabajo. Siendo 1 000° K 
la temperatura del foco caliente, calcular el rendimiento del ciclo. 

Solution 


En la expansion adiabatica: 

Q — ct c => dQ = 0 
dQ - dW = dU 


- dW = dU = ncJT 


W 


=/; 


nc v dT = hc v (7, - T 2 ) => T x - T 2 = 


W 


y como el gas es monoat6mico: 

c v = 3 cal/mol °K => 7, - T 2 = 
7, - T 2 396 


9 932 


Tx 


1 000 


4,18 x 2 x 3 
= 0,4 


= 396° K 


40 % 














Problema 37. Un alpinista que pesa 70 kg, cargado con una mochila de 30 kg, 
sube una montana de 300 m, estando el ambiente a una temperatura de 20° C. 
Para la realization de este trabajo, sin perdidas teoricas de las reservas de su 
organismo, le basta con ingerir en su comida 400 g mas de patatas que en los dias 
que no ejercita su deporte. Sabiendo que el calor de combustion de las patatas es 
de 90 kcai cada 100 g, demostrar que el hombre es una maquina mas perfecta que 
la ideal de Carnot. 

Solucion 


Si el hombre fuera una maquina de Carnot, teniendo en cuenta que la temperatura media del 
cuerpo humano es 37°, el rendimiento seria: 

r-r = 310,16 - 293,16 = 00S5 
' T 310,16 


El trabajo realizado por el alpinista es: 

W = (M + M')gh = (70 + 30)300 = 3 x 10 4 kgm 
El trabajo correspondiente a las calorias producidas por las patatas es: 

W = 90 x 4 x 427 = 153 720 kgm 


El rendimiento es: 


3 x IQ 4 
153 720 


0,19 => 


r' > r, 


El hombre es una m&quina mas perfecta que la de Carnot. 


Problema 38. Queremos multiplicar por n el rendimiento de un ciclo reversible 
de Carnot, aumentando al hogar y disminuyendo al refrigerante el mismo numero 
de grados (AT). Hallar una formula general relacionando AT con el primitivo 
rendimiento rj, n y la temperatura del hogar T. 

Solucion 


El rendimiento de un cielo de Carnot: 

T-T 

T> T 


Queremos multiplicar por n\ incrementando T y T en forma conveniente, tendremos: 


r;n = 


(T+ AT) - (T - AT) _ T - T + 1ST 
T + AT T + AT 


AT = 


rj(n - 1 ) 
2 — nr. 


r,T + 2AT 
T + AT 


Problema 39. En una nevera de compresion se trata de fabricar 5 kg de hielo 
cada hora, partiendo de agua a 0° C. El ambiente exterior esta a 27° C. Calcular: 

1. La eficiencia de la nevera. 

2. La potencia teorica del motor. 

3. La potencia real si el rendimiento de la operacion es el 75 %. 

4. El costo de la energia electrica necesaria para fabricar 100 kg de hielo a 5 
pesetas el kW • h. 












Solucion 


1) 


2 ) 


K = 


Ti 


T 2 - T\ 


273 

300 - 273 “ 10 


W = 02 - Qi 



t 


e. 



>? 

P--«L- 

r)t 

5 000 x 80 x 4,18 

<= 46 W 

10 x 3 600 


3) 



46 

0,75 


» 61 W 


4) Para 100 kg de hielo son necesarias 20 boras: 


W = Pt = 0,061 x 20 = 1,22 kW • h 


p = 1,22 x 5 = 6,10 ptas 


Problems 40. Hallar la variation de energia interna y de entropia que se produ¬ 
ce al fundir 1 kg de hielo a la presion normal. (Considerese que la densidad del 
hielo es 0,9 y la del agua 1.) 


Solucion 


1) 


AU = Qf- IV? 

<2? = Ml = 10 3 x 80 = 80 000 cal 


lV? = p(Vj-V,) 
p = 1 atm 
V 2 = 1 000 cm 3 

v _ 1 000 3 

v ’ ■ “oJ~ cm 


tv? = 


76 x 13,6 x 980 |^1 000 - 


10 7 x 4,18 


= - 2,69 cal 


AU = 80 000 + 2,69 = 80 002,69 cal 


2 ) 

dS> 

Al ser T = ct e = 273° K en el cambio de estado: 


* — /: 


2 

T 


AS : ' 


1 C 2 Q\ 80 000 

T"J x dQ ~^r m ~m~ “ 293,04 caV'K 


El signo = corresponde a transformaciones reversibles, y el >, a las reales o irreversibles. 




















Problema 41. Calcular el aumento de entropia al mezclar 100 kg de hielo a 0° C 
con 80 kg de agua a 100° C. (Se supone nula la influencia del medio exterior.) 

Solucion 

Llamaremos 5 0 a la entropia de 1 kg de hielo a 0° C. La correspondiente a 100 kg de hielo es 
100 S 0 - La entropia de 80 kg de H 2 0 a 100° C es la que corresponde a 80 kg de hielo a 0° C; 
m£s la variaci6n de entropia al transformar estos 80 kg en agua liquida a 0°; mas la variaci6n 
de entropia para elevar 100° C la temperatura. Por tanto, la entropia total del sistema antes de 
la mezcla es: 

100S 0 + 80S 0 + 80 2 ^ 3 80 + J*™ 80 j? r - = 180S 0 + + 80ln -p|- = (180S o + 48,4) kcaV 0 K 

80 kg de H 2 0 al pasar de 100° C a 0° C desprenden 80 x 100 kcal, los cuales son capaces de 
fundir, justamente, los 100 kg de hielo. El estado final del sistema es, por tanto, 180 kg de 
H 2 0 a 0° C. Su entropia es: 

S 2 = ^ 180S 0 + 180 27 X 3 80 j kcaV° K = (180S o + 52,7) kcal/°K 
El aumento de entropia del sistema es: 

AS = S 2 - Sj = (180S o + 52,7) - (180S o + 48,4) = 4,3 kcal/°K 


Problema 42. La temperatura del foco caliente de un motor de Carnot que fun- 
ciona por via reversible es de 300° K, y la del foco frio, 273° K. Si el numero de 
calorias que recibe el motor del foco a 300° K es de 2 000, calcular: 

1. Rendimiento. 

2. Calorias cedidas al foco frio. 

3. Si el motor funciona como frigorifico (recorrido a la inversa) y recibe 2 000 
calorias del foco a 273° K. Calcular la eficiencia. 

4 . Cuantas calorias cede al foco caliente. 

Solucion 


1 ) 


2 ) 


Q + Q' = T- T = 300 - 273 = 


Q 


2 000 + Q' _ 300 - 273 


300 


09 


9 % 


2 000 300 

3 ) (Ver figura del formulario.) 


Q' = - 1 820 cal 


Gi Q\ 

^ Q 2 -Q i 



T \ 

300 - 273 “ 10 


4) 


2 000 

Q, - 2 000 


273 


02 ^ 2 200 cal 


300 - 273 






















Capitulo XXIV 


PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 
DE LA ELECTROSTATICA 


(UEE) 


(Giorgi) 


FORMULARIO 


F = /C -gigL- r = _!-- e ;g 2 r 


r 3 




«o = 


4tt 


SO = 


1 


4*9 x 10 9 N • m 2 


s = e'« 0 


Problema 1. Calcular la carga que deben tener dos conductors para que coloca- 
dos en el vacio y a la distancia de 1 m se atraigan o repelan con una fuerza igual a 
91,843 t. 


Solution 


Si las dos cargas son iguales, la expresi6n de la ley de Coulomb toma la forma: 


F = 



y como: 


F= 91,843 t = 91 843 x 9,8 N 

K = 9 x 10 9 N ~ m2 
C 2 


91 843 x 9,8 = 9 x 10 q Q 2 




Q = lO" 2 C 


531 


















Problema 2. Dos cuerpos cargados con 1 C se repelen entre sf en el vacfo con 
una fuerza de 102 kp. que distancia estan uno de otro? 


Solucion 


F — K 


F = 102 x 9,8 N 
0 = 1C 

K = 9 x 10 9 — ‘ m2 


=> 102 x 9,8 = 9 x 10 9 — => 


r - 3 000 m = 3 km 



Problema 3. De uno de los platillos de una balanza se cuelga un cuerpo cargado 
con 1 000 UEE de carga positiva; en el otro platillo se pone una tara para equili- 
brar la masa del cuerpo. En estas condiciones se coloca debajo del cuerpo carga¬ 
do otro tambien cargado positivamente, de forma que la distancia entre sus cen- 
tros sea 1 m. Siendo la carga electrica de este ultimo 0,0098 C, calcular que pesa 
se debe poner en el platillo correspondiente al cuerpo para que la balanza siga en 
equilibrio. Se supone que la experiencia se realiza en el vacfo. 

Solucion 

Q^ = 10 3 UEE 

02 = 98 x 10" 4 C = 98 x 10" 4 x 3 x 10 9 uee 
r = 10 2 cm 
K = 1 


F = K 


0102 


F = 


10 3 x 98 x 10~ 4 x 3 x IQ 9 

10 4 


= 3 x 980 000 dyn = 3 kp 


A 


k 

i 

1 m 

i 

i 

t 



Problema 4. Un cuerpo cuyo peso es 100 g esta cargado con 9 800 UEE. A que 
distancia sobre el debe colocarse otro cuerpo cargado con 100 000 UEE de signo 
contrario, para que el primero no caiga por la accion de su peso? Se supone que 
la experiencia se realiza en el vacfo. 

Solucion 


F — K 


0102 

r 2 


F = Mg 


=> 


V KQaQi = ^ / 9 800 x 1Q S ~ 
Mg V 10 2 x 980 


100 cm = 1 m 


Problema XXIV-4 


Problema 5. Separamos los electrones de los protones de 1 mol de H 2 y los 
situamos a una distancia de 10 3 km. Determmese la fuerza con que se atraen. 
(Carga del proton: 1,6 x 10 -19 C. Numero de Avogadro: 6,02 x 10 23 .) 




















Solucion 


Un mol de hidrdgeno contiene 6,02 x 10 23 mol6culas de H 2 y cada mol6cula contends 2 
protones y 2 electrones, con lo que la carga total, una vez separados, serS: 

Q = 2 x 1,6 x 1(T 19 x 6,02 x 10 23 = 192 640 C 


La fuerza de atracci6n es: 


F=K 


= 9 x 10 9 


192 640 2 
10 12 


= 3,34 x 10 8 N 


Problems 6. Dos particulas alfa estan separadas una distancia de 10 _n cm. 
Calcular la fuerza electrostatica con que se repelen, la fuerza gravitatoria con que 
se atraen y comparar ambas entre si. 


K = 9 x 10 9 - N -' m2 
C 2 

e = 1,6 x 10" 19 C G = 6,67 x 10 _u 
Masa de una particula a: 

m = 6,68 x 10 -27 kg 


N • m 2 
kg 2 


Solucion 


La carga de una particula a es 2e. 

F b = K-£- = 9 x 10 9 . 4 * 1.6 2 X 10- 38 = x 10 -3 N 
r 2 10- 26 

P a = G-^- = 6,67 x 10-" -6 .68 2 x lO' 54 = 29 ?6 x , 0 -4o N 
r 2 10' 26 

La fuerza gravitatoria es del orden de 10 37 veces menor que la electrostatica y, por tanto, 
despreciable frente a ella. 


Problema 7. Calcular cuantas veces es menor la atraccion gravitatoria que la 
repulsion electrostatica entre dos nucleos de hidrogeno. Datos: Masa del hidrd- 
geno: 1,67 x 10- 27 kg. Carga del nucleo de hidrogeno: 1,6 x 10 -19 c . Constante 
de la gravitacion 6,67 x 10 -11 N • m 2 /kg 2 . Constante de la ley de Coulomb: 9 x 
10 9 N • m 2 /C 2 . 


F e 



Fo 



Solucion 


Fe KQ 2 
F c Gm 2 


9 x 10 9 x 1,6 2 x 10 -38 

---= 1,24 x 10 36 

6,67 x 10-" x 1,67 2 x IQ- 54 


La fuerza de atraccion gravitatoria es del orden de 10 36 veces menor que la de atracci6n elec- 
trostatica y, por tanto, despreciable en comparaci6n con esta ultima. 












MV 


Problema 8. Dos esferas iguales de radio 1 cm y masa 9,81 g estan suspendidas 
del mismo punto por medio de sendos hilos de seda de longitud 19 cm. Ambas 
esferas estan cargadas negativamente con la misma carga electrica en magni- 
tud. ^Cuanto vale esta carga si en el equilibrio el angulo que forman los dos hi¬ 
los es de 90°? cuantos electrones equivale la carga contenida en cada es- 
fera? ^Cual es la fuerza de gravitacion que existe entre las esferas en el equi¬ 
librio? Carga del electron = 1,6 x 10“ 19 C. G = constante de gravitacion uni¬ 
versal = 6,67 x 10 -11 unidades Giorgi. 



r R 

Problema XXIV-8 


1) 


9 _ Ft 
g 2 Mg 


-?-= 45° 


Solucion 


F E = Mg =J> K = Mg 
x 2 


x = 2/sen -2- 
l=l 0 + r 

trabajando en uee: 


KQ 2 


4/ 2 sen 2 -j- 


= Mg => Q = 2/sen 


JL A / Mg 

2 V a: 


<2 = 2 x 20-^ V9.81 x 980 = 2 773,2 UEE = 924,4 x lO" 9 C 


2 ) 


3) 


n = = 924,4 x 10 9 = 57 775 x 10 s electrones 

e 1,6 x 1CT 19 


F — G M 2 = Q . 


M 2 


4/ 2 sen 2 -2- 


= 6,67 x 10" 11 7 ’ OA ~ AV —= 0,802 x 10‘ 17 N 
4 x 4 x 10 -2 


Problema 9. Calcular la fuerza que actua sobre un dipolo electrico de longitud / 
sumergido en un campo electrico radial creado por una carga Q. Suponer que 
r :» /. 

Solucion 



La fuerza resultante es: 


F=K 


Qq 


- K 


Qq 


(r + /) 2 

siendo r » /, podemos poner: 


KQq 
r 2 


[•• > ] 



el signo menos nos indica que la fuerza resultante es de atraccidn (p = mddulo del vector 
momento del dipolo). 
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Problema XXIV-9 




































Problems 10. La fuerza con que se atraen dos cuerpos iguales cargados cuando 
se encuentran a una distancia de 3 m es de 1 N. Se ponen en contacto y la carga 
se distribuye por igual entre los dos cuerpos. Colocandolas a continuation a la 
misma distancia, se repelen con una fuerza de 2 Calcular la carga que inicial- 
mente tenian los dos cuerpos. 

Solucion 


Inicialmente se tiene: 


F= K 


Q 1 Q 2 

r 2 


1 = 9 x 10 9 - ' 9 g — => Q,Q 2 = 10" 9 C 2 

despuOs de ponerlas en contacto y separarlas de nuevo, la carga de cada cuerpo es 
( Q\ ~ Q 2 )/ 2 ; luego: 


2 = 9 x 10 9 


<e. - e 2 ) 2 

4x9 


(0. - g 2 ) 2 = 8 x 1 CT 9 C 2 => g, = 99,5 ,aC Q 2 = 10,0 siC 


Problema 11. Calcular la fuerza que actua sobre una carga de 1 fxC colocada en 
(0,4) m debida a la siguiente distribution: en (0,0), una carga Qi = — 3 |xC; en 
(4,0) m, una carga Q 2 = 4 fxC, y en (1,1) m, una carga Q 3 = 2 [xC. 

Solucion 

F=KQ2-0-r,= FJ + FJ 

n 


QQi a 10 ' 6 X 3 x 10 “ 6 27 „ , 

F, = K = 9 x 10 9 -=-lO ' 3 N 

r\ 16 16 


s?i = 0 | F xl = Fi cos 91 = 0 


sen^ = — 1 

QQi 


F y i = F,sen9, = - 


27 

16 


10 “ 3 N 


_ „ 10 -6 x 4 x 10 * 6 9 

F 2 = K - = 9 x 10 9 -= — lO ” 3 N 

rf _ 32 8 


COS 92 = - 


vr 


2 

vr 


f 2 = k 


2 

QQ> 


F „ 2 = F 2 COS92 - 9 yj~ 10 ~ 3 N 


F y = F 2 senp, = 


16 

9 VT 

16 


10 -3 N 


cos p, = - 


0 10 " 6 x 2 x lO -6 9 

= 9 x 10 9 -= — 10 -3 N 

r\ 10 5 

9 


1 


VlO 


VlO* 


F XJ = Fjcospj = - 


F y = F 3 sen 93 = 


5 VlO 

27 


10 ~ 3 N 


5 VTT 


10 ~ 3 N 



F x = F x , + F xt + F X) = ~ 10' 3 = - b36 x KT 3 N 

F y = Fy, + Fy, + Fy = / - — + —+ —^-=\ 10" 3 = 0,81 x lO’ 3 N 
V 16 16 5 VIT ) 

|~F = (—l,36i + 0,81j')10~ 3 N | 


(Este problema se puede resolver m&s facilmente calculando el potencial en el punto (0, 4) m, 
debido a la distribution dada, a continuaci 6 n el valor del campo en dicho punto y, por tanto, la 
fuerza sobre 1 uC. Esta forma de operar se hara en los capitulos XXV y XXVI.) 
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Problema XXIV-12-1.’ 


Problema 12. El cuadrado de la figura tiene 1 m de lado. Determinar la fuerza 
que actua sobre la carga situada en el vertice C. 

Solucion 

F a = 9 X 10 9 — 10~ 6 X 3 X 10~ 6 = 13>5 x 10 -3 N 

F B = 9 x 10 9 2 * 10 " 6 * 3 x 10 ' 6 = 54 x 10 -3 N 
F D = 9 x 10 9 4 x 10 " 6 y 3 x 10 ~ 6 = 108 x 10- 3 N 
F Ax = 13,5 x 10- 3 N 

Fa vt 

F Ay = 13,5 x 10" 3 N 



F b = 

- 54 x 10‘V N 



fo = 

108 x 10 -3 iN 


II 

0 

1 

w 


(j^r-54)/ 

| = 10" 3 (117,5« - 44,4y) N 


Problema 13. Dos cargas puntuales de -200 y 300 jjlC se encuentran situadas en 
los puntos A (1,2,1) my B (3,0,2) m, respectivamente. Calcular la fuerza que 
ejercen sobre una tercera de 100 jaC situada en C (-1,2,3) m. 



Problema XXIV-13 


Solucion 

La F 13 tiene la direccibn y sentido del vector CA : 

CA = A - C = 2i - 2k m => r I3 = |C4| = 2 V2 m 
el vector unitario en la direcci 6 n y sentido de CA ser£: 

CA = 2i - 2k m V2~ (| . _ k) 

ca 2 vr 2 


y como: 


tendremos: 


F|1 . 9 , 10- *» » m-m * 10- , K_ N 


VL<,- 4) -J«VL ( ,-«n 

La F 23 tendr£ la direcci 6 n y sentido del vector BC: 

BC = C- B = -4i + 2j+km =J> r 23 = BC = V^T m 

ademas: 

BC - 1 (—4f + 2 j + k) = (-4* + 2j + k) 


BC V21 


21 


y como: 


= 9 x 10 9 300 x 10-6 100 * io ~ 6 = N 
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luego: 


F* = -y- - (-4. + 2j + k) = 


30 Vn 

49 


(-4/ + 2 i + k) N 


obteni€ndose para valor de la 

fuerza total: 




f - f 13 + F 23 - ( 45 VT _ 

120 V 2 I \ 

, . , 60 V 21 . , l 

l + -- J + 1 

f 30 V5T 


13 23 y 4 

49 ) 

49 J \ 

^ 49 

4 / 


Problema 14. Una partfcula de masa m y carga -q se encuentra en el punto 
medio de la linea que une otras dos cargadas con +Q fijas y situadas a una 
distancia r la una de la otra. La partfcula m esta obligada a permanecer en la 
linea que une las dos cargas + Q\ si separamos de la position de equilibrio estable 
a — q una distancia A <3C r t determinar su perfodo de oscilacion. 


F= Ko 


qQ 


ow 

y como x <*: r, queda: 


-K 0 


Solution 

qQ 


= " K 0 qQ - 


2 rx 




32^0 , . 32^o9(2 

F =- x = - kx =?> k = - 


r 3 


r—X—; 

^2_ F I 

~Q r X 


Problema XXIV-14 


y como: 


T=2k 





r 


7rr 

T 


a/ mr 
V 2/r 0<7 e 


Problema 15. Calcular la fuerza que ejerce una varilla de longitud L cargada 
con una densidad lineal de carga A, sobre una partfcula cargada con q situada en 
la misma linea de la varilla y a una distancia a de su extremo. 

Solution 

El valor de la fuerza dF debida al elemento dx sera: 

L dx a _ dF 

9 

Problema XXIV-15 

nos queda: 

dF = K„q>. 

X 4 

el valor de la fuerza total resultante debida a todos los elementos de la varilla ser&: 

F = f L Krf A = K„qX [-!- 1—1 = K 0 q>, - L 

J a x 2 |_a a + L J a(a + L) 


dF = Ko 


qdQ 


y como: 


dQ = Xdx 
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Problems 16. Un anillo de radio a esta cargado con una densidad lineal de carga 
uniforme A. Colocamos en un punto de su eje, y a una distancia b, una carga Q'. 
Calcular, en funcion de estos datos, la fuerza que actua sobre esta carga. 


Solution 



Problema XXIV-16 


El valor de la fuerza dF debida al elemento dl sera: 


dF = K 


Q'dQ . 


y como: 


dQ = Xdl 
r 2 = a 2 + b 2 


dF = K 


Q'Xdl 
a 2 + b 2 


que descompuesta en los ejes X e Y (ver figura) y teniendo en cuenta que la componente segun 
el eje Y se nos anular£ con la componente de la fuerza que actua debida al elemento dl' y que 
esto nos ocurrira con todas las componentes de las fuerzas debidas a todos los elementos que 
constituyen el anillo que se encuentran en un piano perpendicular al eje por P , sacamos en 
consecuencia que la fuerza activa sera la suma (integral) de todas las componentes de las 
fuerzas creadas por todos los elementos del anillo en la direccidn del eje X\ 


pero: 


luego: 



dF x = dF cos 9 
b 


cos 9 = 


Va 2 + b 2 


=> dF x = 


KQ'Xbdl 
(, a 2 + b 2 f n 


F = 


KQ'Xb 


f 


(a 2 + b 2 ) 3/2 

dl = 2 nd 



2 -KQ'Xab 
(a 2 + b 2 ) 3/2 
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Capitulo XXV 


EL CAMPO ELECTRICO 


FORMULARIO 


CAMPO ELECTRICO: 


E = 


Q' 


CAMPO ELECTRICO CREADO POR UNA CARGA PUNTUAL: 


E = K 0 


A 


CAMPO ELECTRICO CREADO POR UNA DISTRIBUCI6N DE CARGAS PUNTUA- 
LES: 

Q j 

E = K 0 ? - 


»? ' 


FLUJO ELECTRICO: 


Teorema de Gauss: 


<P = E ■ dA 


<P = 


£Qi 


£o 


DENSIDAD LINEAL, SUPERFICIAL Y CUBICA DE CARGA: 

dQ _ dQ 


di 


dA * dV 

EL CAMPO ELECTROSTATICO ES CONSERVATIVO: 

r = rt\ E dr = 0 rot E = 0 


■ /c 
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Problema 1. Una particula de 5 g de masa cargada con 1 pC queda en equilibrio 
en el espacio, dentro de un campo electrico. Calcular modulo, direction y sentido 
de la intensidad de este campo electrico. 

Solucion 

El campo electrico ser£ vertical y hacia arriba: 

Mg = F e => Mg = EQ => 


, _ Mg _ 5 x IQ' 3 x 9,8 


10 “ 


= 49 x 10 3 N/C 


Mg 


Problema XXV-1 


Problema 2. Dos cargas electricas puntuales, la una, A , triple que la otra, B , 
estan separadas 1 m. Determinar el punto en que la unidad de carga positiva 
estaria en equilibrio. 

1. Cuando A y B tienen el mismo signo. 

2. Cuando tienen signos opuestos. 




q E 2 E } 3 q 


Xj 

Problema XXV-2 


-3^ 


Ko-^r - K« 
r 


Solucion 

E] + E 2 = 0 

_ 3 ? . ■ =0 => — =- - - 

(x - l) 2 x 2 (x - l) 2 


x, = 0,366 m 


x 2 — - 1,366 m 


= solucibn cuando las cargas son positivas. 
x 2 — soluci6n cuando tienen signos opuestos. 


Problema 3. Una carga puntual positiva de 10 -2 p.C esta situada en el origen de 
un sistema de coordenadas ortogonales. Otra carga puntual negativa de 
-2 x 10" 2 pC esta sobre el eje de ordenadas y a 1 m del origen. Determinar la 
intensidad del campo electrico creado por esta distribucion en puntos: 

1. A (2,0) m. 

2. B (1,3) m. 

3. C (1/2, 1/2) m. 

4. D (3,4) m. 

Solucion 

l. cr m£todo: 


E = £, + E 2 = E x i + Eyj 
Ex = £x, + Ex 2 

Ey = £y, 



E>x } — E\ cos^i 
E y] = Ejsen^j 
E x , = E2COS92 
E y , = E 2 sen 
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1) 

C0S?1 = 

sen p] = 

cosp 2 = 

sen 9 2 = 

2 ) 

COS 9! 

sen 9! 

cos 92 

sen 92 

3) 

cos 9, = - 

sen 9, = - 

COS 92 = - 

sen 92 = - 


2 

VT 

1 

VT 


E, = 9 x 10 9 
E, = 9 x 10 9 


45 


4 2 

2 x 10" 8 


N/C 
= 36 N/C 


-f-N/C 


£ y , = 0 


72 


Ex, = - ^7-N/C 

VT 

Ey, = -^7= N/C 

VT 


E, = —-= - 9,7 N/C 


2 

£ =- 36 _ 

y VT 


VT 

= 16,1 N/C 


£ = - 9,71 + 16,1/ N/C 



£, = 9 x 10’ = 9 N/C ' 


E 2 = 9 x 10 9 2 X 5 10 - 8 = 36 N/C 


1 

Vio 

3 

E - 9 

X| VhT 

E - 27 

£ = _2_36— 

Vio 

y ’ Vio" 

x Vio VT 

i 

r 36 

27 72 

VT 


y ViT VT 

2 

£_Z2_ 


VT 

VT 



£ = - 13,2* - 23,7/ N/C 


13,2 N/C 
23,7 N/C 





£, = 9 x 10 9 
£, = 9 x 10 9 


10 ' 


1/2 

2 x 10' 8 

w~ 


= 180 N/C 
= 360 N/C 


VT 

2 

VT 

2 

VT 

2 

VT 

2 


£„, = 90 VTn/C 
£ y , = 90 VFn/C 
E %1 = - 180 VTn/C 
£ y; = 180 VTn/c 


£ x = 90 VT- 180 VT= - 127,3 N/C 
£y = 90 vT+ 180 VT= 381,8 N/C 


£ = - 127,3i + 381,8/ N/C 
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4) 



£, = 9 x 10 9 N/C 

£ 2 = 9 x 10 9 2 x .*° - = 10 N/C 


18 


cos ?1 = -y- 
4 

sen?, = — 

COS?2 = - 


sen?2 = - 


VT 

2 

vT 


£„ = N/C 


£ y , = -g- N/C 

£„, = - 5 VTn/C 

£ y , = - 5 V2N/C 


£ x = -|y - 5 VT= - 4,9 N/C 
£ y = -g- - 5 VT= - 4,2 N/C 


£ = - 4,9i - 4,2/ N/C 


2.° m£todo: 

Calculamos el potencial V(P) en un punto cualquiera P(jc, y) del piano debido a la distribucidn 
dada: 

V(P) = -A = K„ \-Q- + -^-1 
r i L r l r 2 J 

[ Vx 2 + y 2 Vx 2 + (y - l ) 2 J 


o, = lo - 2 ac 
Q 2 = - 2 x 10- 2 jaC 
r, = OP = V? + y 2 


r 2 = £P = Vx 2 + (y - l ) 2 
y como: 


K(/>) = 90 


£(P) = - gradV(P) = - 


d\x 



E — — — 90 1 

r * 

2 x ] 

dV 

ax 90 1 

L [x 2 + y 2 ] 3/2 

[x 2 + <y - I) 2 ) 5 ' 2 J 

dy J *’ 

£ - - = 90 I 

r y 

20 --1) ] 


y dy 90 

L I* 2 + rP 

[x 2 + (y- 1) 2 ] V2 J 


1) En el punto A (2,0) m: 


£ * = 90 ^r] = ~ 9J N / c 


£ y = 90 = 16,1 N/C 


£ = - 9,7/ + 16,1/N/C 


2) En el punto £(1,3) m: 


£* = 90 | 

r«a 

2 

L io v: 

5 V2 

£ y = 90 | 

r 3 

4 

L io ,/2 

5 5/2 


- 13,2 N/C 

- 23.7 N/C 


£ = - 13,2f - 23,7/ N/C 
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3) En el punto C 


(+• 4 -) m: 



electrico de la figura en los puntos: 
1. 0(0,0). 

2. P(*,0). 

3. S(0,y). 


Solution 


l. cr MF.TODO: 
1 ) 


2 ) 


£, = £,= 


4K„<2 


p , F • 8KnQ ■ 

E = - 2 E,j =-- —j 


E\ = E z = K a —— = K„- 
r 


1/2 


x- + 


4£o<2 


F 4jc 2 + F 


l 


=> E = - 2E y J = — 2£|Seny 


3) 




£, = AT,, • 


V4x- + r- 




£; = 


Kff 


£ = (£,- £,)y 



£,-£, = £„e 


“ 

1 

1 


2 £o2/y 

r 32K n Qly 

_( 

1 

('♦-*-)■ J 

1 

V: 

IJ 

1 

N) 

J 

L J 

(42y 2 - / 2 ) 2 
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Y 


E ' '> = \/ 

k Si 

r 2 = \f 

1 

1 1 


1 

y +q< 

1 

1 

\ 

1 

1 

l 

♦ 

1 

1 X 

o 

1 * 

1 

1 

-Q< 

1 

1 

, t 


2.° m£todo: 

Calculamos V(A ), siendo A(x,y)\ 


V(P) = *o<2 


[ \/ <2+ ^ + ^-) 2 ] 


E = - gradV 


E x = /C 0 (3 


£v = £oG 


[* 2 + 

(-4)1 

r i 

b 

+ 

s 


i 

y ~ — 



«+ _L 
y 2 

['* 

(-4)1 

r i 

[4+ 

(-4)T 


Problema XXV-4-3.' 




1) En 0(0,0): 

E y = K 0 Q 

2) En P(x, 0): 


£, = 0 

- 1/2 1/2 


4X 0 (2 


(// 2 ) 3 ' (// 2) 3 


r 8 K 0 Q . 

£ ---- 7 


Ey = XOO 


[b(4)?" R4)?] = ° 

[ -//2 _ //2 “I = _ 

[-(4)? [-(4)? J 


8X 0 Q/ 


(4x 2 + P ) 3/2 


8K a Ql 

(Ax 2 + l 2 ) 2 ' 2 1 


3) En S(0,y): 


E, = 0 


Ey = XoO 


y - ■ 


y + ~ 


[-4]’ [-4]’ 


2 K a Qly 


[M4) = ]’ 



Problema 5. En el centro geometrico de un cubo de 2 m de arista tenemos una 
carga de 50 jjlC. Calcular el modulo de la intensidad del campo en el centro de 
una cara y el flujo que atravesara a cada una de ellas. (El medio que se considera 
es el vacio.) 
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Solution 


1) La distancia del centro del cubo al centro de una cara sera la mitad de la arista, o sea, 1 m: 


£ = Ko ~~~ = 9 x 10 9 50 X 10 6 N/C => I £ = 45 x 10“ N/C 
r l 2 I- 


2) Segun el teorema de Gauss, el flujo que atraviesa a una superficie cerrada que envuelve a 
una Carga Q es: 

<P = -Q— => <P = 50 x 10' 6 x 4* x 9 x 10 9 = 18k 10 5 V • m 
como el cubo tiene seis caras, el flujo que atraviesa una de ellas ser£: 


<P = 18 , l 105 = 3k 10 5 V • m 


Problema 6. Una carga puntual positiva de 10 -2 u.C se encuentra en el origen de 
un sistema de referenda. Determinar la intensidad del campo electrico creado 
por ella en el punto P(2, -4, 5) m. 

Solucion 

E = K-O-r 
r 3 

r = OP = 2i - 4/ + 5* m =s> r = V4 + 16 + 25 = 3 VTm 
-y = -yj- (2/ - 4 j + 5 k) 


£ = K = 9 x 10 9 1 0 2 X 10 6 = 2 N/C 
r 2 45 


2 V 5 ~ 

E = —(21 - 4/ + 5k) N/C 




Problema 7. Una carga puntual positiva de 10 -2 (xC se encuentra en el punto 
A(— 1, 2, —1) m. Otra carga puntual negativa de -2 x 10“ 2 p.C se encuentra en 
B( 2, -2, 2) m. Determinar el campo electrico creado por esta distribution en el 
punto C(3,4,0) m. 

Solution 

l. cr m£todo: _ 

r, = V21 m 


r\ = AC = 4i + 2j + k m => 

r 2 = CB = - i - 6 j + 2k m => 

10 


V2 T 


30 

7 


£i = 9 x 10 9 N/C =* £, = (4« + 2j + k) N/C 


21 

r 2 = V 5 T m 
r 2 _ ViT 

41 “ 

10 V21" 


(4 i + 2j + At) 


(—1 - 6/ + 2Ar) 


49 


£2 = 9 x 10 9 2 X -^ 8 ■ = N/C =s> £ 2 = 180 ^ (-« - 6/ + 2At) N/C 


Zs — i?i + E 2 


Q 2 = -2 X 10'VC 



/ 40 V2T 

iso V 5 T \ 

., 1 20 V21 

1 080 V41 \ / 

f 10 V21 

360 V 41 \ 

V 49 

1 681 / 

‘ + V 49 " 

1681 ) J+ \ 

^ 49 

1 681 ) 


1 £ 

= 3,05 1 - 2,24 j + : 

2,31* N/C 
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2.° MfiTODO: 

Calculamos el potencial V en un punto cualquiera P(x,y,z ), debido a la distribucidn dada: 

K„ = 9 x 10 9 N • m 2 /C 2 
Q , = 10-“C 
Q 2 = - 2 x 1(T 8 C 

r, = AP = V(x + l) 2 + O' - 2) 2 + (2 + l) 2 
r 2 = BP = V(2 - 2) 2 + (y + 2) 2 + (2 - 2) 2 


=*• K(P) = 90 



E = — gradV 


£, = 90 


r , 1 - - 2 = i 

|_ V (2 + l) 2 + (y - 2) 2 + (z + l) 2 V (2 - 2) 2 + 0- + 2f f (z - 2) 2 J 

_ x + 1 _ 

[(* + l) 2 + (y - 2) 2 + (z + 


2(2 ~ 2 ) 


£, = 90 


J --2 


1) 2 ] 3/2 [(x - 2) 2 + 0- + 2) 2 + (2 - 2) 2 p l 

2 O' + 2) 


.[(2 + l) 2 + (y - 2) 2 + (2 + 1) 2 ] 3/2 [(2 - 2) 2 + 0- + 2) 2 + (2 - 2) 2 ] 3/2 . 

_ 2 + 1 __ 2(2 - 2 ) _ 

.[(2 + l) 2 + (y - 2) 2 + (2 + l) 2 ] 3 ' 2 [(2 - 2) 2 + (y + 2) 2 + (2 - 2) 2 ] 3 -' 2 

En el punto C(3,4,0) m: 

4 2 


] 


£, = 90 


m_m 

L 21 3 ' 2 41 3 '' 2 j 


E y = 90 f —--— 1 = - 2,24 

(_ 21 3/2 41 ^ J 

H 


Ey = 90 


213/2 41 3/2 


= 3,05 N/C 

N/C 
= 2,31 N/C 


£ = 3,051 - 2,24> + 2,31 k 


Problema 8. En un hilo largo y muy fino tenemos distribuida uniformemente 
una carga positiva. Sabiendo que A es la carga por unidad de longitud del hilo, 
calcular la intensidad del campo electrico a una distancia r de el. 

Solution 

Aplicando el teorema de Gauss a la superficie cilmdrica cerrada cuyo eje es el hilo (ver figura), 
nos queda: 


0 = 


f Ml > ( dl 
- J 0 _ J 0 _ )l 


£o 


£<> 




Por otra parte, aplicamos el concepto de flujo a la superficie lateral de este cilindro y nos 
queda: 


■fj 

3 por 
mal { 


EdA cos 9 


pero cosp = 1, ya que p = 0 por ir el campo en la direccidn del radio del cilindro y estar 
definido el vector area, normal a la superficie, por tanto: 


/ 


EdA = E I dA - E2-rl ■ 
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Los dos flujos calculados son iguales, puesto que el flujo que atraviesa los circulos superior e 
inferior son nulos, ya que el vector area y el vector campo son perpendiculares; luego: 


Xl 

e<) 


= E2-rl => 


E = 


2*o A 


2,Te 0 r 


Problema 9. Determinar el valor de la intensidad del campo electrostatico en el 
centro de una semiesfera cargada uniformemente su superficie con una densidad 
superficial de 1 sj.C/cm 2 . 

Solucion 


dE = 


Ko 


dQ_ 

R 2 


dQ - ?2-ydx 


dE x = dE cos? 


=> dE = 


1 o2 r.ydx 

4 ^ W~ 


2enR 2 


ydx 


cos 9 = 


x_ 

R 


y = VR 2 - 


dE x = - - — x VR 2 - x 2 dx 

2 ^ 



integrando: 




—-- x V7? 2 - x 2 dx = 

2 e tt R* 



(—2x) (R 2 -x 2 ) l ' 2 dx = 


> r (R 2 - 1 R _ « 

4*0^ L 3/2 Jo 6e t) 


Sustituyendo valores en el si nos quedara: 


E = 


4-9 x IQ 9 x IQ" 6 
6 x IQ- 4 


= 6 ttIO 7 N/C 


Problema 10. Supongamos una distribution homogenea de carga sobre un con¬ 
ductor piano e indefinido; siendo a su densidad superficial de carga, calculese la 
intensidad del campo electrico creado por esta distribution en un punto. 


Solucion 


Apliquemos el teorema de Gauss a la superficie elemental dA T cerrada de la figura {ABODE), 
y queda: 

dQ 7dA 
d<P = —— =- 

£ n 

Este flujo es identico al que atraviesa la superficie dA (ya que en masa conductora E = 0, 
luego el flujo a traves de DEA sera nulo, y por otra parte, el flujo a trav^s de la superficie 
lateral del cilindro A BCD tambien es nulo, por ser perpendiculares el vector campo y el vector 
area), y toma el valor: 

d ( P = E - dA = EdA cos? 
pero ? = 0 => cos? = 1; luego: 

d<l> = EdA 


a 



Problema XXV-10 
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igualando nos queda: 


vdA 

Co 


EdA 


E = 


£() 


4 xK& 


lo que nos indica que el campo electrico creado por una distribution de este tipo es homogeneo 
(toma el mismo valor en todos los puntos). 


Problems 11. Calcular la intensidad del campo electrico creado por un volumen 
cilmdrico muy largo de radio a , en el que se halla distribuida uniformemente una 
carga positiva, conociendo la carga por unidad de volumen p; en puntos situados 
a una distancia r del eje en los casos siguientes: 

1. r ^ a. 

2. r ^ a. 


i 



Solution 


El campo electrico en ambos casos tiene la direccidn del radio de los cilindros coaxiales con el 
dado y toma el mismo valor en todos los puntos de la superficie lateral de cada cilindro. 

1) Aplicando el teorema de Gauss a la superficie cerrada cilindrica de radio r y longitud / (ver 
fig. 1.*), tendremos: 


<p = 


Co 


siendo Q la carga de su interior, y como: 


P -J£- 

p dV 


Q - (J) ?dV = p (J) dV = ?r .rl =*> 0 = 

Jrv Jr v £ 0 


Por otra parte, aplicamos el concepto de flujo a la superficie lateral de este cilindro y nos 
quedar£: 


, -l E 


EdA cos p 


pero cos? = 1, ya que 9 = 0, por ir en la misma direccion ambos vectores y, ademas, por ser E 
el mismo en todos los puntos del area, nos quedara: 




dA = Eljzrl 


Los dos flujos calculados son iguales, puesto que el flujo que atraviesa los drculos superior e 
inferior son nulos, ya que el vector area y el vector campo son perpendiculares; luego: 

pirr 2 / 


co 


= Elnrl ^ 


E = 


2 co 


= 2 ,t K&r 


para r = a obtenemos: 


E — 2 7zK ( ^a 

2) Haciendo parecido razonamiento que antes. Aplicamos el teorema de Gauss: 

0 = -Q— 

Co 


pero en este caso: 


0 = ?dV = p (f)dV = prM 2 , 


2 l =i. <0 = 


p7:arl 

co 
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Por otra parte: 


<P = J E • dA = J Ed A = E J 


dA = E2-rl 


igualando por las mismas razones que en el caso anterior, nos queda: 


£o 


= E2-rl => 


2 nKtfa 2 


2 e 0 r 


para r = a se obtiene el mismo resultado que antes: 

E = 2xKtfa 
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Capitulo XXVI 


LA FUNCION POTENCIAL ELECTRO STATIC A 

A) EL POTENCIAL 

-FORMULARIO- 


POTENCIAL: 

1) Entre dos puntos: 

dV = - E • dr 


E — - gradV 

•2 




E ■ dr 


V 1 -V 2 = 


W? 


2) De un campo homogeneo: 

V l - V 2 = Er 

3) En un punto: 




V(P) = E ■ dr 


V(P) = 


W 


POTENCIAL DEBIDO A UNA CARGA PUNTUAL: 

V-K.-S- 

POTENCIAL DEBIDO A UN SISTEMA DE CARGAS PUNTUALES: 

V = K 0 2 — 

i n 

EXPRESION GENERAL DEL POTENCIAL EN UN PUNTO EN FUNCI6N DE LA DIS- 
TRIBUCI6N (DISCONTINUA O CONTINUA) DE LA CARGA QUE CREA EL 
CAMPO: 


V(P) 


= -j- + K 0 f d A + K 0 f 

r \ J A r Jv r 


dv 


Ecuaci6n de Poisson: 

V 2 l/=-^ <= 

£() 


+ j^L = pfo*) 

dx 2 dy 2 dz 2 £q 



















Problema 1. Entre dos puntos de un campo electrico uniforme (intensidad cons- 
tante), de valor 0,1 UEE, supuestos en la misma lfnea de fuerza, hay una distancia 
de 10 cm. Calcular la diferencia de potencial entre tales puntos. 

Solucion 


V, - v 2 = Er = 0,1 x 10 = 1 UEE = 300 V 


Problema 2. Calcular la distancia que separa a dos puntos situados en la misma 
lfnea de fuerza de un campo electrico uniforme de intensidad 0,01 UEE, existien- 
do entre ellos la diferencia de potencial de 60 V. Calcular, tambien, el trabajo 
realizado al transportar de uno a otro una carga de 5 UEE, suponiendo que tal 
carga no introduce modificaciones en el campo considerado. 


Solucion 


1 ) 


V x - V, = Er 


v '- v > = 60v = ~m-^ 

E = 0,01 UEE 


60 




= 0,01 r 


r = 20 cm 


2 ) 


W? = (V, - V 2 )Q 


0 = 5 UEE 


60 


1/1 "= w UEE 


’ v? = ^- 5 = lerg 


Problema 3. El potencial a una cierta distancia de una carga puntual es 600 V, y 
el campo electrico es 200 N/C. 

1. ^Cual es la distancia a la carga puntual? 

2. ^Cual es el valor de la carga? 


Solucion 


1 ) 


E = 





2) 


Vr_ _ 600 x 3 

K<> 


Q = 0,2 : xC 


9 x 10‘ 


C => 


















Problema 4. Se tienen dos cargas electricas puntuales de +2 [aC y —5 (xC colo- 
cadas a una distancia de 10 cm. Calculese el campo y el potencial en los siguien- 
tes puntos: 

1. A 20 cm de la carga positiva, tornados en la direccion de la recta que une a las 
cargas y en el sentido de la negativa a la positiva. 

2. A 20 cm de la negativa, contados en la misma direccion, pero de sentido de la 
positiva a la negativa. 

3. ^En que punto de dicha recta el potencial es nulo? 


Solution 


1 ) 

O 2 x 10 -6 

£, = K a — = 9 x 10 9 -- 45 x 10 4 V/m 

r? 0 , 2 2 

O 5 x 10 -6 

£» = K n = 9 x 10 9 -= 50 x 10 4 V/m 

rl 0,3 2 


=*• 


£ = E 2 - £, = 5 x 10 4 V/m 


en el sentido indicado en la figura. 





A i 


Q, Q 2 

G) — Q- 


Ei 


Et 


iB 


-20 cm — — 


10 cm f—- — -20 cm — 
Problema XXVI-4 


— H 


2 ) 

£', = 9 x 10'' 2 X 10 ~ 6 = 20 x 10 4 V/m 
0,3 2 

E' 2 = 9 x 10 v — X 1 P"* = 112,5 x 10 4 V/m 

0 . 2 2 

en sentido contrario al anterior. 


£' = £',-£; = - 92,5 x 10 4 V/m 



= 9 x 10 v 


2 x 10~ 6 
0,3 


5 x lO ' 6 "I 

0.2 J 


= - 165 x 10 3 V 


3) 


[ 2 x 10 ‘ 6 5 x -10‘ A 1 

1 

0,2 20 

L r 0,1 -r J 

r - j — m — ——— cm 
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Problema 5. En cada uno de los vertices de la base de un triangulo equilatero de 
3 m de lado hay una carga de 3 |xC. Calcular el campo y el potencial electrostati- 
co en el tercer vertice. 


Solucion 


E x = E 2 = 9 x 10 9 


= 3 x 10 3 N/C 


E = 2£,sen60V = 2 x 3 x 10 3 = 3 VTlO 3 j N/C 


V = 9 x 10 9 x 1(T 6 

'-L + -L' 

= 18 x 10 3 V 


3 3 



Nota.—O tro metodo de resolucidn del problema sen'a calcular la funcidn potencial electrosta- 
tica V en cualquier punto P(x,y) del piano, debida a la distribuci6n dada, y a continuaci6n 
obtener el vector campo en el punto que nos piden, aplicando: E = - gradV (ver los proble- 
mas del capftulo anterior). 



Problema 6. En tres vertices de un cuadrado de 1 m de lado existen cargas 
de 10 p.C cada una. Calcular: 

1. La intensidad del campo electrico en el cuarto vertice. 

2. El trabajo necesario para llevar una carga negativa de 5 pC desde el cuarto 
vertice al centro del cuadrado. 


l) 


Solucion 

£, = £ 3 = 9 x 10* 10 X 10 ~ 6 = 9 x 10 4 N/C 


l 2 

1-6 


£, = 9 x 10 9 10 X 2 10 = 4,5 x 10 4 N/C 

£ = £, + £ 2 + £3 = £,« + Eyi 

E x = £, + £ 2 cos45° = ^9 + 4,5 2 ^ ) 10“ N/C 


* 

11 

n 


( 10 4 N/C 

£= | 

[ 9 + 4,5 2 ^) 10 4 (i +j) N/C = 

12,18 x 10 4 (i + j) N/C 


2 ) 


^ - 9 X ,o- X 10- r - 12 - ♦ -!1. -^1 - , 0 . V 

L i 1 V2J vT 


wl = <?(V D - V E ) 


V E = 9 X 10 9 x 10' 


9 1 

r 10 + 

10 +. 

J9 1 


VT 

VT 

vT 


L~ 

2 

~ J 


54 

VT 


10 4 V 


n.sx„-r 4(2V ir l> -^l.-..^ 

L VT VT ] 



Problema XXVI-6 


Nota.—E l alumno resolvera el problema calculando V(x t y) % debido a la distribution dada, y a 
continuation calculara E(x,y) = - gradV{x,y)\ este segundo metodo le servira como compro- 
bacidn del problema. 
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Problems XXVI-7 


Problema 7. Una carga puntual, positiva, de 10“ 9 C esta situada en el origen de 
un sistema de coordenadas ortogonales. Otra carga puntual, negativa, de 
-2 x 10" 9 C esta situada sobre el eje de ordenadas a 1 m del origen. Determinar: 

1. Las intensidades de los campos electricos, creados por cada una de las cargas 
mencionadas, en el punto A> situado a 2 m del origen sobre el eje de las X. 

2. Las componentes coordenadas del campo total existente en A. 

3. El trabajo que es necesario realizar para trasladar 3 C de A a B, cuyas 
coordenadas son (4,2) m. 


Solucion 



1 ) 


- 9 x 10* 

JO' 9 _ 9 y/ 


4 4 V/ 




£-> - 9 x 10 9 

2 x 10- 9 _ 18 v , m 

5 5 V/m 


2 ) 


cos?, = 1 

sen?, = 0 
cos?, = - 

sen?-) = 


2 

Vs 


1 


v? 


= — V/m 
4 


E y , = 0 


= - 


36 

5 VT 
18 


V/m 


£ * = s vr 


V/m 


r _ 9 36 

£ " ~ T " Tv? 


= - 0,97 V/m 




18 


5 VT 


= 1,61 V/m 


£ = - 0,97/ + 1,61/ 


3) 


V A = K„ 


Vb = K„ 


W2 = Q(V a - V B ) 


f (?. . Q2 1 

1 =9 x 

10 9 | 

r i<r v 

2 x 10' 9 1 

L ^1B 

J 

L V 20 

VI? J 

r— 

—1 

= 9 x 

10 9 j 

r 10- 9 

2 x 10~ 9 -1 

L r IA 

J 

L 2 ' 

V5 J 


w* = 3 (- 2.35 + 3,55) = 3.60 J 


- 2.35 V 

- 3.55 V 
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Nota—C omprobar el problema calculando E(A) por medio del potencial V(xy) y aplicando 
E(A) = — grad V (A). 

























Problems 8 . Una carga puntual positiva de 2 jjlC esta situada en el punto 
A (2, -1, 3) m y otra puntual negativa de —3 iaC se encuentra localizada en B 
(3,3,5) m. Calcular el trabajo realizado para trasladar -1 uC desde el punto C 
(1,2,1) m hasta el D{- 2, 6 , -4) m. 

Solucion 


W? = Q(V C - Vd) 


V C = K 0 


i Q '+■ 

Q ,) 

0 

II 

o* 

V 'AC 

r BC ) 



0i 



r AC ~ AC = - « + 3/ - 2k m =s> r AC = VT 4 m 
r BC = BC = — 2 1 — j — 4k m =?> r BC = V^T m 

r A d = -4B = - 4/ + 7 'j — Ik m => r AO = V114 m 

r BD = BO = — 5/ + 3y — 9 A: m =*> r BD = Vll5 m 


v'c=9 x 10 9 r 2 x 10 6 
(_ ViT 

V D = 9 x 10 9 [- Xl0 ~ 6 
V114 


3 x IQ ' 6 

VtT 

3 x IQ " 6 

vnr 


] 

] 


= - 1 081,2 V 


= - 831,9 V 


WS = - 10" 6 (-1 081,2 + 831,9) = 249,3 uJ 


Problema 9. Un disco piano de radio R esta cargado uniformemente con una 
densidad superficial de carga < 7 . Determinese el potencial electrico en un punto P 
de su eje y a una distancia a del centro. 

Solucion 

El valor del potencial electrico en el punto P debido a la distribucion de la carga dQ que se 
encuentra distribuida en el anillo de espesor dr y indicado en la figura (observese que cualquier 
parte de esta carga se encuentra a la misma distancia b ), sera: 

dV - = —!-- 1 - r *— 

b 4 tz£q Va 2 + r 2e 0 Vtf 2 + r 

luego:_ 


v = ^ 1 

j| r dr - 7 [ Vfl 2 + R 2 - R] 

2 Co J 

If, Vfl 2 + r 2s n 


Problema XXVI-9 

Problema 10. Calcular el campo y el potencial electrostatico creado por una 
esfera conductora cargada con una carga Q. 

1. En un punto exterior. 

2. En su interior. 

3. Representar gragicamente las funciones E = E(r) y V = V(r). 
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Solution 



Problema XXVI-10-l. a 


1) Supongamos una esfera conductora en la que la carga se ha distribuido uniformemente 
sobre su superficie y un punto P exterior a ella a distancia r del centro. Con radio r 
tracemos una esfera concentrica con la electrizada; el flujo a trav6s de su superficie es: 


<P = 



£ • dA 



Ed A = E 



dA = £4r 2 r 


pasando de la primera igualdad a la segunda, considerando que el angulo que forman E y dA es 
cero, y por tanto el coseno es uno; de la segunda a la tercera, considerando que, por simetria, 
el modulo del campo es constante en todos los puntos de la superficie esferica; de la tercera a 
la cuarta, teniendo en cuenta el valor de la superficie de una esfera. Si Q es la carga total 
localizada en la superficie de la esfera, la aplicacidn del teorema de Gauss conduce a: 



<P = E4xr = -Q— =*> 

En cuanto al potencial, lo obtenemos: 

E = 0 

II 

%.|lO 


"-J 

II 

8_u 

r>-j 

f“ Q dr- Q I 

f“ dr Q _ Q 

' r 4 "tor 2 4-£ 0 J 

, A ° 

) T r 4 -e () r r 


«Las dos ecuaciones obtenidas nos indican que el campo y el potencial producidos por una esfera 
uniformemente cargada en un punto exterior a ella son los mismos que los que originaria su 
carga localizada en el centro de la esfera.» 


2) Puesto que todos los puntos de un conductor esferico en equilibrio electrico estan al mis- 
mo potencial, calcularemos el potencial en un punto de su superficie externa, y el resultado 
obtenido tendra validez para todos sus puntos. 

La aplicaci6n de la formula anterior conduce a: 


V = 


Q 

4tT£ 0 /? 



siendo Q la carga del total del conductor y R su radio. 


Problema 11. Calcular el potencial creado por un volumen esferico de radio a , 
en el que se halla distribuida uniformemente una carga positiva, conociendo la 
carga por unidad de volumen en puntos situados a una distancia r del centro en 
los siguientes casos: 

1 . r ^ a. 

2 . r ^ a. 


Solution 


1) Calculemos primero el campo en un punto para r >a: 


Al ser la distribucion uniforme y la simetria esferica, no existe ninguna direction privilegiada; 
por consiguiente, el campo tiene que ser radial. 

Tomamos una superficie de integration esferica de radio r, concentrica con la distribucion. El 
campo en P % por ser radial, sera paralelo ary tambien a dA. Calculamos el flujo del campo a 
traves de A: 


<P = (£) E • dA = (j) EdA cos 9 = (^) Ed A = E (j) 


dA = £4^r 
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Por otra parte, la aplicacidn del teorema de Gauss a la misma superficie nos da: 

pV _ ( c47Tfl 3 


#--0. 

e 0 




3e n 


igualando: 


EAnr 1 = - 


47rfl 3 


3en 


£ = 


3 £o r 


V = 


/: 


£ • dr 


dr= 1 

r__Li 

i> 

V. .- 3 

3CC/ 2 3 e 0 

L r\ 

3 e n r 


Para calcular el potencial en ese punto mediremos el trabajo realizado al transportar la unidad 
de carga del infinito al punto, que viene dado por: 


esta integral es independiente del camino recorrido; haciendo el transpose de la unidad de 
carga a lo largo de una linea de fuerza £ y dr son paralelos; luego: 



Problema XXVI-11-1. 


2) Calculemos primeramente el campo en un punto r < a: los argumentos de simetria son 
exactamente iguales que los expuestos anteriormente. Para integrar tomaremos una esfera 
A' de radio r < a que pase por P. f\ 

+ 

Igual que anteriormente, £ es paralelo a dA\ luego: ^ -j. 

\ + + 

\+ 


<P = d) E ■ dA = (J) EdA = E (1) dA = Edxt 2 

J A' J A' J A' 


Por otra parte: 


* = _ 

£0 3 Co 


( Q' es la carga encerrada en A'.) Igualando: 


Etxr 2 = 


"317" 


3 co 


Para calcular el potencial en este punto mediremos el trabajo realizado al transportar la unidad 
de carga del infinito hastala superficie de la esfera, mas el realizado al transportar la unidad de 
carga de la superficie al punto considerado. Viene dado por: 




£ • dr 


estas integrales son independientes del camino recorrido; haciendo el transporte de la unidad 
de carga a lo largo de una linea de fuerza £ y dr , son paralelos; luego: 


v = 

integrando: 

j" Edr +j‘ Edr = 

h 



:-*] 

L + ^r[ 

4] 


dr 


Si en ambos casos 1) y 2) hacemos r = a, queda: 

y 

za~ 


V = 


3e„ 



Problema XXVM1-2. - 
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Problema 12. Calcular el potencial creado por un volumen cilfndrico de radio a , 
en el que se halla distribuida uniformemente una carga positiva, conociendo la 
carga por unidad de volumen p, en puntos situados a una distancia r del eje en los 
siguientes casos: 

1 . r > a. 

2 . r < a. 

(Tomar el potencial cero en la superficie del cilindro.) 

Solucion 

En el problema XXV-11 hemos calculado el campo en ambos casos, y nos daba: 

2 

r > a => E = —^— r < a =» E = ^ 

2 erf 3e 0 


1) El potencial para r > a estara medido por el trabajo realizado al transportar la unidad de 
carga desde la superficie del cilindro al punto, y viene dado por: 


V = 


1 : 


E • dr 


esta integral es independiente del camino recorrido; haciendo el transpose de la unidad de 
carga a lo largo de una linea de fuerza E y dr son paralelos; luego: 



2) El potencial para r < a esta medido por el trabajo realizado al transportar la unidad de 
carga desde la superficie del cilindro al punto, y razonando igual que en el apartado ante¬ 
rior, nos queda: 




dr => 


V = 


6e ( , 


(a 2 - r 2 ) 


Problema 13. El potencial en un punto de coordenadas (x y y, z) queda determi- 
nado por la ecuacion: V = — 5x - 2y 2 + z 3 , en la que x , y , z se expresan en 
metros y V en voltios. Determinar el campo electrico en el punto (3, 1, -1) m. 


Solucion 


E = - gradV = 



+ 


dV 

dy 


j + 


dV 

dz 


k ) 


£» = 
Ey = 

y= i 
£, = 


dV 
d x 

= 5 V/m 

dV 

= 4 y 

dy 

dV 

= - iz 2 

dz 


E y = 4 V/m 


£ x = 3 V/m 


z = — 1 m 


E = 5« + 4 j + 3* V/m 
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Problema 14. Calcular el potencial y el campo electrico creados por un dipolo 
electrico de longitud / en un punto. Supongase que la distancia r del centro del 
dipolo al punto P es muy grande en comparacion con /. 

Solution 

Teniendo en cuenta la relation: 

E = - gradV = - + 

V <*a: ay dz ) 

siempre sera mas facil calcular primero el escalar V (potencial) en cualquier problema, y des¬ 
pues por derivacion hacer el calculo de E. 

En efecto: el potencial creado por el dipolo de la figura en un punto P a distancias r, y r 2 de la 



V = 


KQl cos 9 


p = Ql => p r = Qlr cos? 


V= K 


P ‘ r 


obtendremos las componentes del campo por derivacion: 


sabemos que: 
luego: 


d 

dx 


(f) 


r a (k p r y 

1 i = - K \ p 

L ( d r 3 ) m 

\ L 

r = jci + yj + zk r = 

Vx 2 + y 2 + . 

r '4JL - 3r* r 

T X 

n — 3- r 

dx dx 

r 

r 6 

r 4 


1 . 3jc 
— i - r 


multiplicand© escalarmente por p = p x i + p y j + p z k y teniendo en cuenta las propiedades de 
este producto, nos queda: 


P * 


a 

d* 



Pxi 

r 3 


3 P • r 


x 
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Problema XXVI-14-2. a 


Y 

A (3,2) 


O] 5(3,0) X 

Problema XXVI-15 


Sustituyendo y generalizando para las demas componentes del campo: 

_ _ ^ / 3 P • r • P*' 

- 






los calculos los hemos realizado refiriendonos al centro del dipolo como origen; si tomamos 
otro punto cualquiera O (fig. 2. a ), realizaremos una traslacidn de ejes y las f6rmulas ser£n las 
mismas sin m£s que sustituir r por r — r' y r por |r - r'|. 


Problema 15. Un campo electrostatico viene dado en el SI por: E = 6xyi + 
( 3x 2 - 3 y 2 )j. Calcular el trabajo realizado al mover una carga puntual de 10 p.C 
desde 0(0,0) hasta el punto .4(3,2). 

Solution 

Demostramos primeramente que E es un campo conservative o, lo que es lo mismo, que es 
irrotacional. En efecto, al ser: j 


rotE = 


o> 

N t*l 

1 

O) 

4* 

+ 

/ BE, 

dE z ■ 

\ j+ fdEy dE z \ 

\ d y d z ) 

\dz 

dx t 

) J dy / 

\ lo mismo: 

Qj 

N t*l 

4*1 

dE x 

dE z 

J 1 * 

1 

Qj 

dy dz 

dz 

dx 

dx dy 


^ * = 0 


en nuestro caso: 


d E z dE y 


dy 


dz 


= 0 


dE x dE z 


dz d x 


= 0 


dE y 

dx 


dE x 

dy 


= 6x 


cumpli6ndose las condiciones de un campo conservative; siendo el trabajo realizado para tras- 
ladar los 10 ulC de O hasta A independiente de la trayectoria, dependiendo unicamente del 
punto inicial y final. Siguiendo la trayectoria indicada en la figura, los calculos seran: 


(E x dx + Eydy) 


w$ = - Q j** E ■ dr = - Q j' 

W£ = + W£ = - Q £ J® (E,dx + E y dy) + (E x dx + E y <fy)j 

la trayectoria de O a B tiene por ecuacion y = 0; luego: 

6xydx = 0 


j*“ Eydy = j*|’ (3JC 2 - 3 y 2 )dy = 0 
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la trayectoria de B a A tiene por ecuacion x = 3; luego: 

J E x dx - ^ 6xydx = 0 

J* =J 2 o (3x 2 - 3y 2 )<fy = f* (27 - 3r)</y = (27 - y*£ = 


= 19 V 


por tanto: 


= - 10 x 10’ 6 19 = - 190 .J 


Problema 16. La funcion potencial electrostatica en el SI viene dada por la expresion: 

V = 3x + -- 3yz + 35 V 

X 

Calcular: 

1. La fuerza que actua sobre una carga puntual de 200 (aC localizada en el punto 
A (1,2,1) m. 

2. El trabajo realizado cuando desplazamos dicha carga del punto Aa\B (-1, 3,2) m. 


Solucion 


1) Las derivadas parciales de V ser£n: 


av _ 3 y 2 _ 3a 2 ~ y 2 
dx x 2 x 2 

3V 2y _ 2y - 3xz 

Sy x x 

dV 


dz 


= -3 y 


y como: 


F , T , 3x 2 - y 2 . 2y - 3xz . , * f 

E = - = - gradV =- 7 — i--- J + 7>yk 

Q X 2 X 


en el punto A (1,2,1): 


F = 200(i - j + 6it) aN 


2) V(y4) = 36 V y V{B) = 5 V y como: 


Wa = G[V(/4) - V(B)] = 200 x 10" 6 31 J = 6,2 x 10" 3 J 


Problema 17. Consideremos dos placas infinitas, paralelas, separadas una dis- 
tancia d y a potenciales 0 y V 0 , respectivamente. En la region comprendida entre 
las placas existe una densidad volumetrica de carga dada por: 

p = po (PO = Cl e ) 

donde la distancia x se mide desde la placa a potencial cero. Calcular E en cual- 
quier punto entre las placas y el valor de las densidades superficiales de carga en 
cada placa. 














Solucion 


El problems adquiere, al aplicar la ecuacion de Poisson, una expresion sencilla, debido a la 
distribution particular de la carga; en efecto, la ecuacion de Poisson es: 


En coordenadas cartesianas: 


V 2 v = --L. 

£o 


d^V , d 2 V , d*V 

dx 2 dy 2 dz 2 

donde, en general, V es una funcidn de xyz: 


co 


V = V(xyz) 

Como las placas son de extensi6n infinita, es inmediato suponer que la funcion V no dependera 
ni de y ni de z, ya que todos los puntos que estan a una distancia x de la placa a potencial cero 
son «el6ctricamente equivalentes». En estas consiciones: 


v = V(x) + = 0 y -ir- = 0 

oy dz 


y se podra escribir: 


dV = dV 
dx dx 


I I 
1 I 


I I 



asi que la ecuacion de Poisson adoptara la forma: 
d 2y = _ j_ 

Co 
X 


dx 2 


PQ 


d 2 V 


dx 2 


co d 


Resolvamos esta ecuacion diferencial, para ello la escribimos: 

y d ( dv \ _ J / dV \ ?0 

dx \ dx ) £n d X ^ d ( dx ) ~ 7 n d xdx 


fd(^-) - [xdx -^ = - —— 

J V dx / end J dx end 2 


+ C, 


donde C, es una constante de integracion. Multipliquemos por dx ambos miembros e integre- 
mos nuevamente: 


f dv= -~£r fi 2dx + c > f d * - v w-—&r 


x 3 + CiX + C-. 


donde C 2 es una nueva constante de integracion. 

La funcion que hemos obtenido sera la solucion que buscabamos, es decir, el valor del poten¬ 
cial en cada punto de la region comprendida entre las placas, una vez que conozcamos los 
valores de las constantes C, y C 2 ; el calculo de estas constantes es el problems de las «condicio- 
nes de contorno» propio de toda resolucion de ecuaciones diferenciales. 

Tenemos que obligar a la funcion V(x) que satisfaga las condiciones impuestas de antemano al 
problema. En nuestro caso estas condiciones consisten en fijar los potenciales de ambas placas. 
Es decir. en lenguaje matematico, todos los puntos del piano x = 0, placa de la izquierda 
(figura), deben estar a potencial nulo, y los puntos del piano x = d deben estar a potencia V 0 ; 
analiticamente: 

x = 0 => V(0) = 0 0= ("“677) x 0 + C,x0+C 2 =$> c 2 = 0 
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de la segunda condicidn: 


X = d => V(d) = V 0 =s> V„ = - -jf-j- d } + C x d => c, = (v„ + rf 2 ) -J- 
por lo tanto, la solution buscada es: 

Encontrada la funcion potencial en cada punto, tenemos el problema electrostatico totalmente 
resuelto, sin mas que aplicar: 

E = — gradV{x) 

y como V es solo funcion de x\ 


E 


dV . 
dx 1 


H 

• c y 2 (V + ,C d 2 } 

l-l-l 

1* 

L leod \ u 6 e ( , ) 

1 * \ 


Las densidades de carga son tambien faciles de calcular, pues, como sabemos, en las proximi- 
dades de un conductor el campo es: 


E = 

El campo en las proximidades de la placa a potencial cero se calculara haciendo x — 0; luego: 

E*=o = - (v 0 + d 2 ) — 

por lo que la densidad de carga en esa placa sera: 



La densidad en la otra placa se hana exactamente igual, salvo que calculando el campo en 
x = d. Dejamos al lector como ejercicio que resuelva ese caso. 


B) ACCION DE UN CAMPO ELECTRICO SOBRE 
PARTICULAS CARGADAS EN MOVIMIENTO 

-FORMULARIO- 


F = qE = ma => a = £ 


Problema 18. Un electron es emitido por emision termoionica por un filamento 
caliente a potencial cero respecto a otro electrodo que se encuentra a un poten¬ 
cial de 1 000 V. Este electrodo es un cilindro coaxial con el filamento. Calculese 
la velocidad adquirida por el electron al llegar al cilindro exterior y su energi'a 
cinetica en electronvoltios. (Masa del electron: m = 9,1 x 10 -31 kg; carga del 
electron: e = 1,6 x 10 -19 C.) 



Problema XXVI-18 
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Solution 


El electron (negativo) se dirigir£ a la zona de mas alto potencial (cilindro exterior), y cuando 
llegue a su proximidad habra adquirido una energia cinetica: 


T = 



esta energia sera igual, en virtud del principio de conservacidn, a la energia potencial en la 
posicidn inicial 

eJV = — mv 2 => 

2 

y su energia sera: 

T = eJV = 1,6 x 10~ iy x 10 3 J = 10 3 eV 


- V 


2 x 1,6 x IQ " 19 x IQ 3 

9,1 x 10 " 31 


= 1 875 x 10 4 m/s 


Problema 19. Se crea un campo electrico uniforme de intensidad 6 x 10 4 N/C, 
entre las laminas de un condensador piano que distan 2,5 cm. Calcular: 

1. La aceleracion a que esta sometido un electron situado en dicho campo. 

2. Partiendo el electron del reposo, y de una de las laminas, <,con que velocidad 
llegara a la otra lamina? 

3. ^Cual sera entonces su energia cinetica? 

4. ^Cuanto tiempo tardara el electron en cruzar el espacio que separa ambas 
laminas? 


Solution 


1 ) 


ma => 


a = — 


6 x 10' x 1,6 x IQ -' 9 


10' 6 m/s 2 


2 ) 

v = Vlas = V2 x 10 16 x 2,5 x 1 (T 2 = Vs x 10 7 m/s 
3) 


r = ymv 2 = y 9,1 x 10‘ 31 5 x 10 14 = 23 x 10 -17 J = 1 422 eV 


4) 



2s 


V 


2 x 2,5'x IQ ' 2 

Vs x 10 7 


= V5"x 10“ 9 s 


Problema 20. Tenemos un campo electrico uniforme dirigido verticalmente de 
abajo hacia arriba cuya intensidad es de 10 4 N/C. 

1. Calcular la fuerza ejercida por este campo sobre un electron. 

2. Comparar la fuerza anterior con el peso del electron. 

3. Calcular la velocidad que adquirira un electron en el campo anterior cuando 
haya recorrido 1 cm partiendo del reposo. 
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4. Calcular su energia cinetica en el caso anterior. 

5. Calcular el tiempo que necesita para recorrer 1 cm. 

Solucion 


1 ) 

2 ) 


F = Ee = 10 4 x 1,6 x 1(T 19 = 1,6 x 1<T 15 N 


F 

Ee 

_ 1,6 X 10 1 O V 1Q14 

P 

mg 

9,1 x 10' 31 x 9,8 


el peso es despreciable frente a la fuerza electrostStica. 

3) __ 


= A / 1Ees = A / 2 x 1,6 x 10 15 x 10 = 5 930 knv » s 

V m V 9,1 x 10' 31 


Fs = - mv 2 =*> 

2 

4) 

T = Fs = Ees = 1,6 x 1(T 15 x 10” 2 = 1,6 x 10" 17 J 
y como 1 eV = 1,6 x 10" 19 J, la energia es: 


T = 100 eV 


5) 


s = - vt => 

2 


t = -h- = 2 x 10 2 = 3,4 x 10“ 9 s 

v 5,93 x 10 6 


Problema 21. Calcular la trayectoria que seguira una particula de masa m y 
carga q que se mueve inicialmente con una velocidad v 0 perpendicular a un cam- 
po electrico uniforme. 

Solucion 


Supongamos que en una regi6n del espacio tenemos localizado un campo electrico uniforme de 
magnitid £ 0 . Puede ser el campo existente entre dos placas conductoras paralelas a potenciales 
V\ y ^2 separadas una distancia pequena comparada con su tamano; de esta manera es facil 
comprobar y lo dejamos como ejercicio que el campo entre las placas es uniforme, y su va¬ 
lor es: 


E = 



Si por un punto equidistante de las placas lanzamos una particula cargada con una velocidad v 0 
paralela a las placas (perpendicular al campo, por lo tanto), en la regidn comprendida entre 
dichas placas la particula sera sometida a la acci6n del campo y describira cierta trayectoria, 
que es lo que deseamos calcular. Tomemos unos ejes de referenda como los que indica la 
figura: 


a 


dv y 

dt 


qFg 

m 


(a) 




= 0 




dt 


(b) 


Problema XXVI 






















pues las componentes del campo son: 


E x = 0 
E y = £ 0 
£ 2 = 0 


De la ecuacion (b) se deduce que: 


/■ 


v x = J 0 x dt + C] 

y teniendo en cuenta las condiciones iniciales para / = 0, v x = v 0 , luego: 

v x = C, = v 0 

De la ecuacidn (a) obtenemos: 




=> „ = __I^L, + c, 


segun las condiciones iniciales, para t = 0, v y = 0 =*> C 2 = 0, resulta, pues: 

qEn 


pero: 


- dx 
V * dt 

dy 

v v = —r— 


dx = v () dt => jc = v 0 f + x 0 


pata t = 0, x = 0, luego jc 0 = 0, quedando: 

* = V 

y tambien: 


para: 


por lo que: 


. gE 0 1 qE {) 0 

<y = —— ‘dt =*• y = - ^f + yo 

m l m 


t = 0, y = 0 => y ( , = 0 

1 <? £ 0 , 

y = - 


2 m 

Si entre (c) y (d) eliminamos /, nos queda la ecuacion de la trayectoria: 


1 <?£<) -> 
- x" 

2 mvS 


(c) 


(d) 


que corresponde a una trayectoria parabolica. El caso ha resultado ser exactamente igual al del 
«tiro horizontal*. 


Problems 22. Un electron penetra en un campo electrico uniforme normalmen- 
te a sus lmeas de fuerza, con una velocidad v () = 10 4 m/s. La intensidad del cam- 
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po es E = 10 5 V/m. Calcular: 

1. La aceleracion que experimenta el electron. 

2. La ecuacion de su trayectoria. 


Solution 


1) 


2 ) 


Ee = ma => 

or = v 0 f 

y = 1 _§L r ’ 

2 ra 


a = = 105X1 - 6X10 ~ IS> = 17,58 x 10« m/s 3 

m 9,1 x 10~ 31 


Ee 2 17,58 x 10 15 2 

y =-— jc =--— 


2mv^ 


2 x 10 8 


y = 8,79 x 10V 


Problema 23. Un electron se lanza horizontalmente, con una velocidad inicial 
de v 0 = 1 000 km/s, a lo largo de la direction equidistante de las placas de un 
condensador piano, cuya longitud es / = 50 cm, y sale por el otro extremo, justa- 
mente por el borde de la placa positiva. El electron cae sobre una pantalla fluo- 
rescente vertical situada a una distancia d = 50 cm del borde de salida del con¬ 
densador, sobre la que se mide un desplazamiento vertical del electron 
h — 20 cm. Se pide: 

1. Valor del campo electrico existente entre las placas del condensador. 

2. Diferencia de potencial entre dichas placas. 

3. Desplazamiento vertical experimentado por el electron justamente a la salida 
de las placas del condensador. 


Solution 



l 



Problema XXVI-23 








































Las ecuaciones que podemos plantear son: 


F — Ee — ma 

a — 

Ee 

l = v 0 1 


m 

h' = -Lai 2 

2 

t = 

l 

Vo 

£ 

II 

X 



v y = at 



v x _ d 

— s 

mvl 

1 

-s: 

1 

>> 

> 


Eel 

/ = d 

3 

Eel 1 


h = 




h' Ee{1 
2 mvl 



h - h' = 


Eel 1 

mvl 


=> 


E = 


Imvlh 
3 el 2 


sustituyendo valores 



2 x 9,1 X l(T 31 X 10 12 x 2 X 10" 1 

= 3 N/C 

£ 

3 x 1,6 x 1<T 19 x 25 x 10‘ 2 

K 

_ h Eet 2 _ h _ 2 h _J_ h _ 

JL cm 

mvl 3 3 

3 


V - V' = Er= E2h' = 3 x 2-^- = 

0,4 V 


Problema 24. Un electron de carga e = 1,6 x 10 “ 19 C y masa m = 9,1 x 
10 -31 kg se lanza horizontalmente con una velocidad inicial v 0 = 1 000 km/s, 
a lo largo de una direccion equidistante de las placas de un condensador piano de 
/ = 40 cm de longitud. El campo electrico entre las placas es E = 50 V/m. El 
electron cae sobre una pantalla fluorescente vertical, situada a una distancia 
d = 0,40 m del borde de salida del condensador. Hallar: 

1 . El desplazamiento vertical h' que experimenta el electron justamente a la sali¬ 
da de las placas del condensador. 

2. El desplazamiento vertical /z, medido en la pantalla fluorescente. 

Solution 

Operando como en el problema anterior: 


Eel 2 50 x 1,6 x 10" 19 x 0,16 nn 

2 mvl 

2 x 9,1 x 10 -31 x 10 12 

h = 3 h' = 2,1 m 



Problema 25. En ausencia del campo gravitatorio terrestre, lanzamos una parti- 
cula material de masa m y carga +Q a una velocidad v 0 , en el seno de un campo 
electrico E homogeneo, vertical y hacia abajo. La velocidad de lanzamiento for¬ 
ma un angulo 9 con la direccion horizontal. Calcular en funcion de estos datos: 




























1. Las ecuaciones del movimiento. 

2. Ecuacion de la trayectoria. 

3. Alcance sobre la horizontal. 

4. Altura maxima alcanzada por la particula. 


Solucion 


1 ) 


F = EQ — ma =» a — 


EQ 


v x = Vo cos 9 



Vy = W 0 sen 9 - 

*<? , 
m 

E 


X = V 0 /COS9 


y = iVsen 9 - 

EQ . 

2m 


2) De las dos ultimas ecuaciones sacamos: 

x 


t = 


v 0 cos 9 

La trayectoria es parabdlica. 


y = *tag ? 


--JT 2 


2 m vo cos 2 ? 


3) 

y = 0 


t = 0 (en el origen) 
2 mv 0 sen? 


EQ 


(para x = jr M ) 



*m =• 


2 mv^sen?cos? mv^sen 2 ? 


EQ 


EQ 


4) 

Vy = 0 


mv ft sen? 
EQ 


(para y = h M ) 


mvoSen 2 9 

EQ 

m 2 v osen 2 9 

mv^sen 2 9 

EQ 

2m 

E 2 Q 2 

2 EQ 
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Capitulo XXVH 


EL CAMPO ELECTRICO EN LA MATERIA. 
CONDUCTORES Y DIELECTRICOS. CAP ACID AD 

A) CONDUCTORES CARGADOS EN EQUILIBRIO 

-FORMULARIO- 

CAPACIDAD DE UN CONDUCTOR: Q = - — 

V 

CAPACIDAD DE UN CONDUCTOR ESFERICO: 

C = 4 7teoR 
(UEE) C = R 

ENERGIA ELECTROSTATICA ALMACENADA EN UN CONDUCTOR CARGADO 
EN EQUILIBRIO: 

u = -j-cv 2 


Problema 1 . Calcular en p.F la capacidad de la Tierra. Radio terres- 
tre = 6 367 km. 


Solution 

La capacidad de la tierra en uee es su radio expresado en centi'metros, o sea: 

C = 6 367 x 10 5 cm = - 6 367 X 1Q5 F = 707 x 10" 6 F = 707 uF 
9 x 10 n 


Problema 2. Una esfera metalica de 10 cm de radio tiene una carga de 1 txC. Se 
pide calcular en unidades del SI: 

1. La capacidad de la esfera. 

2. El potencial en un punto de su superficie. 

3. La energfa electrica que tiene almacenada la esfera. 

4. La densidad electrica superficial. 












Solution 


1) 

C - 10 cm = 10 F = 1 10‘ ,o F 

9 x 10" 9 

2) l. cr m£todo: 

V = = 10‘ 6 x 9 x 10'° = 9 x 10 4 V 

2.° METODO: 

V - £ 0 — " 9 x 10 9 10 6 - 9 x 10 4 V 
r lO* 1 

3) 


U = 

~Y cv 1 = -±- -L 10 -'° X 81 x 10 8 = 4,5 x 10- 2 J 

4) 

Q 10- 6 10- 4 2 

A 4tt0,1 2 4n 


Problems 3. Una esfera de 8 cm de radio posee una carga electrica de 0,3 (J.C. 
Calcular en unidades del SI: 

1. El potential en un punto de su superficie. 

2. La densidad superficial de carga, de la esfera. 

3. El campo y el potential en un punto situado a 12 cm de la superficie esferica. 

4. La energia electrica almacenada en la esfera. 



Solution 

1) 



(2-3X10 C 7 g JQII 

V - .1 X1B , 33 750 V 

C ° 

C - 8 F 

9 x 10" 

2 ) 

, = Q - 3xl0? - 3,73 x 10 ' 6 C/m 2 

A 4-0.08 2 

3) 



£ = K 0 — = 9 x 10 9 3 X 10 7 = 6,75 x 10 4 V/m 
r 0 , 2 2 


4) 

v ■■ 

V= K„-2-= 9 x 10 9 3 X 10 7 = 13 500 V 
r 0,2 

= J_ CV 2 = 1 8 13 500 2 - 8.1 x 10- 4 J 


2 2 9 x 10' 
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Problema 4. Demostrar que si unimos dos cuerpos por un hilo conductor de 
capacidad despreciable, la capacidad de la union es la suma de las capacidades de 
los dos cuerpos. 



Problema XXVII-4 


Solucion 


Despues de la unidn el sistema quedar£ al potencial V (comun a ambos conductors), y la 
carga total habra tenido que permanecer constante. 

Q\ + 02 = Q\ + 02 = Q 

La capacidad del conjunto ser3, pues: 


pero: 



Q\ + 02 _ Q'\ Q'i 
v V ~ 



=> 


C = C\ + C 2 


Problema 5. Una esfera metalica de 10 cm de radio, aislada, se carga a una 
tension de 5 000 V. ^Cual es su carga en culombios? A continuacion se une a otra 
esfera descargada y aislada de 8 cm de radio. Determinar: 

1. La carga de cada esfera. 

2. El potencial comun de ambas. 


Solucion 


C, = 


10 


9 x 10" 
V, = 5 x 10 3 V 


Qi = c x v x = 


10 


5 x 10 3 = — 10' 8 C 
9 x 10 M 9 


C = C, + C 2 = 18 cm = -1?-F 

9 x 10 n 


e-Gi + e 2 --y-io-*c 


Q _ 50 x 10' 8 x 9 x 10 M 25 

C 9 x 18 "9 


II 

o 

II 

oi 

10 

25 IQ; 

9 x 10" 

9 

q > 2 = c 2 V = 

8 

25 10 ; 

9 x 10" 

9 


250 

81 

200 

81 


10~ 8 C 

10' 8 C 


ComprobaciOn: 


Q - Q\ + Qi = Q\ + Q 


■H 


250 

81 


200 

81 


) 10--f 


10- K C 
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Problema 6. Dos esferas metalicas de radios 6 y 9 cm se cargan con 1 (jlC cada 
una y luego se unen con un hilo conductor de capacidad despreciable. Calcular: 

1. El potencial de cada esfera aislada. 

2. Potencial despues de la union. 

3. Carga de cada esfera despues de la union, y cantidad de carga que circulo por 
el hilo. 


Solucion 


1 ) 


2 ) 



3) 


Q\ = c,v = 

6 

12 x 10“ - 0,8 x 10~ 6 C - 0,8 [xC 

9 x 10" 

Q'z = C 2 V = 

9 

12 x 10“ - 1,2 x 10‘ 6 C - 1,2 aC 

9 x 10" 


De la primera a la segunda esfera ha pasado: 


Q' 2 - Q,= 1,2 - 1 = 0,2 jxC 


Problema 7. Una esfera metalica aislada, de 10 cm de radio, se carga a un po¬ 
tencial de 1 000 V. Se toca esta esfera con otra, tambien aislada, de 2 cm de 
radio, que a continuacion se descarga; se repite esta operacion cinco veces. De- 
terminar: 

1. La carga de la primera esfera, antes de ser tocada. 

2. La carga de dicha esfera despues de la quinta operacion. 

3. Su potencial en este momento. 


Solucion 


Q = CtV = 


10 

9 x 10 11 


10 3 = 




1) 





















2) y 3) La capacidad conjunta de las dos esferas sera: 

Cj + C 2 = 12 cm 

Potencial y carga del conjunto despues del primer contacto: 


0 C, 

V = ^ = V ■ 


a 


C, + C 2 C\ + c 2 
despu£s del segundo contacto: 


C.-C.V,-- 


/, = - —-= V (— — —V q 2 = C, V 2 = V -— 

■ c ] + c 2 { c, + c 2 ) (C, + C 2 : 


al cabo de n contactos: 


V„ = V ( - —-\ Q„ = V -— - 

\ c, + c, / (c, + c 2 r 


cr 1 


luego: 


v 5 = to 3 | 

( 1 ) 

| 5 = 402 V 



Q, = c,V< =-—-402 = 10~ 10 C 

W5 9 x 10“ 3 


Problems 8. Cincuenta gotas identicas de mercurio se cargan simultaneamente 
al mismo potencial de 100 V. i,Cual sera el potencial de la gran gota formada por 
aglomeracion de aquellas? (Se supone que las gotas son de forma esferica.) 


Solution 

Observese que la capacidad de la unidn en este caso no es la suma de capacidades , puesto que 
el radio de la gota formada por las 50 no es la suma de los radios de cada una de las gotas 
pequenas. 

El potencial de una gota sera: 

V, = K„ — = 100 V 
r \ 


El potencial de la gota total: 


V = 


K n 


Q_ 

R 


Q = 500, 

-J- -/?’ = 50 -J- Trr? => R = r, VsfT 


sustituyendo: 


50 0, _ 50 x 100 

Vso Kn ~ VsT 


1 357.2 V 
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B) CONDENSADORES: ASOCIACION 
- FORMULARIO- 


CAPACIDAD DE UN CONDENSADOR: 


c = 


V, - V 2 

CAPACIDAD DE UN CONDENSADOR PLANO: 

C — 

° “ d 

CAPACIDAD DE UN CONDENSADOR ESFERICO: 

4 7T£ 


c = 


1 1 


r A r B 

ASOCIACI6N DE CONDENSADORES: 

SERIE 

+ Q -Q+Q ~Q +Q ~Q 


PARALELO 


rlHHh- 

c, c 2 c, 

+ Q , ,-Q 



+(Q, + & + Q,) -(G. + & + &) 


1 - 1 1 


C C, ' c 2 c 3 

ENERGIA DE UN CONDENSADOR CARGADO: 


C = C\ + C 2 + c 3 


c/ — Qiy, -v 2 ) = ±r w - v 2) 2 


ENERGIA DE LA UNIDAD DE VOLUMEN: 


U 1 C2 

u = - = -r- et 

v 2 























Problema 9. Un condensador de 100 p.F esta cargado al potencial de 2 500 V. 

1. Calcular la carga del condensador y su energfa. 

2. Determinar el peso del hielo a 0° C que se podrfa fundir con el calor que 
desprendiese la descarga del condensador, suponiendo que en esta descarga toda 
la energfa se transformase en calor. 

3. Determinar el volumen que tomarfa 1 g de oxfgeno, primitivamente en condi- 
ciones normales, si manteniendo la presion constante se le hiciese absorber el 
calor producido en la descarga precedente. 

Calor especffico del oxfgeno a presion constante: 0,237 cal/g • °C. 

Solucion 


Q = CV = 100 x 10" 6 x 2 500 = 0,25 C 
U = -j- CV 2 = -j- 10~ 4 x 2 500 2 = 312,5 J 


2) La energfa en calorias es: 

Q = 312,5 x 0,24 cal = 75 cal 

que se emplean en fundir M g de hielo a 80 calorias por gramo; luego: 

75 = 80 M => 

3) 

AQ = McpAt =» 75 = 1 x 0,237/ =» / = 316,5° C => T = 589,5° K 

.. _ 22 400 _ 3 

v 0 — ——— cm 


M = 0,94 g 


v 

Vo 


T 

To 


32 

32 v _ 589,5 


22 400 


273 


v = 1 511,5 cm 3 


Problema 10. Un lago circular de 1 000 km 2 tiene exactamente encima, a una 
altura de 500 m, una nube tormentosa, tambien circular, de la misma area. El 
lago, de 2 m de profundidad, esta lleno de agua. Calcular la energfa disipada en 
el agua en forma de calor, si la nube se descarga totalmente sobre ella, perdiendo 
toda su carga electrica y todo el calor fuera absorbido por el agua. ^Serfa aprecia- 
ble la elevacion de la temperatura experimentada por el agua? El campo electrico 
existente entre la nube y el estanque es de 100 V/m. 


Solucion 


La densidad cubica de energia de un campo electrico es: 


"-T—T -* 1 


La energia que existe en el espacio comprendido entre la nube y el lago sera: 


U = -L e n E~v = -L s u E~Ah = 0-24 X 10 - x 1 000 x 10 * x 

^ i A .. 


500 


2 X 4t: 9 x 10 9 


= 5 305 cal 










La masa de agua del lago es: 


M = 2 x 10 12 g =S> Q = McAl =*• At = — = 2,6 x 10~ 9 °C 

Me 2 x 10‘ 2 


la elevacidn de temperatura es inapreciable. 


Problema 11. Un sistema formado por dos condensadores asociados en serie 
tiene una capacidad de 0,09 [aF. Asociados en paralelo, la capacidad del conjunto 
es 1 (jiF. iQu€ capacidad tiene cada condensador? 


Solucion 


_L_ + _1_ = _L_ 

C\ C 2 0,09 
C, + C 2 = 1 

C? - C, + 0,09 = 0 ( 


C 2 = 1 - C, 


1 

“ 0 ^ 9 " “ 

= 0,9 ulF 
= 0,1 aF 


Ci + c 2 

~^c 2 

c 2 = 

=> 

^2 = 


c, + i - c, 
c,(l - CO 

1 - 0,9 = 0,1 aF 
1 - 0,1 = 0,9 aF 


En consecuencia, las capacidades son 0,1 aF y 0,9 aF. 


Problema 12. ^Que capacidad tendra un acoplamiento mixto de 10 condensado¬ 
res de 5 [aF cada uno cuando esten dispuestos en 5 series de 2 condensadores cada 
una? 


Solucion 


La capacidad de cada serie ser£: 




=J> C s 


5_ 

2 


A1 haber cinco series en paralelo la capacidad sera: 

C = 5C S = 5 -J- = 12,5 :xF 


Problema 13. Resolver el problema anterior cuando los condensadores esten 
dispuestos en dos series de cinco condensadores cada una. 

Solucion 


La capacidad de cada serie ser£: 



C s = 1 aF 


La capacidad del conjunto sera:_ 

C = 2C S = 2 aF 
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Problema 14. Se disponen dos condensadores, de capacidad 1 y 2 \xF, respecti- 
vamente, en serie, cargando el conjunto con una tension de 3 000 V. Se produce 
la descarga del conjunto, en 1 1 de aire, que se encuentra a 0° C y presion de 
760 mm. Suponiendo que todo el calor desprendido en la descarga se invierte en 
calentar el aire y que el volumen de este no varia, determinar: 

1. Diferencia de potencial entre las armaduras de cada condensador, antes de la 
descarga. 

2. Energfa liberada en la descarga. 

3. Elevacion de la temperatura del aire. 

4. Presion final del mismo. 

Calor espedfico del aire a volumen constante: 0,17 cal/g • °C. Peso de 1 1 de aire 
en condiciones normales: 1,293 g. 


Solution 


+<? 


-q +q 


~Q 


M N 

C, C 2 

Problema XXVII-14 


1) En el condensador equivalente: 


1 

C 


-J_ + — 

c, c 2 


— + — = — =S> C = —i- aF 
1 2 2 3 ' 


q = C(V M - V p ) = 10" 6 x 3 000 = 2 x 10 -3 C 

esta carga es la que tiene cada uno de los condensadores asf acoplados; luego: 


ComprobaciOn: 


2 ) 


V — 

Q 

2xir3 - o 000 V 

v MN- 

c, 

10‘ 6 



<? _ 

2x lO- 3 _ loooy 

k NP — 

C 2 

2 x 10' 6 


= ^MN 

+ V NP = 3 000 V 


U = CV 2 = ~ lO' 6 x 9 x lO" = 3 J 


3) La cantidad de calor que se produce en la descarga es: 

AQ = 3 x 0,24 cal 


luego: 


4) 


AQ = Mc,.Ai =» 3 x 0,24 = 1,293 x 0,173/ => 


At = 3,3° C 


p _ T p 276,3 

p„ T n ^ 760 273 ^ 


p = 769 mm 
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Problema 15. Tenemos tres condensadores iguales de 2 p.F cada uno. Dos de 
ellos, A y B, los montamos en paralelo, y el tercero, C, en serie con los anterio- 
res. A1 conjunto se le aplica una diferencia de potencial de 1 000 V. Se pide: 

1. La capacidad equivalente del sistema. 

2. La carga de cada condensador. 

3. La tension entre las armaduras de cada condensador. 

4. La energia electrica almacenada en el conjunto. 

Solucion 


1 ) 


2) y 3) 


C = C A + C B = 4 uF 



Qc = Q' = Q = CV, 3 = y- 10” 6 X 10 3 = y- 10' 3 C 


Vi 

_ 1/ — 

Qc _ 

4 x 10' 3 


v y 

C c 

3 x 2 x 10'” 

V 

— Vi = 

JL = 

4 x 10' 3 

v i 


C' 

3 x 4 x 10'” 


Q a = Qb = C A (V, - V 2 ) = 2 x 10- 6 -L 10 s = 10- 3 C 


Comprob aciOn : 

(V, - V 2 ) + (V 2 - V,) = -J- 10 3 + y- 10 3 = 1 000 V 


1 


l 



2 0 c 

-•—I H 


Cc 



3 


3 


1 


Q 

\ 


3 


Problema XXVIM5 


U = -i-C(V, - V,) 2 =-i- -J- 10'” 10 6 = -j- J 

Comprobacion: 

U A = t/ B = 4"2 x io- 6 -i- 10 ” = J 

U c = 4" 2 x 10 ' < ’ -f- 10 6 = -f- J 


Problema 16. Calcular la capacidad del sistema de la figura. Calcular la carga y 
el voltaje de cada condensador si establecemos entre A y B una diferencia de 
potencial de 3 000 V. 


Solucion 

Las asociaciones N ] N 2 , Ay A UN ( , tienen de capacidad: 

C = 1 + 1 = 2 aF 


ImF 



1/iF 


Problema XXVII-16 
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Problema XXVIM6-1.' 


quedando la asociacion abreviada como en la figura segunda. La serie de los tres condensado- 
res NyNgNt, tiene por capacidad: 


C 



2 


3 _ 

2 


=*> C = -|-aF 


quedando la asociacidn como en la figura tercera. La asociacion en paralelo MN tiene por 
capacidad: 


C = 



1 .jlF 


obteniendo el sistema en serie de la figura cuarta, cuya capacidad es: 


C 






La carga de los condensadores K y L son iguales e igual a la del condensador equivalente: 


Q k = q l = cv = 3 000 = 10 3 uC = 10- 3 C 


por otra parte: 


^ac — ^CD 



1 000 V 


luego: 

Gm = C M V CD = 10- 6 x 10 3 = -i- 10- 3 C 

Gn = Gn, =Gn, = On, = C n F cd = -j- 10- 6 x 10 3 = 10- 3 C 

esta (2 n se distribuye en cada caso entre los N, y N 2 , y N 4 , N$ y N 6 . A cada uno de ellos le 
corresponde: 

G = -j- 10- 3 C 

La diferencia de potencial entre las armaduras de cada uno de estos condensadores es: 



C 3 x 10 - 6 3 


Problema 17. Para formar una baterfa de 1,6 {jlF que pueda resistir una diferen¬ 
cia de potencial de 5 000 V disponemos de condensadores de 2 x 10 -6 F, que 
pueden soportar 1 000 V. Calcular: 

1. El numero de consensadores y la forma de agruparlos. 

2. La energia de la bateria. 

3. La energia maxima almacenada se emplea para fundir 2 g de hielo a 0° C. 
^Cual es el estado final? 


Solucion 


1) La baterfa constara de un cierto numero de series en paralelo. Cada serie debe tener como 
mfnimo cinco condensadores para que cada uno de ellos soporte como maximo 1 000 V de ten¬ 
sion. La capacidad de cada serie con cinco condensadores sera: 



=> C' = 
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el numero de series sera tal que la capacidad del condensador equivalente sea C = 1,6 *F; 
luego: 

C = nC' => 1,6 - n =*> n = 4 

La bateria esta formada por cuatro series de cinco condensadores cada una. 

2 ) 

U = -i- CV 2 = -L 1,6 x 10- 6 x 25 x 10 h = 20 J 
3) Como 20 J equivalen a: 

Q = 20 x 0,24 = 4,3 cal 

insuficientes para fundir los 2 g de hielo, el hielo fundido es: 

4,8 = M 80 => M = 0,06 g 

el estado final es: 



Problema 18. Un condensador de 0,1 txF esta cargado a 10 000 V y se unen sus 
armaduras a las de otro descargado, de 0,3 (jlF. Determinar: 

1. La carga de cada condensador despues de la union. 

2. La diferencia de potencial comun entre las armaduras. 

3. La energia que ha pasado del primero al segundo condensador. 


Solucion 


C, = 0,1 jxF 
C 2 = 0,3 aF 


V, = 10 000 V 01 = c, V, = 10" 3 c 
V 2 = 0 q 2 = 0 


1) y 2) Unidos en paralelo la capacidad equivalente es: 

C = C, + C 2 = 0,4 uF 

y la carga del condensador equivalente ser£: 

Q - Q\ + Q '2 = 6. + Q 2 = io- 5 c 


la diferencia de potencial entre las armaduras del condensador equivalente es la misma que la 
que tienen los dos condensadores asi acoplados; luego: 


O 10" 3 



Q\ = C,V = 0,1 x 10' 6 x 2 500 = 25 x 10' 5 C 

V = = - 2 500 V 

=> 


C 0,4 x 10' 6 



q' 2 = c 2 V = 0.3 x 10~ 6 x 2 500 = 75 x 10 -5 C 


3) La energia que pasa del primero al segundo ser£ la final de 6ste: 

U 2 = ~Y C 2 V 2 = j0,3 x 10- 6 2 500 2 = 9 375 x IO' 4 J 
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Problema 19. Un condensador de 1 pF se carga a la tension de 300 V, e inde- 
pendientemente otro condensador de 3 pF se carga a 500 V. Si una vez cargados 
unimos sus armaduras: 

1. ^Que valor adquirira la tension en ambos condensadores? 

2. ^.Que carga tendra ahora cada condensador? 

3. ^Que energia tiene ahora el conjunto de los dos. condensadores? 


Solucion 


C, = 1 uF 
C. = 3 uF 


V, = 300 V Q , = C,V, = 3 x 10- J C 
V 2 = 500 V Q 2 = = 15 x lO ' 4 C 


1 ) Unidos en paraielo ia capacidad equivalente es: 


C = C, + C 2 = 4 uF 


y la carga del condensador equivalente sera: 

Q = Q\ + Q'z = (2, + Qi = 18 x 10" 4 C 

la diferencia de potencial entre las armaduras del condensador equivalente es la misma que la 
que tienen los dos as! acoplados; luego: 


2 ) 

3) 



18 x 1 Q-* 
4 x 10 " 6 


= 450 V 


Q\ = C,V = 10 ' 6 x 450 = 4,5 x 10 ' 4 C 
Q' 2 = C 2 V = 3 x 10 ‘ 6 x 450 = 13,5 x 10~* C 


u = -J- cv- = -i- 4 x lO -6 x 450 2 = 405 x 10" s J 



Problema 20. Se tienen tres condensadores, C lt C 2 , C 3 , de 2, 3 y 5 p.F, respecti- 
vamente. El primero se carga a 2 000 V, el segundo a 1 500 V y el tercero a 
3 000 V. Calculese: 

1. La energia almacenada en cada uno de ellos. 

2. La diferencia de potencial que existira entre las placas terminales del sistema 
a formado por dichos condensadores cargados, al conectarlos en paraielo. 

3. La energia electrostatica del acoplamiento. 


Solucion 


C, =2 uF 
C 2 = 3 uF 
C, = 5 uF 


V, = 2 000 V 
V, = 1 500 V 
V, = 3 000 V 


Q, = C,V,= 4 x 10 -3 C 

Qz = C 2 V 2 = 4,5 x 10" 3 C 
Qy = CyVy = 15 x 10 " 5 C 


_ Q_ 

F 

*2 

Problema XXVII-20 


U\ = -j- C,V f = y2x lO " 6 x 2 000 2 = 4 J 

Uz = -4“ = -j- 3 x 10" 6 x 1 500 2 = 3,375 J 

U* = 4 - = - 4 - 5 x 10~ ft x 3 000 2 = 22,5 J 


532 















2) En el condensador equivalente: 


Q = Q\ + Q'z + Q, = Q, + Qz + Qi = 23,5 X 10- 3 C 
C = C, + C 2 + C 3 = 10 uF 


=> 


V A -V B 


Q = 23,5 x 10~ 3 
C 10 x 10" 6 


2 350 V 


3) La energia asociada al acoplamiento es: 


U = -i- CV 2 = -y- 10~ 5 x 2 350 2 = 27,6 J 


Problema 21. Se tienen dos condensadores de 0,1 piF y 0,15 p.F dispuestos en 
serie: se cargan a una tension de 5 000 V. Determinar la carga de cada condensa¬ 
dor. Se desconectan los condensadores de la fuente de alimentation y ellos entre 
si y sin descargarse, se unen entre si las armaduras de igual signo; determinar: 

1. La diferencia de potencial entre las armaduras. 

2. La carga de cada condensador. 


Solucion 


El condensador equivalente a los dos en serie tiene una capacidad: 

1 _ 1 , 1 _ 1 , 1 0,25 50 _ ^ _ 3 


-5— + —L_ 

Ci c 2 


-J— + -J— 

0,1 0,15 


0,015 


c = 


50 


uF 


La carga del condensador equivalente es la misma que la que tienen los dos asi acoplados, y 
toma el valor: 


Q = Q\ = Qz = cv = 10' 6 x 5 000 = 3 x 10‘ 4 C 


1) El condensador equivalente a la asociacidn de los dos en derivacidn tiene una capacidad: 

C' = C, + C 2 = 0,25 uF 


y su carga sera: 


Q' = Q\ + 02 = Qi + Q 2 = 6 X 10- 4 C 


la diferencia de potencial entre las armaduras del condensador equivalente es la misma que la 
que tienen los dos condensadores asi acoplados; luego: 



6 x IQ" 4 
0,25 x 10‘ 6 


2 400 V 


Q\ = C,V" = 0,1 x 10‘ 6 x 2 400 = 24 x 10" 5 C 
Q' 2 = c 2 V' = 0,15 x 10“ 6 x 2 400 = 36 x 10 5 C 


Problema 22. Calcular la capacidad intercalada entre los puntos A y B. Cada 
uno de los condensadores es de 1 aF de capacidad. Establecemos entre A y B una 
diferencia de potencial de 300 V; calcular la carga, el potencial y la energia de 
cada uno de los condensadores y la energia de la asociacion. 



Problema XXVII-22 
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Solution 


C, | , QT 



Problema XXVII-22-L* 


La capacidad de los tres condensadores en serie es: 

-L = _L + _L + _L = -L + -L + -L = 3 
c s c, c, c, 1 1 l 

luego la capacidad total es: 


C s = -4- uF 




La carga para los tres condensadores en serie es: 

Q" = V AB C s = 300 -y = 100 aC 
luego la tensi6n entre las armaduras de cada uno de ellos es: 


V = v Ar = v CD = v DB = 4£- = = 100 V 


* AC y CD - v DB 

La energia de cada uno de 6stos ser£: 


C, 


If' = ~4r CjV 2 = -4r 10" 6 x 10 4 = 5 x 10 -3 J 
2 2 

Para el condensador en paralelo: 

Q' = V AB C t = 300 jxC 

{/' = yC,V 2 AB =-i- 10" 6 x 9 x 10 4 = 45 x 10- 3 J 
La energia del conjunto: 

_L c 

2 CrAB 3 



Problema XXVII-23 


Problema 23. Desconectamos los condensadores cargados del problema anterior 
y los volvemos a conectar, todos en paralelo con las armaduras del mismo signo 
unidas. Calcular la carga, el voltaje y energia de cada uno de ellos y la energia de 
q- la asociacion. 

Solution 

En el condensador equivalente: 

Q = Q\ + 02 + ft + Qa = 3(2" + Q' = 3 x 100 + 300 = 600 aC 
C = 4C, = 4aF 

luego: 


l', - V 2 = 


600 


= 150 V 


con lo que se obtiene: 


01 = 02 = <2* = C4 = C,(v x - V 2 ) = 150 ixC 


La energia de cada uno de ellos sera: 


U } = -i- C,(V, - V,) 2 = -y 10- 6 x 150 2 = 112,5 x lO’ 4 J 


La energia del conjunto es: 


U = -y C(V, - V 2 ) = -y 4 x 1(T 6 x 150 2 = 450 x 10~ 4 J 
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Problema 24. Calcular la capacidad de un condensador esferico. 


Solucion 


En un condensador esferico la esfera que envuelve a la pequena (A) no crea campo en su 
interior; el unico campo en el punto P es el producido por A, siendo su valor: 


E = 


47TCOT 2 


= 


£ 


4 7T£ 0 r 


dr : 


4tT£ 0 


[---1 

L r A J 


luego: 


G - 

4rc 0 

1 

1 

DO 

1 

) 

] 

1 



Problema XXVII-24 


Problema 25. Calcular la capacidad de un condensador cilindrico. 

Solucion 


En un condensador cilindrico el cilindro que envuelve al pequeno no crea campo en su inte¬ 
rior; el unico campo en el punto P es el producido por el cilindro interno, siendo su valor 
calculado por aplicacidn del teorema de Gaus: 



<P = 



E dA = Elnrl 


=> 


E = 


Q 

2 7:e 0 rl 


y como la diferencia de potencial entre los cilindros es: 


Pa - V b 






Problema XXVII-25 


Problema 26. Una balanza de brazos iguales esta en equilibrio. Uno de sus dos 
platillos tiene una superficie de 200 cm 2 y esta situado 1 cm por encima de una 
lamina metalica horizontal unida a tierra. Entre el platillo y la lamina se establece 
una diferencia de potencial de 100 V. Calcular: 

1. La capacidad, en F, del condensador formado. 

2. Los gramos que hay que cargar en el otro platillo para restablecer el equilibrio 
perdido. 

3. La carga electrica, en C, que adquiere el platillo. 

Solucion 

1) Llamando x a la distancia entre las armaduras: 

to ,4 200 x 10‘ 4 10‘ 9 

C = —— =-=-F 

.t 4*9 x 10 9 x 10' 2 18* 
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2) y 3) 

U = -J- cv 2 


V = 


u = 


1 Q- Q 2 x 


2eoA 


q = cv = J^L io^J2^c 


18tt 


18tt 


=> F = 


O 2 Q 2 

<*£/ = dx = Fdx => F = 

2eo/4 2£ f> y4 

1CT 14 x 47 t 9 x 10 9 = 10~ 3 

18 2 * 2 2 x 200 x 10" 4 36* 


F = Mg =s> 


M = — = 


10 “ 


g 36*9,8 


kg = 9 x 10- 4 g 


D) DIELECTRICOS 


A 



C? 


Problema XXVII-27 


FORMULARIO 


CONSTANTE DIELECTRICA DEL MEDIO Y PERMITIVIDAD: 


c 


SUSCEPTIBILIDAD ELECTRICA: 


Vector polarizaci6n: 


Vector desplazamiento: 


«o 


=*• £ = £ £q 


X = £ - £ 0 


P = xE 


D = eE 

Ley de Gaus: primera ecuaci6n de Maxwell: 

D • dA = Q div D = c 


i 


Problema 27. La capacidad de un condensador piano entre cuyas armaduras 
existe un dielectrico es: 


C d 

1. ^Cuanto tendrfamos que acercar las armaduras (Ad), suprimiendo el dielectri¬ 
co, para conservar la misma capacidad? 

2. <,Cuanto tendriamos que acercar las armaduras si suprimimos del interior del 
condensador una lamina planoparalela de espesor e < d y paralela a las armadu¬ 
ras (ver figura) para conservar la misma capacidad? 
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Solution 


1 ) 

e'eoA € (} A 

C = -=- => 

d d- Ad 


2) En este caso: 



Ad = d- 


«' - 1 


Problema 28. Cada una de las armaduras de un condensador piano tiene una 
superficie de 200 cm 2 ; el dielectrico es mica, con un espesor de 2 mm y una cons- 
tante dielectrica e' = 5. Calcular: 

1. La capacidad del condensador. 

2. La carga de cada armadura cuando la tension entre ambas sea de 1 000 V. 

3. La intensidad del campo electrico entre las armaduras. 

4. El gradiente de potencial de dicho campo. 

Solution 


1 ) 


2 ) 


c _ _ 5 x 200 x 10" 4 _ 10" 7 F _ 1 F 

d 4*9 x 10 9 x 2 x 10" 3 ” 72* ~ 720* “ 


Q = CV = 


io- 


72* 


10 3 = 


10 " 


72* 


C = 


100 

72* 


uC 


3) y 4) 

E = - grad V = — =- — -= 5 x 10 5 V/m 

d 2 x 10 -3 


Problema 29. Un condensador esferico esta constituido por dos esferas metalicas 
concentricas de radios r = 3 cm y = 8 cm (radio interno de la superficie esferi- 
ca hueca). Entre las armaduras existe una sustancia de constante dielectrica 5. 
Calcular: 

1. La capacidad del condensador. 

2. Carga que adquiere al conectar sus armaduras a una tension de 1 000 V. 

3. Energia del condensador asi cargado. 


Solution 


1) De la f6rmula obtenida en el problema 24 obtenemos: 

Rr 4j 5 x 3 x 8 x lO' 4 


C — 4 Kc' £q 


R - r 


4*9 x 10 9 (8 - 3)10" 


= 2,66 x 10- 


2 ) 


Q = CV = 2,66 x 10'" x 10 3 = 2,66 x 10' 8 C 
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3 ) 


U = CV 2 = 2,66 x 10~ n x 10 6 = 1,33 x 10" 5 J 

2 2 


Problema 30. 1. La superficie de las armaduras de un condensador piano es de 

100 cm 2 , y su distancia, de 3 mm. Se carga uniendo una de las armaduras al suelo 
y la otra a una tension de 2 000 V. ^Cu&l es la carga del condensador? 

2. Se desconecta de la tension de carga, y sin descargar el condensador se llena el 
espacio entre ambas armaduras con una sustancia de constante dielectrica 5. 
^Cual es la nueva capacidad del condensador? ^Cual es la diferencia de potencial, 
entre ambas armaduras, en este segundo caso? 

Soluckm 


1 ) 

Q = C 0 V 0 = V 0 = 


100 x 10‘ 4 , 20 x 10 -6 20 

-2 x 10 3 =-C =- 

108* 108* 


4*9 x 10 s x 3 x 10~ 3 


|*C 


2) Al no variar la carga del condensador y la capacidad de multiplicarse por 5, el potencial 
quedard dividido por 5; en efecto: 

s't 0 A 5 x 100 X 10 -4 5 . 5 X 10" 2 „ 

C = c'Co = -— =-r-- =-10- 8 F =---|iF 


d 4*9 x 10 9 x 3 x 10' 3 108* 

Q Q Vp _ 2 x 10 3 
r'C 0 r' 5 


108* 


V = 


= 400 V 


Problema 31. Un condensador esta formado por dos laminas paralelas de 
150 cm 2 de superficie cada una y separadas entre si 2 mm. Se carga el condensa¬ 
dor con una diferencia de potencial de 1 000 V. Se pide: 

1. La carga del condensador y energia almacenada. 

2. Si una vez cargado y aislado de la tension de carga se llena el espacio entre las 
armaduras con una sustancia de constante dielectrica 3, ^cual es la nueva capaci¬ 
dad del condensador? 

3. En las condiciones de la pregunta 2, ^cual es la nueva diferencia de potencial 
entre las armaduras? 


Solucidn 


1 ) 


2 ) 


Q = CoVo= 


cnA 


V a = 


150 X 10‘ 4 X 10 3 
4*9 x 10 9 x 2 x lO” 3 
150 x lO' 4 


= 6,6 x 10‘ 8 C 


U = — C 0 Vfj = — - 

2 2 4*9 x 10 9 x 2 x lO -3 


10 6 = 3,3 x 10 -5 J 


C = £'C 0 = 


3 x 150 x IQ- 4 

4*9 x 10 9 x 2 x 10' 3 


= 2 x 10“ 10 F 
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3) A1 llenar el espacio entre las armaduras Q permanece constante, como la capacidad se 
multiplica por e', el potencial quedar£ dividido por c'. 



Problema 32. Disponemos de 16 laminas de aluminio y 15 de vidrio, siendo la 
superficie de las mismas de 15 x 30 cm 2 , el espesor de las de vidrio de 1 mm y el 
poder inductor especifico de este ultimo 5. Calcular: 

1. La capacidad y carga adquirida por el condensador formado por dos laminas 
de aluminio y una de vidrio intercalada entre aquellas, cuando se les somete a 
una tension de 1 000 V. 

2. La capacidad del sistema formado por las 15 laminas de vidrio intercaladas 
entre las 16 de aluminio, en las que las pares e impares de aluminio se han conec- 
tado entre sf, respectivamente. 

3. Carga y diferencia de potencial correspondiente a cada condensador unitario, 
cuando las conexiones generates del sistema anterior se someten a la tensidn de 
1 000 V. 


l) 


Solucion 



5 x 15 x 30 x 10" 4 
4*9 x 10 9 x 10' 3 


225 
36 n 


lO' 9 


= 2 x 10" 9 F 


Gl = C,V = 2x 10 -6 C = 2 ulC 


2) Constituye una asociacidn en paralelo de 15 condensadores: 

C = 15 C] = 30 x 10“ 9 F 

3) A1 estar conectados en paralelo, el potencial en cada uno de ellos es el de las conexiones 
generales, 10 3 V, y la carga que adquirir£n con tal potencial ya la hemos calculado: 

G, = 2 uC 


Problema 33. Se tiene un condensador piano cuya superficie de las armaduras es 
de 200 cm 2 cada una; la separacion entre ellas es de 1 mm, habiendo entre ambas 
un dielectrico cuyo espesor es de 0,6 mm y constante dielectrica 4. Sabiendo que 
la diferencia de potencial entre las armaduras es de 2 000 V, determinar: 

1. La capacidad de este condensador. 

2. La carga del mismo. 

3. La energia electrica acumulada en el. 


Solucion 


1) Para suprimir el dielectrico (quedando vacio en el interior del condensador) conservando 
la misma capacidad (ver problema numero 27) hay que disminuir la distancia entre las 
armaduras: 


Ad = e 


£ ' - 1 


= 0,6- 


- 1 


0,45 mm 
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la capacidad sera, pues: 


2 ) 

3 ) 


C = 


£ (> A 

d- Ad 


200 x 10' 4 

4*9 x 10 y (l - 0,45) 10" 3 


3,2 x 10 _, ° F 


Q = CV = 3,2 x 10~ 10 x 2 x 10 3 = 6,4 x 10" 7 C 


U = 4- CV 2 = 4- 3,2 x 10 _, ° x 4 x 10 A = 6,4 x 10‘ 4 J 
2 2 _ 


Problema 34. Entre las armaduras de un condensador piano existe una distancia 
de 5 mm. Cargamos el condensador estando vacio el espacio entre sus armaduras 
a una tension de 4 000 V; desconectamos de la fuente de alimentation e introdu- 
cimos un dielectrico. Medida la nueva diferencia de potencial existente entre las 
armaduras nos da 800 V. Calcular: 

1. El coeficiente dielectrico del material introducido. 

2. La susceptibilidad electrica. 

3. La polarization en el dielectrico. 

4. El desplazamiento en el dielectrico. 

Solucion 


1) A1 introducir el dielectrico la carga del condensador es la misma que cuando habfa vacio 
entre sus armaduras: 

Qn = C 0 Vo = CV 

£ () A 


C 0 = 

c = 


d 

££ () A 


c 

V'o 

4 000 

— _ c 

Co 

V 

800 


2 ) 

3) 

4) 


-£-£(,= ££ {) ~ £ 0 = £«(£' - 1) 


C 2 


4*9 x 10 y N • m 2 


P = xE 
E = -K- 


P = xX = . 


4 x 800 


d 4-9 x 10 v x 5 x 10 


— C/m = 5,7 x 10- ft C/m 


D = lE = = e'£ ( , ^ 


5 x 800 


d 4-9 x 10 1 ’ x 5 x 10 


— C/m 3 = 7,1 x 10- 6 C/m 3 


Problema 35. El coeficiente dielectrico del agua es 81. Calcular la permitividad 
y la susceptibilidad electricas del agua. 

Solucion 

£ = £'£„ = -^- = -2— 10" 9 = 0.71 x 10' 9 - — - 

4.-9 x 10 9 4- N • m 3 

X = £-£„=££„ - £|, = £[) { £ — 1 ) =- = 0.7 X 10 * -- 

4-9 x 10 9 N ■ m 3 
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Problema 36. Consideremos un ion esferico de carga Q sumergido en un Kquido 
dielectrico lineal homogeneo e isotropo, siendo e la permitividad dielectrica del 
medio. Calculese el valor del campo electrico a una distancia r del centro del ion. 

Solucion 

Las moleculas del h'quido se orientaran en la forma indicada en la figura, puesto que el campo 
que crea el ion tiene simetria radial. 

Si tratamos de calcular el campo, aplicando directamente el teorema de Gauss a una superficie 
esferica de radio r, no conseguimos nada, pues desconocemos el valor de la carga ligada ence- QlID 
rrada en ella; pero si podemos aplicarlo al vector D , puesto que la integral de superficie de D 
es igual a la carga libre encerrada, que en este caso es la del ion: 


O 

Nl) 

/ 

/ <£?.■ 


9 




y como: 


§ 


DdA = 4 -rD = Q =*• D = 


Q 


4 xr 3 


\ <£? V 

R 


8 

\ ^ ' 

e ) 1 
y ^ / 

% 7 


03) 






D = zE 


E = 


4tZ€ 


Problema XXVII-36 


Problema 37. La superficie de cada una de las dos armaduras de un condensa- 
dor piano es de 100 cm 2 , y su distancia, 1 cm. Se carga uniendo una de sus arma¬ 
duras al suelo y la otra a una tension de 3 000 V. Se desconecta de la tension de 
carga y, sin descargar el condensador, se llena el espacio entre ambas armaduras 
con dos dielectricos, uno de espesor 6 mm y constante dielectrica 6, y el otro de 
4 mm y constante dielectrica 4. Calcular: 

1. La carga del condensador. 

2. El desplazamiento electrico. 

3. El campo electrico en cada dielectrico. 

4. Diferencia de potencial entre las armaduras del condensador con los dielectri¬ 
cos en su interior. 

5. Su capacidad. 

Solucion 

1) 


Q = CoVo = 




Vn = 


100 x 10" 4 3 000 
47 t 9 x 10 y KT 2 


12 7T 


1 ~"" Vn 2~ y °Z 3 


2 ) 


D ■ dA = Q =*• D = 


d Q 

dA 


= 7 =*> 


3) En el primer dielectrico: 


D = 


Q_ 

A 


10 ” 


12-100 x 10" 


~~~ C/m 2 



—A 

12^ 

\j 


U 


£, = 


D 


10" 4 4r9 x 10 9 
12-6 


= -j- 10 s V/m 


En el segundo dielectrico: 


+o 


E, = 


D 


10~ 4 4,-9 x IQ 9 
12-4 


= -j- 10 5 V/m 


Problema XXVII-37 


4) 


5) 


V, 2 = E,e, = -2- 10 5 6 x 10' 3 = 300 V 
= £ : e, = -j- 10 s 4 x 10" 3 = 300 V 


V„ = V, 2 + = 600 V 


c = 


10 


y,» 


12-600 


72 * 


10- K F 
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Capitulo XXVm 

CORRIENTE ELECTRICA CONTINUA 


A) RESISTENCIA 

-FORMULARIO - 

INTENSIDAD: 



RESISTENCIA: 

R=p ~r /?«' = /?,(! + KAt) 


Ley de Ohm 


A LOS EXTREMOS DE UNA RESISTENCIA: 

R 

fl WMWrtWWW *- ^1 — ^2 — IR 


2 


1 


/ 

Resistencias en serie o derivaci6n: 

SERIE 


DERIVACION 



/? — /?! + /?2 + R3 



I — I\ + I2 + /3 

/]/?! = 12^2 = I3R3 
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Energia electrica consumida POR UNA RESISTENCIA: 


w = (V, - V 2 )It = 


(V, - v 2 ) 2 

R 


t = / 2 fif 


POTENCIA: 

P = (V, - V 2 )/f = ~ = I 2 Rt 


Problema 1. Se ha encontrado que cuando la diferencia de potencial entre los 
extremos de una resistencia es de 10 V, la intensidad de la corriente es de 2 A. 
^Cuanto valdria la intensidad si la diferencia de potencial fuese de 100 V? ^Cual 
sera la diferencia de potencial si la intensidad de la corriente es de 0,1 A? ^Cual 
el valor de la resistencia? 

Solucion 


n 


2 ) 


3) 


10 = 2 R 
100 = I'R 


=> 


10 

100 


2_ 

V 


=> 


/' = 20 A 


10 = 2 R 

V t - V 2 = 0,1 R 



2 

0,1 


=*> 


V| - V 2 = 0,5 V 



Problema 2. Se trata de sustituir una conduction electrica de hilo de cobre por 
hilo de aluminio de la misma longitud, de tal suerte que ambas tengan la misma 
resistencia ohmica. Calcular: 

1. La relacion entre las secciones de los hilos. 

2. La relacion entre los pesos del cobre y del aluminio. 

Datos: Resistividad del cobre: p = 1,8 x 10 -6 Q • cm. Resistividad del alumi¬ 
nio: p = 2,6 x 10” 6 Q • cm. Densidad del cobre: d = 8^93 g • cm -3 . Densidad 
del aluminio: d = 2,70 g • cm -3 . 

Solucion 


=> 


Mcu - ^Cu^Cu 


Ma\ — ^AI^AI 


Me 


>72 


m a 


d c u 8,93 

-p- = 0,692 -hr = 2,289 
d A \ 2,7 


r j\ = 


PCu 


1,8 x 10" 


Pai 2,6 x 10- 


= 0,692 


1) 


R “ PC u 

R = pa\ 


l 


l 


2) 
























Problema 3. Un circuito electrico esta formado por tres alambres de igual longi- 
tud y del mismo material unidos en serie. Los tres alambres tienen distinta sec- 
cion: 1 mm 2 , 2 mm 2 y 3 mm 2 . La diferencia de potencial entre los extremos del 
circuito es de 12 V. Determinar la cafda de tension que tiene lugar en cada uno 
de los alambres. 


/ 


*3 

12 3 4 


Problema XXVIII-3 



Problema XXVIII-4 


Solucion 



Problema 4. Los conductores que unen las resistencias de la figura los supondre- 
mos de resistencia despreciable. Calcular la resistencia equivalente del conjunto. 

Solucion 


in 



A1 estar unidos los puntos 1 y 4, tendran identico potencial. Tambien son iguales los potencia- 
les de los puntos 2 y 4; por tanto, el conjunto equivalente es el representado en la figura, cuya 
resistencia total sera: 



Problema 5. La resistencia de una lampara electrica de 120 V, 100 W es 10 ve- 
ces mayor cuando la lampara esta encendida que cuando esta apagada. Determi¬ 
nar la resistencia en un caso y en otro, asf como el coeficiente de temperatura si 
la temperatura de incandescencia del filamento es 200° C. 


P = 


Solucion 

(v^ - V2) 2 


R 


R = J20L 

100 1 


r ‘ = T = 14 ' 40 
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Suponiendo que la temperatura del filamento apagado es 0° C: 


R c = R a ( 1 + KAt) 


=$> 144 = 14,4(1 + 200 K) 


=> 


K = 0,045° C" 1 


Problema 6. Tenemos una instalacion por la que circula una corriente de 6 A 
que esta formada por dos conductores: A y B, colocados en serie, y a continua¬ 
tion tres conductores, C, D y £, en derivacion; todos ellos de 4 i 1 de resistencia. 
Calcular: 

1. La resistencia total de la instalacion. 

2. La diferencia de potencial entre los extremos del conductor A. 

3. La diferencia de potencial entre los extremos del conductor C. 



2 ) 


V, - v 2 = jr = 6 x 4 = 24 V 


3) La intensidad que circula por el conductor C (igual a la que circula por D y E) es: 


/'=y = 2A =» 


- V 4 = /'/? = 2 x 4 = 8 V 


Problema 7. Tres resistencias, R u R 2 , R 3 , y dos amperimetros, A x y A 2 , de 
resistencia despreciable, se montan como indica el adjunto esquema. Se pide: 

1. Calcular el valor de cada una de las tres resistencias conociendo los siguientes 
datos: a) Si se establece entre X e Y una diferencia de potencial de 100 V, la 
corriente que circula es de 2 A. b) Si se establece en Y y Z la tension necesaria 
para que la intensidad sea de 3 A, entonces la potencia total disipada en virtud 
del efecto Joule es de 630 W. c) Si se establece entre X y Z una diferencia de 
potencial de 150 V, la potencia disipada es de 375 W. 

2. ^Que marcan en cada uno de los tres casos anteriores los dos amperimetros? 


*1 



Problema XXVIII-7 


1 ) 

a) 

b) 


c) 


Solution 


100 = 2 (/?, + R 2 ) =j> /?,+/?, = 50 il 
630 = 9(R 2 + R y ) => R 2 + Ry = 70 il 


375 = 


150 2 

R 1 + R* 


=> 



/?, = 20 1> 



R 2 = 30 12 



30 

II 

4- 

O 
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R\ + Ry = 60 12 


















2) 



B= 50 

Problema 8. En el circuito de la figura la caida de tension a traves de la resisten- 
cia A es de 100 V. Encontrar: 

1. La intensidad que atraviesa cada una de las resistecias B, C, D. 

2. La caida de tension en la resistencia B. 

3. La potencia disipara en la resistencia F. 


E =2Cl 



Problema XXVIII-8 


Solucion 


1) 


/a = 


V - V' 


100 

10 


= 10 A 


Resistencia equivalente a B, C y D: 

1 = 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 = 21 * Rtm to a 

R, B C D 5 3 6 30 '7 


Tenemos asi una derivacidn de dos resistencias, la superior: 

R 2 = R, + E = -J- + 2 = ~~ U 

y la inferior: 

F = 20 LI 

Como la intensidad que circula por la superior es la misma que en E y la llamamos 7 E : 


/ E + I F = 10 

/ E -y- = / f 20 => 6 / e = 35/ F 


, 3 50 A 

/e = — A 

, 60 . 
/f= — A 


7e — 7b + 7c + A> 
7 B £ = 7 c C = 7 d D 


7 b + 7 C + 7 d = 


350 

41 


57 b = 37 c = 67 D 


7b — 


"W 

287 


/ 3 500 A 

/c= ~86T A 


/d — 


1 750 
861 
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2) 


3) 


(V - V') B = i bB = 


700 

287 


5 = 


3 500 v 
287 


P F = HF = 


3 600 ™ _ 72 000 
1 681 1 681 


P F = 42,8 W 


Problema 9. Sabiendo que un hilo metalico de 1 m de longitud y 1 mm de dia- 
metro tiene una resistencia de 2 1), calcular: 

1. La resistencia de otro hilo del mismo metal de 2 m de longitud y 0,6 mm de 
diametro. 

2. En el caso de que por el conductor a que se refiere la cuestion anterior circule 
una corriente de 5 A, calcular la energia consumida por unidad de tiempo expre- 
sada en kW y el calor disipado al cabo de media hora, expresado en cal. 


1) 


2 ) 


Solucion 


R\ — p 


Ri — p 


/ , 

d^ 2 


( 4 ) 


u 


*( 4 ) ! 


_?L = AMlV 2 _ 1 /0,6\ 2 

Ri l 2 \ / R 2 2 \ l / 


100 

R 2 =- 12 



Problema 10. Una cafetera electrica comienza a hervir 3 min despues de haberla 
conectado a la red. La calefaccion procede de un arrollamiento de alambre de 
6 m de longitud. ^Como modificariamos este elemento para que la cafetera co- 
menzase a hervir a los 2 min de conectada? (Despreciar las perdidas de calor al 
exterior.) 

Solucion 

/, = 6 m l 2 ? 


/, = 3 m t 2 = 2 m 

La tensi6n en la red y la cantidad de calor comunicada a la cafetera son las mismas. 


(V, - V 2 ) 2 (V, - V,) 2 

Q = 0,24 D /, = 0,24 „ — t 2 


R, 


R ' =? ~ 


R 


R? = P -7T- => 


A 

/, 


/ 2 

-kT 

R 2 

~TT 


R i 

Ri 


t-, 


t 2 2 

— /] = —r— 6 = 4 m 

/, 3 


Cortaremos 2 m a la resistencia que teniamos. 





















Problema 11. En un calorimetro cuyo equivalente en agua es de 10 g hay una 
mezcla de 20 g de hielo y 90 g de agua. Dentro del calorimetro se encuentra una 
resistencia de 10 12 por la que pasa una corriente de 2 A. Determinar: 

1. El tiempo que ha de estar pasando la corriente para que se funda el hielo, sin 
que varfe la temperatura. 

2. La misma pregunta para que la temperatura final sea de 50° C. 

3. Energfa consumida en este segundo caso expresada en W • h. 

Solucion 


n 


21 


Q = 0,24 W 
W = I z Rt 


20 x 80 = 0,24 x 4 x 10/ =J> 


/ = 167 s 


20 x 80 + (20 + 10 + 90)50 = 0,24 x 4 x 10/' => /' = 792 s 


3) 

W = QJ = (20 x 80 + 120 x 50)4,18 = 31 768 J 


=> 


W = 


31 768 
3 600 


8,8 W • h 


Problema 12. Una masa de agua contenida en un matraz se somete a ebulli- 
cion mediante el calor suministrado por una resistencia electrica por la que circu- 
la una corriente de 2,5 A, siendo la diferencia de potencial entre los extremos de 
la resistencia de 24 V. El vapor desprendido durante 5 min desde que se inicia la 
ebullicion se condensa en el exterior y se pesa, obteniendose 7,0 g de agua. 

1. Calcular el calor de vaporizacion del agua que se obtendria con estos datos. 

2. Sabiendo que el verdadero valor del calor de vaporizacion del agua es de 
540 cal/g, determinar las perdidas de calor por minuto existentes entre el matraz 
y el exterior. 

3. 4 ,Que masa de agua se hubiera obtenido de no existir dichas perdidas? 

Solucion 


1) 

Q = 0,24(1/, - V 2 )I( = Ml => 0,24 x 24 x 2,5 x 5 x 60 = 11 




/ = 617,1 cat/g 


2 ) 


Q _ M(l - l T ) __ 7(617,1 - 540) 
1 / 5 


107,9 ca(/min 


3) 

0.24 (V, 


V 2 )lt = M7 r => 0,24 x 24 x 2,5 x 5 x 60 = M540 




M = 8 g 


Problema 13. En un recipiente aislado termicamente hay 3 1 de agua a la tempe¬ 
ratura de 15° C. Se echa en el un trozo de hielo de 1 kg enfriado previamente a 
-10° C. Por un hilo conductor de 10 il de resistencia y de capacidad calorffica 
despreciable introducido en la mezcla se hace pasar una corriente electrica, co- 
nectando el conductor a una tension de 220 V. Digase cuanto tiempo habra de 
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estar circulando la corriente para que la mezcla indicada alcance la temperatura 
de ebullition a la presion normal. Se desea saber la cantidad de vapor de agua 
sobrecalentado a 120° C que se necesitaria para producir el mismo efecto que la 
corriente. (c h = 0,5 cal • g" 1 • °C“ 1 ; c v = 0,45 cal • g” 1 • °C _1 ; l { = 80 cal • g" 1 ; 
/ v = 540 cal • g -1 .) 

Solution 


1 ) 


Q = 0,24 


- V 2 ) 2 
R 


t = 0,24 


220 2 

"lo - 


t = 1 161,6/ 


Q = 3 x 10 3 (100 - 15) + 10 3 x 0,5 x 10 + 10 3 x 80 + 10 3 x 100 = 44 x 10 4 cal 
igualando: 



2 ) 


A/0,45 (120 - 100) + M 540 = 440 000 


=> 


M = 801 g 


Problems 14. Queremos construir un cazo electrico que en 5 min sea capaz de 
hacer hervir 1 1 de agua colocada inicialmente a 15° C. Calcular: 

1. La potencia electrica necesaria (suponiendo que todo el calor se utiliza inte- 
gramente en calentar el agua). 

2. La intensidad de la corriente cuando se conecte a una red de 110 V. 

3. El valor de la resistencia. 


Solution 


1 ) 

Q = McAt = 10 3 (100 - 15) = 85 x 10 3 cal 
Q = 0,24 W = 0,24 Pr = 0,24 P5 x 60 

2 ) 

P = (V, - V 2 )I => 1 180 = 110/ => 
3) 


85 x 10 3 = 0,24 P5 x 60 => 


P = 1 180 W 


/ = 10,7 A 


P = 


(v. - vy 2 

R 


no 2 

.180 = — => 


R = 10,2 12 


Problems 15. Mediante una resistencia electrica de 10 11 conectada a 120 V se 
desea calentar 1 200 g de un liquido de calor especifico 0,95 cal/g °C. Si se ha 
partido de una temperatura de 10° C: 

1. que temperatura se encontrara el liquido a los 5 min de iniciar el paso de 
corriente? 

2. 4 ,Que tiempo tardarfa en alcanzar su temperatura de ebullition t e = 120° C? 

3. ^Como se modificarfa este ultimo resultado si el calentador tuviese unas perdi- 
das calonficas del 25 %? 
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Solution 


1) 


(V — V no 2 

Q = 0,24 ' - z= McM =s> 0,24 —-r—5 x 60 = 1 200 x 0,95(f - 10) =s> 

A 1U 


t = ior c 


21 


0,24 t, = 1 200 x 0,95(120 - 10) =!> 


r, = 363 s 


3) 


0,24 7 2 0,75 = 1 200 x 0,95(120 - 10) =*> 


7 2 = 484 s 


Problema 16. El vaso de un calorimetro de laton (calor especifico: 0,0939) pesa 
50 g y contiene 205,3 g de agua que se calienta de 15° a 76° C, mediante una 
corriente de 1,3 A y 110 V en 7 min. Calcular: 

1. Equivalente en agua del vaso calorimetrico. 

2. La potencia y energia electrica. 

3. Cantidad de calor producido por la corriente y su rendimiento. 


Solucion 


1 ) 

£ = Me = 50 x 0,0939 = 4,695 g 


2 ) _ 

P = (V, - V 2 )I = 110 x 1,3 = 143 W 
W = Pr = 143 X 7 x 60 = 60 060 J 


3) _ 

Q = 0,24 W = 0,24 x 60 060 = 14 414,4 cal 
El calor aprovechado es: 


Q' = (M + E)At = (205,3 + 4,695) (76 - 15) = 12 810 cal 
Q' _ 12 810 


14 414,4 


= 0,89 =*> 


89 % 


Problema 17. Se tiene un aparato electrico de destilar eter, el cual permite des- 
tilar 900 g de eter por hora, empleando una fuente de corriente continua de 
220 V. El hilo metalico de calefaccion del aparato tiene 0,15 mm de diametro y 
110 till • cm de resistividad. Se admite que esta no varia con la temperatura y que 
las perdidas de calor en el aparato son despreciables. Se pide: 

1. Potencia consumida por el aparato. 

2. Intensidad de la corriente en el circuito de calefaccion. 

3. Resistencia de este circuito. 

4. Longitud del hilo de calefaccion. 

5. Coste de la destilacion de 9 kg de eter. 

DaTOS: Calor de evaporacion del eter a la temperatura de ebullicion: 91 cal/g. 
Precio de la energia electrica: 6 ptas el kW • h. 
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Solution 


1) La energla consumida en la destilaci 6 n de 900 g de eter es: 

W = 4,18 Q = 4,18 Ml = 4,18 x 900 x 91 = 342 342 J 


luego: 



t 


342 342 — 95 
3 600 


2 ) 


P = /(V, - V 2 ) 


=> 


/ = 


95 

220 


= 0,43 A 


3 ) 



220 

M3 


511,6 12 


4) 


5) El tiempo para destilar 9 kg de eter es 10 h; luego la energla gastada sera: 
W = Pt = 95 x 10 " 3 x 10 = 0,95 kW • h 

luego el coste ser£: _ 

C = 0,95 x 6 = 5,7 ptas 


RA 


511,6 x lO- 2 * °’H 52 
4 




■ cm = 821 cm 


Problema 18. Se construye un calentador electrico arrollando un hilo en espiral, 
y se calcula de forma que funcione bajo una diferencia de potencial de 110 V, con 
una potencia de 550 W. Calculese: 

1. La resistencia del calentador y la intensidad de corriente que lo atraviesa. 

2. El coste de la energla que consume cada 24 h, si el kW • h se cobra a 6 ptas. 

3. La cantidad de hielo a -5° C que podrla convertirse en agua llquida a 80° C 
con el calor desarrollado en ella en un tiempo de 3 h. 

Solucion 


i) 


, (V. - vy 2 

p = (V - V')I = 1 2 R =- 3 - => 


550 = 


no 2 


R = 22 U 


550 = 110/ => 


/ = 5 A 


2 ) 


3) 


W = Pi = 0,55 x 24 kW h = 13.2 kW h => 


C = 13,2 x 6 = 79,2 ptas 


Q = 0,24 W = 0,24 Pi =*■ 0.24 x 550 x 3 x 3 600 = A/(0,5 x 5 + 80 + 80) 


M = 8 773 g 





















Problema 19. Se utiliza un cazo electrico de 60 12 de resistencia y cuyo rendi- 
miento es del 80 %. Calcular el tiempo necesario para hacer hervir 1 250 cm 3 de 
agua a 20° C, cuando se conecte el cazo a una red de 230 V. ^Cual sera el costo 
de la operation, sabiendo que el precio de la unidad de consumo (kW • h) es de 
6 ptas? 


Solution 


Numero de calorias aprovechadas en hacer hervir el agua: 

fi = McAt - 1 250 x 80 cal 
El calor que proporciona el cazo es: 

McAt _ 1 250 x 80 


fi¬ 
esta cantidad de calor es: 

(V- V") 2 


0,8 


125 000 cal 


0 = 0,24 


R 


t => 125 x 10 3 = 0,24 


230 2 

60 


r = 590 s 


w = (V ~ V ') 2 _ = 230 2 x 590 

R ' 60 x 10 3 x 3 600 


= 0,14 kW • h => 


C = 0,14 x 6 = 0,84 ptas 


Problema 20. Un cazo electrico recibe corriente a una tension de 120 V y en 
24 min eleva la temperatura de 200 g de hielo de -20° C a 90° C. En el supuesto 
que el rendimiento termico del cazo sea del 60 %, calcular: 

1. La potencia consumida, en W. 

2. La intensidad de la corriente. 

3. La resistencia electrica del cazo. 

4. Lo que ha costado la energfa electrica consumida, sabiendo que el kW • h 
cuesta 6 ptas. 

Calor especffico del hielo: 0,5 cal/g °C. Calor de fusion del hielo: 80 cal/g. 

Solucion 


1 ) 


r t W = QJ 
W = P- 


p _ QJ 200(0,5 x 20 + 80 + 90)4,18 

r- 0,6 x 24 x 60 W ~ 


W = 174 W 


2 ) 


3) 


4) 


p = (V\ - V 2 )I =*> 174 = 120/ =» 

- V 2 = JR 120 = 1,45/? =» 


I = 1,45 A 


R = 82,7 12 


W = Pr = 0,174 kW • h = 0,07 kW • h 
oU 


C — 0,07 x 6 = 0,42 ptas 

















Problema 21. Calcular la cantidad de calor necesaria para transformar 1 kg de 
hielo a —20° C en vapor de agua a 100° C. Si se realiza la anterior operacion con 
un hornillo electrico de 100 ii, conectado a 220 V, ^cuanto tiempo tardara en 
verificarse si solo se aprovecha el 30 % de calor producido? Si el kW • h cuesta 
6 ptas, ^cuanto vale en ptas la energia electrica consumida en la operacion ante¬ 
rior? 


1 ) 


2 ) 


3) 


Solucion 


Q = 10 3 x 0,5 x 20 + 10 3 x 80 + 10 3 x 100 + 10 3 x 540 = 73 x 10 4 cal 


Q = 0,24 


(V, - V 2 )~ 
R 


tr t 


73 x 10 4 = 0,24 


220 2 

100 


/0,3 


W = QJ = 


73 x 10 4 x 4,18 
0,3 x 3 600 000 


3 kW • h 


t = 21 000 s 


=> C = 3 x 6 = 18 ptas 


Problema 22. Disponemos de un hilo conductor de 1 mm 2 de section, cuya resis- 
tividad es de 10 -6 Q • m, con el cual queremos hacer la resistencia de un cazo que 
nos permita llevar en 5 min 1 l de agua desde 20° C hasta 100° C, suponiendo que 
las perdidas de calor representan el 20 % de las calorias producidas y que la 
tension de la red es 125 V. Calcular: 

1. El valor que debe tener la resistencia. 

2. La longitud que debemos tomar del hilo. 

3. La intensidad de la corriente. 

4. Lo que cuesta calentar, hasta hervir, el litro de agua, suponiendo que el 
kW • h vale 6 ptas. 

Solucion 



Le energia tebrica gastada es: 

W T = JMcAt = 4,18 x 10- 1 x 80 = 334 x 10 3 J = ~ 334 * kW • h 

3,6 x 10 6 

la real sera: 

W R =- 334 X 1Q ' -kW • h = 0,11 kW ■ h 

3,6 x 10 A x 0,8 


C = 0,11 x 6 = 0,7 ptas 


luego el costo sera: 



















Problema 23. Necesitamos calentar 50 kg de agua desde la temperatura de 
15° C hasta la de 35° C, en 0,5 h. Disponemos de corriente alterna de 125 V 
eficaces y de alambre de constantan de 1 mm de diametro y de una resistencia 
especifica de 0,5 Q • mm 2 /m. Determinar: 

1. La intensidad de la corriente y el valor de la resistencia que sean necesarias. 

2. La longitud del hilo que se ha de emplear para construir la resistencia. 

3. El importe de la corriente consumida al precio de 6 ptas cada kW - h. 

Solution 


1 ) 


2 ) 


Q = McAt = 0,247 2 /?7 = 0,24 (V ' ~ ^ - 7 = 0,24(V, - V 2 )h 

5 x 10 4 (35 - 15) = 0,24 x 125/30 x 60 => 

5 x 10 4 (35 - 15) = 0,24 —30 x 60 => 

K 


I = 18,5 A 


R = 6,7 Q 


R = 


± 

A 


=> 


6,7 = 


0,5/ 

-0,5 2 


/ = 10,5 m 


3) 

W = (V, — V,)/r = 125 x 18,5 x 30 x 60 J = — - 18,5 X 1 800 = 1,1 kW • h 

3,6 x 10 6 

C = 1,1 x 6 = 6,6 ptas 


Problema 24. Un calorimetro cuyo equivalente en agua es de 30 g contiene 
750 g de un liquido en el que se introduce una resistencia de calefaccion de 10 Q y 
entre los extremos de esta resistencia se establece una diferencia de potencial de 
12 V. Al paso de la corriente durante 5 min se observa una elevation de tempera¬ 
tura de 5° C. 

1. ^Cual es el calor especffico del liquido? 

2. ^Cual seria el incremento de temperatura si se completara el contenido del 
calorimetro con 250 g de agua y se repitiera la experiencia en iguales condiciones 
durante el mismo tiempo? 

3. ^Que cantidad de hielo habria que anadir al final de la operation citada en 
segundo lugar para que el contenido del calorimetro recuperase la temperatura 
inicial de 0° C? 


1 ) 

(V, - V->) 2 

q = o,24- p r = E q Jr + Me At 

R 

2 ) 

(V/, - V ,) 2 

0,24 - r = (£ m + M')At + Me At 


Solution 


12 2 

=> 0,24 5 x 60 = 30 x 5 + 750c5 => 


12 2 

10 


c = 0,24 cal/g • °C 




At = 2,2° C 
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V, - V 2 12 2 

0,24- —— z = M"l => 0,24 —— 5 x 60 = M"80 => 

A 1U 


M" = 12,96 g 


Problema 25. Se quiere construir un hornillo para corriente de 110 V, capaz de 
calentar 1 1 de agua desde la temperatura de 15° C a 100° C en 50 min, teniendo 
en cuenta que solo se aprovecha el 20 % del calor que produce, y se dispone de 
hilo conductor de 0,1 mm 2 de section y resistencia especifica de 10 -6 12 • m. De- 
terminar: 

1. La longitud del hilo necesario para ello. 

2. Intensidad de la corriente que pasara por el hornillo. 

3. Lo que cuesta calentar el litro de agua si el kW • h vale 6 ptas. 


Solucion 


1) 


(V, - V-y) 2 rO,24(V, - V 2 ) 2 7 

Q = Me At = >;0,24 ' r =>/?=-’ V 1 2) 


Me At 


= p ■ 


l = 


>;0,24(V 1 - V 2 ) 2 t A 0,2 x 0,24 x 110 2 x 50 x 60 x 0,1 x 10" 6 


pMcJt 


lO” 6 x 10 3 x (100 - 15) 


= 2 m 


2 ) 


I = 


Q = McAt = i;0,24(V , | - V 2 )h =*• 
McAt _ 10 3 (100 - 15) 


r,0,24(V, - V 2 )r 0,2 x 0,24 x 110 x 50 x 60 


A =£> 


/ = 5,3 A 


3) 


W = (V, - v,)/r = 110 x 5,3 x 50 x 60 J = — x 5,3 x 50 x 60 kw h 

3,6 x 10 6 


^ _ 110 x 5,3 x 50 x 60 ^ „ . 

C =- 1 -6 = 2,9 ptas 

3,6 x 10 6 


Problema 26. Una bombilla electrica de 60 W a 110 V se conecta por error a la 
red de 220 V; luce durante unos momentos con gran brillo y acaba por fundirse. 
Calculese: 

1. La potencia efectiva manifestada por la bombilla en su conexion erronea. 

2. La resistencia que habria que haber intercalado en serie con la bombilla en su 
conexion a la red de 220 V para que hubiera funcionado correctamente. 

3. La potencia total puesta en juego en el caso anterior y los kW • h consumidos 
por el sistema resistencia bombilla durante 24 h de funcionamiento. 


Solucion 


1) 




(V - V') 2 


=*> 60 = 


no 2 


no 2 

60 


605 


Pc = 


220 2 

605 


3 = 240 W 
























2 ) 


* / = w = -n- A 


— /? + /? b 


V, - V 3 


/ 


R + 


605 

~T~ 


220 x 11 
6 


=> 


/? = 201,6 Ll 


3) 


P T = (V, - VJI = 220-^- W = 120 W =* P T = 0,12 kW 
W = P v t = 0,12 x 24 = 2,88 kW • h 


Problems 27. La tension en los bornes de una lampara de arco es de 40 V y esta 
conectada en un circuito cuya tension es de 110 V. Calcular: 

1. La resistencia que se debe de intercalar, en el referido circuito, para que la 
lampara funcione a su tension normal y con una intensidad de de 10 A. 

2. La potencia expresada en W, perdida en la resistencia. 

3. La potencia expresada en CV, consumida por la lampara. 

4. El calor producido en un minuto por la lampara. 


Solution 



Problema XXVIII-27 


1) 

2 ) 

3) 

4) 


V] - V 2 = 40 V 
V, - V 3 = 110 V 


V 2 - = 70 V =» 


" TT “ 4 “ 




P = I 2 R = 100 x 7 = 700 W 


P l = I 2 R l = 100 X 4 = 400 W => 


Pl = 


400 


9,8 x 75 


= 0,54 CV 


Q = 0,24 1 2 Rj = 0,24 x 100 x 4 x 60 cal = 5 760 cal 


Problema 28. Una bombilla lleva las siguientes indicaciones: 120 V y 100 W. 

1. iQue intensidad atraviesa el filamento cuando la bombilla esta conectada a un 
enchufe de 120 V? ^Cual es, entonces, la resistencia del filamento incandescente? 

2. Si conectamos la bombilla a un enchufe de 220 V, ^que resistencia es preciso 
intercalar para que la bombilla funcione en las mismas condiciones que en el caso 
anterior? 

3. La resistencia que se intercala esta construida con un hilo metalico de 1 mm 
de diametro, cuya resistividad es de 46 \xi 1 • cm. <*Cual sera la longitud de este 
hilo? 

4. Si el kW • h vale 6 ptas, ^cual es el gasto correspondiente a 10 h de funciona- 
miento de la bombilla en el sector de 120 V? 
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Solution 


1) 

2 ) 

3) 

4) 


P = (V - V')I => 100 = 120/ 


V - V = 1R . =s> 120 = - 7 - R =J> 
6 


I = t A 


R = 144 y 


(V - V") = I{R + fi') =*> 220 =- 5 - (144 + /?') 

o 


R' = 120 y 


R' = — =s> 120 = 46 x lO’ 6 - - - 

A tt0,05 2 


/ = 20,5 x 10 3 cm = 205 m 


tv = p '=-iw 10 = lkW h - 


C = 6 ptas. 


Problema 29. Una lampara de incandescencia conectada a 120 V se sumerge en 
un calorimetro que contiene 400 g de petroleo de calor especifico 0,5 cal/g • °C. 
A1 cabo de 1 min 40 s la temperatura del petroleo se ha elevado 6° C. Calcular: 

1. La cantidad de calor desarrollado. 

2. La intensidad de la corriente y la resistencia de la lampara. 

3. El gasto que supone tenerla encendida 5 h, a 6 ptas el kw • h. 

4. Poniendo en serie con la lampara una resistencia, R\ fuera del calorimetro, se 
tiene la misma elevacion de temperatura en el petroleo en 6 min 40 s. ^Cual es el 
valor de esa resistencia? 


Solucion 


l. er CASO: 
1) 


JQ = McJT = 400 x 0,5 x 6 = 1 200 cal' 


2 ) 


Q = 0,24(V, - V 2 )It => 1 200 = 0,24 x 120 x 100/ => 


/ = 0,416 A 


R = 


V, - V 2 
/ 


120 

lMl6 


y => 


R = 288 <2 


3) La energla gastada en ese tiempo sera: 

120 x 0,416 x 5 


(V, - V 2 )lt = 


000 


= 0,25 kW • h => 


C = 0,25 x 6 = 1,50 ptas 


2.° CASO: 

4) En este segundo caso se verifica: 


(^1 - v ->) 2 , 

Q = 0,24 — -— /' 

R + R' 


1 200 0,24 


120 2 


288 + R' 


(6 x 60 + 40) => 


R' = 864 ti 


1 *' CASO 


2:’ CASO 



— 0 0 — 



R 

A A A A A A 



-vWVW 
calorimetro 



Problema XXVIII-29 



V 


607 







































Problema 30. Se dispone de dos estufas electricas, una de 1 000 W de potencia a 
220 V y la otra de 250 W a 125 V. Se desea saber la intensidad de la corriente 
que circula en los siguientes casos: 

1. En cada una de ellas, por separado, bajo la tension indicada. 

2. Asociando las dos en serie bajo la tension de 220 V. 

3. Se conectan ahora en paralelo bajo una tension de 125 V, ^cual sera el costo 
de la energfa electrica consumida durante 10 h, si el kW • h vale 6 ptas? 

4. Si el 80 % del calor desprendido por ambas en la pregunta anterior se invirtie- 
ra en calentar 1 1 de agua a 15° C, quanto tiempo tardaria en hervir, a la presion 
normal? 


Solution 


1) 


P = (V - V')l 



2 ) 

P _ (v-v ) 2 

R 


R = 

22Q 2 

= 48,4 Q 

A, — 

1 000 

R 2 = 

125 2 

250 

= 62,5 O 


=> 


/ = 


V-V' 
Rj + R 2 


220 

48,4 + 62,5 


— 2 A 


3) 


P = 


1 

~R~ 


1 1 
“kT + “k7 


=*>/? = 


RyRi 


R\ + ^2 


(V - V) 2 (V - V) 2 ( R , + R 2 ) 125 2 (48,4 + 62,5) 


R R,R 2 

W = Pt = 0,573 x 10 = 5,73 kW • h => 


48,4 x 62,5 


= 573 W = 0,573 kW 


C = 5,73 x 6 = 34,4 ptas 


4) Llamando r al tiempo: 

Q = McM = 0,24 P-r, 

1 000(100 - 15) = 0,24 x 573 t0,8 


=> 


r = 773 s 


Problema 31. En la calefaccion de un piso se emplea 1 kg de carbon por hora. 

1. Sabiendo que la combustion de ese kg de cargon produce 8 000 kcal, de las 
cuales solo el 80 % son eficaces en la calefaccion, calcular la potencia electrica de 
que necesitamos disponer para obtener una calefaccion equivalente, suponiendo 
que el rendimiento de los radiadores electricos es del 100 %. 

2. La anterior potencia la obtenemos con cuatro radiadores electricos, cada uno 
de los cuales esta conectado directamente a una red de corriente continua de 
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200 V. Calcular la intensidad que atraviesa cada radiador y el consumo marcado 
por el contador en kW • h al cabo de 24 h de marcha ininterrumpida. 

3. Calcular la resistencia electrica de cada radiador y la longitud del hilo metalico 
que la constituye, sabiendo que su section es de 0,4 mm 2 y su resistividad es de 
80 x 10 -6 il • cm. 


l) 

P = 


8 x IQ 6 
3 600 


0.8 cal/s 


Solucion 


8 x 10 h x 0.8 x 4.18 
3 600 


W 


P = 7 430 W = 7.43 kW 


2) y 3) La potencia de cada radiador sera: 


P, = (V, - V,)l = -j- = 7 4 1 30 W 
4 4 

V\ - V 2 ~ 200 V 
V, - V 2 = IR 


200/ = -2-^L -> 


/ = 9,3 A 


200 = 9.3/? =J> 


R = 21,5 12 


R = c — => 21,5 = 80 x lO'*- 1 


0.4 x 10” 2 


/ — 10 3 cm = 10 i 


W = Pi = 7,43 x 24 = 178,3 kW • h 


Problema 32. Un motor de combustion interna de 50 CV consume 253 g de 
aceite combustible de 0,9 g/cm 3 de densidad y de 10 000 kcal/kg por cada CV • h 
producido. Calcular: 

1. El rendimiento total del motor. 

2. El consumo diario de aceite a esta potencia. 

3. Si el motor transmite su potencia a un generador electrico, ^cual es la intensi¬ 
dad de corriente maxima que puede producir si el generador mantiene una ten¬ 
sion electrica de 220 V en la salida, siendo el rendimiento global de transforma- 
cion de energia mecanica en electrica del 80 %? 

4. ^Cual es el coste del kW • h electrico, sabiendo que el litro de aceite cuesta 
4 ptas? 

Solucion 

1) La combustion de 0,253 kg de aceite producen: 

W 2 = 0,253 x 10 000 x 427 kgm 

que se emplean en producir: 

W i = 1 CV • h = 75 x 3 600 kgm 

luego el rendimiento del motor sera: 

W, 75 x 3 600 

r =-- --= 0,25 

W 2 0,253 x 10 J x 427 

2) El gasto diario de aceite a esta potencia es: 

C = 50 x 0,253 x 24 = 303,6 kg 


25 % 

















3) Los CV de potencia mecanica se transforman en una potencia electrica dada por: 

P = 50 x 0,8 = 40 CV 


p = /(V, - V 2 ) => 


/ =- 


V, - v 2 


40 x 75 x 9,8 
220 


4) Para producir una potencia electrica: 

P E = 1 CV • h = 


75 x 9,8 
1 000 


kW • h 


necesitamos una potencia mecanica: 


1 

0,8 


que consumen una masa de aceite: 
que equivalen a un volumen: 


0.253 . 

0,8 x 0,9 


los cuales cuestan: 


^ _ 0,253 A . 

^ n c v n o ^ P* as 


0,8 x 0,9 

el precio del kW • h electrico es, por tanto: 


^ 0,253 x 4 x 1 000 

C = = 0.8 x 0,9 x 75 x 9,8 = '' 9 ‘ P ' aS 


= 133,6 A 


Problema 33. Un motor electrico mueve una bomba hidraulica que toma agua 
del rfo y la eleva a un deposito cilfndrico de 6 m 2 de base y 2 m de altura. Desde 
el rfo hasta el borde superior del deposito hay un desnivel de 15 m y el depo¬ 
sito se llena en 1 h. Se pide: 

1. Volumen del deposito en litros, caudal en la tuberfa expresado en 1/s y veloci- 
dad del agua en la tuberfa, cuya section es de 0,6 dm 2 . 

2. Trabajo teorico necesario para elevar el agua hasta llenar el deposito. 

3. El motor funciona con una diferencia de potencial de 220 V y una intensidad 
de 5 A. iQue potencia toma este motor de la red electrica? iQue parte de esta 
potencia se transforma en calor en el motor mismo, cuya resistencia interna vale 
4 12? ^.Cuanto trabajo mecanico proporciona el motor a la bomba? Compa- 
rando este trabajo con el calculado en la segunda parte de este problema, calcular 
el rendimiento de la bomba hidraulica. 

Solucion 


v = 6 x 2 = 12 m 3 => 


V = 12 000 1 


V = Gt 


12 QUO 
3 600 


1/s =* 


0 = Jf i/s 


G = vA => v = = 


10 


50 ^ / 

3X0.6 = — dnVs 


v = — m/s 
















2) El trabajo para subir el agua sera: 

W v = Mgh = 12 000 x 9,8 x 15 J 


W-, = 180 000 kgm 


3) La potencia que toma el motor de la red electrica es: 


F = (V, - V,)/ = 220 x 5 = 1 100 W 


La potencia que se transforma en calor en el motor es: 


P'o = /V = 5 ^ x 4 = 100 W 


La potencia que aprovecha el motor es: 


P \m = F -P o 


1 000 w 


En una hora la energia aprovechada es: 

W = P' M t = 1 000 x 3 600 = 3 600 000 J = 1 kW • h 

luego: 

12 000 x 9,8 x 15 


3 600 000 


= 0,49 =» 


49 % 


Problema 34. En la terraza de una casa hay un deposito de 1 800 1 de capacidad 
que se llena elevando agua desde un pozo por medio de un motor electrico. El 
deposito tarda 15 min en llenarse y el desnivel es de 10 m. El motor funciona con 
corriente de 220 V de tension y con una intensidad de 1,2 A. La resistencia del 
motor es de 20 12. Calcular: 

1. La potencia util del motor. 

2. La potencia desarrollada por el motor y su rendimiento mecanico. 

3. Cantidad de calor que se producira en el motor por efecto Joule durante el 
tiempo que funciona. 


Solution 


1 ) 


J^_ = I 800 x 9.8 *10 = 1%w 
u / 15 x 60 


2) Potencia suministrada al motor por la linea: 

P' = (V, - V 2 )l = 220 x 1,2 = 264 W 
Potencia disipada en forma de calor en el motor: 

P' Q = r- r = 1,2 2 x 20 = 28,8 W 
Potencia mecanica del motor: 

P'm = F - P'o => 

Rendimiento del motor: 

Pu 196 


P' M = 235,2 W 


P'm 


235,2 


= 0,83 


83 % 


Q = 0.24 P' 0 t = 0.24 x 28,8 x 15 x 60 cal = 6 220,8 cal 


3 ) 
















Problema 35. En un salto de agua caen desde una altura de 30 m, 4 m 3 /s. La 
turbina sobre la que caen tiene un rendimiento del 80 %, y esta acciona un alter- 
nador cuyo rendimiento es tambien de un 80 %. La tension a la salida del trans- 
formador es de 50 000 V y se supone que en la transformation no hay perdida de 
potencia. Esta corriente se transporta para su aprovechamiento a una distancia de 
20 km mediante hilos de cobre de 2 mm 2 de section (p = 1,7 x 10 -8 12 • m). 
Calcular: 

1. La intensidad de la corriente que circula por la lfnea. 

2. La perdida en la lfnea por el efecto Joule. 

3. Lo que vale esa perdida en pesetas diarias si el kW • h a la salida de la central 
resulta a 1 ptas. 


Solucion 


1 ) 


Mgh 


P = {V x - V 2 )l 


=> 4 000 x x 3° Q'g X 0,8 = 5 x 10 4 / => / = 15 A 


2) La longitud de la Iinea es 40 km (ida y vuelta). 

/? = :— = 1,7 X 1(T k 4 X 1QJ 12 = 340 12 
A 2 X 10- R 


Potencia que se transforma en calor: 

P = l 2 R = 15 2 x 340 = 76 500 W = 76,5 kW 
3) 


W = Pt = 76,5 x 24 = 1 836 kW • h 


=*> 


C = 1 836 ptas 


Problema 36. Un salto de agua tiene un caudal de 6 m 3 /s y una altura de 25 m. 
Calculese su potencia en kW y en CV. Este salto acciona una turbina cuyo rendi¬ 
miento es 4/5, y esta turbina mueve una dinamo cuyo rendimiento es 5/6. La 
corriente producida por la dinamo se transporta a un lugar distante 5 km. La 
tension entre los bornes de la dinamo es de 10 000 V. Se pide calcular: 

1. La potencia en kW disponible en los bornes de la dinamo. 

2. La resistencia interior de esta. 

3. El diametro del hilo de cobre que debe utilizarse en el transporte, sabiendo 
que la potencia disipada en la lfnea no debe ser superior al 10 % de la potencia 
disponible en los bornes de la turbina. 

4. El peso de cobre empleado en la lfnea. 

Datos: Resistividad del cobre: 1,6 x 10 -A 12 • cm. Peso especffico del cobre: 
8,9 g/cm 3 . 


Solucion 

G = 6 m'/s = 6 x 10 3 kg/s 

Potencii- del salto: 

P s = - m f' = 6 x 10' x 9.8 x 25 = 147 x 10 J W = 1 470 kW = 2 000 CV 
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Potencia mecanica disponible en la turbina: 

P, = r A P s = 147 x 10 4 = 117,6 x 10 4 W = 1 176 kW 


R' 


Potencia disponible en los bomes de la dinamo: 

P d = p s r,,r, 2 = 147 x 10 J 4 - = 98 X 10 4 W = 980 kW 

j 6 


Potencia en forma de calor en la dinamo: 

P 0 = P T - P D = 117,6 x 10 4 - 98 x 10 4 = 19,6 x 10 4 W = 196 kW 

La intensidad en el circuito sera: 

P D = (V- V')l =s> / = 98 x = 98 A 

10 4 


La resistencia interna de la dinamo 


P 0 = / 2 R =* 


Potencia en forma de calor en los hilos: 

P' 0 = 0,1 P, = 11,76 x 10 4 W 
La resistencia de los hilos sera: 


es, pues: 


R = 19,6 X 1QJ = 20 U 
98 2 


P'o = l-R' =* 


R'- n - 76xl ° 4 = 12 U 

98 2 


El diametro se calculara: (/ = 2 x 5 km = 10 km): 



B) CIRCUITO FUNDAMENTAL DE CORRIENTE CONTINUA 

- FORMULARIO- 

DlFERENCIA DE POTENCIAL ENTRE LOS POLOS DE UNA PI LA: 



V, -V 2 = e-lr 


Ley general de Ohm: • hmwmw ♦ I 

3 ^ 2 ' 

v, - = e - l(r + R) ' r 

Intensidad en el circuito del cuadro: / = 


i 


e - e' 

R + r + r' 
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Problems 37. Para cargar un acumulador es necesario emplear una corriente de 
2 A de intensidad durante 6 h. Calcular: 

1. Cantidad de electricidad que suministrara en la descarga si su rendimiento es 

0 , 8 . 

2. La intensidad que proporcionara el acumulador cuando la descarga se produce 
en 6 h. 


Solution 


1) La cantidad de electricidad empleada en la carga es: 

Q = u = 2 x 6 x 3 600 = 43 200 C 

Como cn la descarga el rendimiento es el 80 %, la cantidad de electricidad en la descarga sera: 
Q' = 43 200 x 0,8 = 34 560 C 


Q' 34 500 
/ 6 x 3 600 


1,6 A 


2 ) 














Problema 38. Un acumulador puede suministrar 10 A • h. ^Durante cuanto 
tiempo podra lucir una lampara que consume 0,25 A si en la descarga suministra 
el acumulador los 4/5 de su capacidad utilizable? 


Carga teoricamente utilizable: 


Carga realmente utilizable: 


Solucion 


Q } = 10 x 3 600 C 


Q 2 = JL. io x 3 600 C 

Q •> 4 x 10 x 3 600 

/ = — => 0,25 =--- : 

t 5 1 


t = 115 200 s = 32 h 


Problema 39. El rendimiento de un acumulador es del 80 % y su capacidad 
utilizable 8 A • h. ^Que intensidad de corriente sera necesaria para cargarlo en 


5 h? 


Solucion 


Carga necesaria: 


100 A ■ h en descarga dan 80 
x A • h en descarga daran 8 


x = 10 A • h 



Q = 10 x 3 600 C 

10 x 3 600 
5 x 3 600 A 


/= 2 A 


Problema 40. Una baterfa de acumuladores de plomo de tres vasos, cuya fuerza 
electromotriz es de 6,6 V, tiene una resistencia interna de 2 ml] en cada vaso. 
Determinar: 

1. La tension entre bornes cuando la intensidad de la corriente es de 200 A. 

2. El calor desarrollado dentro de la baterfa si la anterior intensidad se mantiene 
durante 10 s. 

3. Tiempo que esta baterfa, de 90 A • h, puede mantener una intensidad de 
10 A. 


Solucion 


1 ) 

2 ) 

3) 


V x - V 2 = 6 - Inr } = (6,6 - 200 x 3 x 2 x 10' 3 ) V = 5,4 V 


Q = 0,24/ 2 «r,/ = 0,24 x 4 x 10 4 x 3 x 2 x 10' 3 x 10 cal = 576 cal 


/ = 


t = 


90 

10 


9 h 


/ = 200 A 


2 


r, = 2 mfi 

111 — 

t = 6,6 V 


•I 


1 


Problema XXVIII-40 
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r { = ion 
-WW- 


Problema 41. La intensidad de la corriente producida por un generador es de 
10 A cuando el circuito exterior es de 10 Q, y de 8 A al duplicar la resistencia 
■ exterior. Calcular la resistencia que ha de tener un conductor para que al formar 

7, = io a con el la resistencia exterior del circuito pase una intensidad de 9 A, y determinar 
la resistencia interna del generador y su FEM. 

Solution 


€ . 

- >1 -1 


p 

10= 

r = 30 Q 

r 

U-8A I - ^- => 

10 + r 

8 - on £ 

e = 400 v 


i R + r 

20 + r 


R 2 = 20 n 


p 


A A A A A 


9 - 

R = 14,4 £1 

-mW'- 


R + r 


-vww- 

Problema XXVIII-41 


Problema 42. Se dispone de un acumulador electrico, con una energia almace- 
nada en el de 0,1 kW • h. Este acumulador suministra corriente electrica a un 
circuito de resistencia 30 Si la intensidad de la corriente es de 1 A, determinar: 

1. Valor de la energia acumulada en kgm. 

2. La tension en los bornes del generador. 

3. Tiempo en el que pasa dicha corriente. 

4. Calor desprendido por segundo en el circuito. 


Solution 


l) 


U= 0,1 


3 600 000 
9,8 


kgm = 36 734,7 kgm 


2) Aplicando la ley de Ohm a la resistencia: 

V, - y 2 = IR = 30 V 



/= 1 A 


3) En el supuesto que la resistencia interna del acumulador sea nula: 

U = l 2 Rt => 0,1 x 3,6 x 10 6 = 30/ =*> | / = 12 000 s = 3 h 20" 1 


4) 


Q = 0,24 1 2 Rt = 0,24 x 30 = 7,2 cal 


Problema XXVIII-42 

Problema 43. Un generador de 32 V de fuerza electromotriz se une a una resis¬ 
tencia electrica mediante conductores de resistencia despreciable, produciendose 
en los extremos de ella una diferencia de potencial de 30 V. En estas condiciones 
el desarrollo de calor en la resistencia corresponde a una potencia de 6 W. 
Calcular: 

1. La resistencia interna del generador. 

2. La resistencia exterior. 

3. El tiempo necesario para que la corriente de lugar al paso de 720 C. 
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Solution 


2 


< = 32 V 


1 ) 

2) 

3) 


P = (V , - V 2 )I =s> 6 = 30/ / = 0,2 A 

V, - V 2 = 6 - Ir =* 30 = 32 - 0,2r =s> 


r = 10 12 


V, - V 2 = IR =*■ 30 = 0,2/? => R = 150 U 


C = // =*• 720 = 0,2/ =s> / = 3 600 s = 1 h 


Hlr 


Pi — P 2 = 30 V 


R 

■vwww 


Problema XXVIII-43 


Problema 44. Una dinamo de FEM 6 = 130 V y resistencia interior r = 0,65 11, 
puesta en circuito con una resistencia exterior, da corriente de 20 A. Calcular: 

1. La diferencia de potencial en los homes de la dinamo. 

2. La potencia util. 

3. La resistencia del circuito exterior. 

4. El rendimiento electrico de la dinamo. 


Solucion 


1) 


V ] -V 2 = e-Ir= (130 - 20 x 0,65) V = 117 V 


2) Potencia (util) que suministra el generador al circuito: 

3) 


P u = (V, - V 2 )I = 117 x 20 = 2 340 W 


V\- V 2 - IR => 117 = 20 R => 


R = 5,85 12 


€= 130 V 



7=20 A 


Problema XXVIII-44 


4) 


R utn 


'generador 


(V, - V 2 )I 
ei 

5,85 

5,85 + 0,65 


V } -V 2 _ IR 
6 I(R + r) 


= 0,90 


90 % 


R 

R + r 


Problema 45. Los polos de un generador se reunen por medio de dos derivacio- 
nes: la primera contiene un hilo metalico de resistencia 15 11; la segunda contiene 
un condensador de 3 ixF de capacidad. El generador esta constituido por tres 
elementos de fuerza electromotriz 20 V cada uno y poseen una resistencia interna 
de 1 11. Calcular: 

1. La carga del condensador. 

2. La energia electrica acumulada en el condensador. 

Solucion 


2 <► 


. C = 3 a*F 


\ I I 


, e 4 = 20 V 


| r, = 1 n 


R = \5VL 

-WW\A- 


O 1 


I = 


n 0) 

R + nr } 


3 x 20 _ 10 
15 + 3 T 


V, - V 2 = IR = -J- 15 = 50 V 


Problema XXVIII-45 
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Q = C(V, - V 2 ) = 3 x 1 (T a x 50 = 150 x 10' 6 C = 150 



U = ~y C(V | - K.) 2 = 3 x 10' 6 50 2 = 37,5 x 10' 4 J 




Problema 46. La corriente de una dinamo, de resistencia interior 0,5 12, alimen- 
ta una instalacion de 150 bombillas, montadas en paralelo, cada una de las cuales 
consume 33 W. Cada bombilla funciona bajo una tension de 110 V. Se pide: 

1. La intensidad que recorre cada bombilla. 

2. La resistencia que ofrece cada bombilla. 

3. La resistencia equivalente al conjunto de bombillas. 

4. La potencia perdida en los conductores de distribution, sabiendo que la ten¬ 
sion entre los bornes de la dinamo es de 120 V. 

5. La fuerza electromotriz de la dinamo. 


Ro 


1) 

2 ) 
3) 


Solution 

p* = (V, - V,)/h => 33 = 110/ b =* 


/b = 0.3 A 


(V 2 ~ V,) = I b R b =* 110 = 0,3 R b =f 


R b = 366,67 Q 


1 _ 150 1 _ 150 

R R b R 366,67 


R = 2,44 a 


4) Siendo la intensidad del circuito general: 

/ = l50/ b = 45 A 

La potencia suministrada al circuito exterior por la dinamo sera: 

P = (V, - V 3 )I = 120 x 45 = 5 500 W 
La potencia consumida por las bombillas sera: 

P ' = 150 P b = 150 x 33 = 4 950 W 

La potencia disipada en forma de calor en los conductores de distribucidn sera: 
P Q = P- P' => 

5) 

V, - V) = e - Ir =* 120 = e - 45 x 0,5 => 6 = 142,5 V 


/> = 450 W 


Problema 47. Una bateria de 50 V de fuerza electromotriz y una resistencia 
interior r de 0,15 il alimenta un conjunto de lamparas cuya resistencia efectiva 
total es/? L = 10 12. La resistencia de los conductores precisos para las conexiones 
es Rc — 0,25 12. Calcular: 

1. La resistencia total del circuito. 

2. La corriente que lo recorre. 

3. La diferencia de potencial en los bornes de la bateria. 
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4. La diferencia de potencial en los terminates del conjunto de las lamparas. 

5. Potencia disipada en el circuito exterior. 

6. Potencia disipada en los conductores de conexion. 

7. Potencia disipada en las lamparas. 

Solucion 


n 

2} 

3) 

4) 

5) 

6 ) 
7) 


R = 0,15 + 10 + 0,25 = 10,4 12 
50 


/ = -§. = . 

R 10,4 


= 4,8 A 


(V - V") B =6 - /r = 50 - 4,8 x 0,15 = 49,28 V 
(V - V') L = 1 R l = 4,8 x 10 = 48 V 
P E = l 2 (R\_ + R c ) = 4,8 2 (10 + 0,25) = 236,16 W 

p c = i 2 r c = 4,8 2 x 0,25 = 5,76 W 
R l = I 2 Rl = 4,8 2 x 10 = 230,4 W 


18 V 


Problema 48. Determinar, en el circuito de la figura, la resistencia equivalente; 
la indicacion del ampenmetro; la intensidad en todos los hilos y las diferencias 
del potencial V AB , V AC , V CD y V DB . 


Solucion 

Resistencias equivalentes a las derivaciones: 

=^> /?, = 1 12 



Problema XXVIII-48 


1 

Ri 


3 1,5 


1 

R 2 


-L + -L + -L = 2 

3 1,5 1 


R 2 = 0,5 14 


ir = i + 4- = i ^ ^" 2Q 

El ampenmetro indicara: 


R = 1 + 0,5 + 2 + 1 = 4,5 Q 


/-4- 

-1L = 4A 

R 

4,5 


La diferencia de potencial en bornas del generador sera: 


Derivacion de la derecha: 


V'ac = 3/j = l,5/ 2 
/,+/ 2 = 4 


/. = 4-A 


/■» = A 
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Derivaci6n parte inferior: 


2 



Problema XXVIII-49-1.' 


V CD = 3/3 = l,5/ 4 = I 5 
4 + 4 + I 5 = 4 


4 


4 


2 _ 

2 

7 

3 


A 


A 





Derivation parte izquierda: 

P DB = 6/ 6 = 3/ 7 
4 + / 7 = 4 


/ 7 = ^-a 



Problema 49. Con seis conductores iguales de 2 1) cada uno construimos un te- 
traedro regular y conectamos a dos de sus vertices los polos de un acumulador de 
6 = 1,5 V. La resistencia de los hilos de conexion y la interior del acumulador las 
suponemos despreciables. Se pide calcular la intensidad que pasa: 

1. A traves del acumulador. 

2. A traves de cada una de las aristas del tetraedro. 

3. Resistencia equivalente al conjunto. 


2n 



Solucion 


Por la simetria de la figura los puntos 3 y 4 estan al mismo potencial y, por tanto, |4 = 0| * y e l 
conductor 3-4 es como si no existiera. El circuito equivalente sera el representado en la figura 
2 .*, y, por tanto, la resistencia equivalente al conjunto sera: 


R 



=> 



con lo que: 


luego: 




1,5 = 4 + 4 + 4 
24 = 24 = 4 


/, = 0,75 A 

4 = 4 = 4 = 4 = 0,375 A 


Problema 50. Un motor electrico desarrolla una potencia de 220 W, con un ren- 
dimiento de 0,8, cuando funciona sometido a una tension de 110 V. En estas 
condiciones calcular: 

1. La intensidad de la corriente que atraviesa el motor. 

2. La fuerza contraelectromotriz del motor. 

3. La resistencia interna del motor. 

Solucion 

1) Potencia suministrada por la linea al motor: 

/>' = (V - Y)i = = 275 W => 1107 = 275 => 

U,o 


/ = 2,5 A 
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2) Potencia mec&nica desarrollada por el motor: 

P'm = 07 = 220 W => 2,56' = 220 W 


e' = 88 V 


3) Potencia disipada en forma de calor al motor: 

P' Q = /V = P' - P' M = 55 W => 2,5 2 r' = 55 


r' = 8,8 0 


Problema 51. Una bomba, cuyo caudal es de 120 1/min, eleva agua a 6 m de 
altura. Esta bomba esta movida por un motor electrico de corriente continua y la 
diferencia de potencial entre sus bornes es de 220 V. 

1. Calcular en kgm/s la potencia util de la bomba (se despreciaran los rozamien- 
tos y las perdidas de carga). 

2. Admitiendo que, como consecuencia de los rozamientos el rendimiento del 
motor es 0,8, calcular la potencia del motor y la potencia absorbida por los roza- 
mieritos. 

3. Si el motor esta atravesado por una corriente de 1 A, determina: su fuerza 
contraelectromotriz y su resistencia interior. 

4. Potencia suministrada por la red al motor. 

5. Rendimiento total de la instalacion. 


1 ) 


Solution 


r u ,JSL, 120 ***** . 117.6 w * 

t 60 


P\j = 12 kgm/s 


2) Potencia medinica del motor: 


Pm = 67 = = 147 W 


Potencia absorbida por los rozamientos: 


3) 


4) 

5) 


Po = P'm~ Pu = (147 - 117,6) W = 29,4 W 


P'm = 67 
/ = 1 A 


6 ' = 147 V 


V - V = 6' + lr' => 220 = 147 + r' =S> 


r' = 73 11 


P=(V- V')I = 220 W 


P„ 117,6 

' = -^ = -2 20 - = °’ 53 ^ 


53 % 


Problema 52. Un generador de corriente continua tiene una resistencia interna 
de 1 Qy una FEM de 100 V. Se conectan sus homes simultaneamente a un volti- 
metro (R v — «>) y a un motor. Cuando el motor gira en regimen normal el volti- 
metro marca 95 V, y cuando impedimos el giro del motor, el voltimetro indica 
85 V. Calcular: 






















Hf 


e = 400 V 


H 


r = ion 


, €' = 300 V 


W = ion 2 
Problema XXVIII-53 



1. La resistencia del motor. 

2. La fuerza contraelectromotriz del motor. 

3. La potencia del motor. 


No GIRANDO EL MOTOR: 


Solution 

V A - V B = e- Ir= Ir ' 


85 = 100 - / = Ir ' 


/ = 15 A 


85 

15 


17 


Girando el motor: 


V, - V 2 = 6 - 77 = 6' + /V 

17 /< = 5A 


95 = ioo - /' = e + -j- r 


6 ' = 


200 


Pm = 67 = 


200 


5 W = 333,3 W 


Problema 53. Una dinamo tiene una fuerza electromotriz de 400 V y alimenta 
un motor cuya fuerza contraelectromotriz es de 300 V en regimen normal de 
funcionamiento, estando unidos entre si mediante conductores, cuya resistencia 
total es de 5 12. Calcular: 

1. La potencia del motor. 

2. El rendimiento de la instalacion. 

3. La diferencia de potencial en los bornes de la dinamo y del motor. 

4. La intensidad en el momento del arranque, sabiendo que las dos maquinas 
tienen una resistencia de 10 12 cada una. 


R = sn 


I = 


Solution 

6 -6' 400 - 300 


R + r + r' 


25 


= 4 A 


1) 

2 ) 

3) 


P' = 67 = 300 x 4 = 1 200 W 


P' 


6/ 

67 


6 

6 ' 


300 

400 


= 0,75 =» 


75 1 


V\ ~ Vy = 6 - Ir = (400 - 4 x 10) V = 360 V 


V 2 - Vy = 6' + Ir' = (300 + 4 x 10) V = 340 V 


4) En el arranque el motor no gira (6' = 0) y se considera como resistencia pura: 


/' = 


R + r + r' 


400 

25 


= 16 A 
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Problema 54. Un circuito esta formado por cinco pilas en serie y un pequeno 
motor. Cada pila tiene una fuerza electromotriz de 2 V y una resistencia interna 
de 0,6 Q, el motor tiene una fuerza contraelectromotriz de 6 V y una resistencia 
de 4 Q. Determinar: 

1. Potencia electrica disipada en el motor por efecto Joule. 

2. Potencia electrica aprovechada mecanicamente. 

3. Rendimiento del motor. 

4. Se aplica un voltimetro en los bornes del motor (R w = <*). ^Que diferencia de 
potencial indica? 


Solucion 


/ = 


n 6. - 6' 


nr x + r 


10-6 4 

-= — A 

3 + 4 7 


1 ) 

2 ) 


P'o = /V = 4 W = 1,30 W 


P' M = 67 = 6 -y- W = 3,42 W 


3) La potencia suministrada al motor por ias pilas es: 

P' = P'o + P'm = 4,72 W =* >; = - = 0,72 =s» 

4) 


72 % 


- V 2 = e + Ir' = ^6 + -y- 4^ V = 8,: 


,28 V 



Problema XXVIII-54 


Problema 55. 1. Un voltimetro de gran resistencia se conecta a los dos bornes 

de una bateria de acumuladores y marca 120 V. ^Que representa la indicacion de 
este aparato? 

2. Se intercala entre los bornes de la bateria anterior una resistencia R\ ahora el 
voltimetro marca 100 V. Calcular la intensidad de la corriente proporcionada por 
la pila y el valor de la resistencia /?, sabiendo que la resistencia interna de la 
bateria es 1 Q. 

3. Sumergimos la resistencia anterior R en agua contenida en un calorimetro 
cuya capacidad calorifica total equivale a 500 g de agua y su temperatura inicial 
15° C. ^Cuanto tiempo tardara en romper a hervir? 

4. Se sustituye la resistencia anterior R por un motor al que impedimos que gire; 
entonces el voltimetro marca 80 V. Calcular la intensidad de la corriente propor¬ 
cionada por la bateria y la resistencia del motor. 

5. Si se deja girar al motor, el voltimetro marca 110 V. ^Que intensidad recorre 
el circuito? ^Cuanto vale la fuerza contraelectromotriz del motor? ^Que potencia 
desarrolla el motor? 


Solucion 


1) Si la R y —> * representa la fem: 

6 = 120 V 
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2) 


^ > 

I o 

CD 2 

II II 

1 1 

100 = 120 - / =*> 

/ = 20 A 

r = 1 Q 





V - V = IR => 100 = 20 R =J> 

R = 5 Q 



Q = McM = 0,24/ 3 flr => 500(100 - 15) = 0,24 x 20 2 x 5 r 
4) Si el motor no gira, se comporta como una resistencia pura: 


=r> 


r = 88,5 s 


V - V = 6- Ir 

V - V' = 80 V 

oo 

o 

II 

NJ 

O 

/ = 40 A 

1 

II 

OO 

o 

II 

4^ 

o 

■*» 

11 

r' = 2 Q 


110 =120 - / => 

110 = €' + 10 x 2 => 

P' = 90 x 10 = 900 W 


/ = 10 A 
6 ' = 90 V 


V-V = e - Ir 

V - V = 110 V 

V -V' = €' + Ir' 
P = 6 'I 


Problema 56. Un circuito electrico esta formado por los siguientes elementos 
conectados todos en serie: una bateria de acumuladores de 25 elementos, cada 
uno de 2 V de FEM y de 0,005 LI de resistencia interna; un motor cuya resistencia 
interior es de 0,6 LI, y unos cables de conexion cuya resistencia total es de 1 Q. 
Sabiendo que la intensidad de la corriente es de 10 A, calcular: 

1. La diferencia de potencial entre los bornes de la bateria. 

2. La diferencia de potencial entre los bornes del motor. 

3. La fuerza contraelectromotriz del motor. 

4. La potencia absorbida por los cables de conexion. 



Problema XXVIII-56 


Solution 


R = 1 11 


1 ) 

2) y 3) 


V, - V i = nE, - //ir, = (25 x 2 - 10 x 25 x 0,005) V = 48,75 V 


, nE, - 6' 

/= - =f 10 = ■ 

R + nr, + r' 


25 x 2 - 6' 


1 + 25 x 0,005 + 0,6 


G' = 32,75 V 


V 2 - V, = 6 ' + Ir' = (32,75 + 10 x 0,6) V = 38,75 V 


4) 


P = I 2 R = 100 w 


Problema 57. Una dinamo, cuya tension en los bornes es de 220 V, acciona un 
motor situado a 1 km y cuya tension en los bornes es 190 V. 

1. ^Cual debe ser la resistencia de la linea para que la dinamo suministre 20 kW? 
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2. ^Cual debe ser la section del hilo de la linea, sabiendo que es de cobre, de 
resistividad 1,6 x 10 -6 Q • cm? 

3. ^Cual es la relation entre la potencia que recibe el motor y la que suministra 
la dinamo? 


Solution 

1) Potencia suministrada por la dinamo: 

P = (V, - V 4 )/ = 2 x 10 4 w =» / = 2 *^° 4 A = 90,91 A 


220 


Potencia recibida por el motor: 

P' = (V 2 - V,)/ = 190 X 2 2 0 X 10< w = 17 ' 27 kw 
Potencia en forma de calor en la linea: 

P" = pR = p - p' => 4 X 1(>8 R = 2 X 10 4 - — 0 X 2 X 104 

220 2 220 


R = 0,33 Q 



Problema XXVIII-57 


2) La longitud de la linea (ida y vuelta) son 2 000 m: 

R = p -j- =*• 0,33 = 1,6 x 10- 6 2 x 105 =*■ 

A. A 


A = 1 cm 2 


3) 


r t = 


V2-V3 
Vi ~ 


190 

~ 220 ~ 


= 0,86 =*> 


86 % 


Problema 58. Una bateria formada por 160 pilas iguales de FEM 1,5 V cada una 
asociadas en serie, suministra corriente a un circuito formado por un cable de 
resistencia despreciable y en el que hay un motor de resistencia 12 Q que produ¬ 
ce, con un rendimiento del 80 %, una potencia de 0,5 CV. Calcular: 

1. La intensidad de la corriente. 

2. La resistencia interna de cada una de las pilas que forman la bateria. 

3. La tension en bornes de la bateria. 

4. La potencia que produciria el motor si en el circuito se intercalan en serie una 
resistencia de 100 Q, y la tension en bornes que se obtendra en la bateria. 


Solution 

l. er caso: 

1) Potencia mec&nica del motor en W: 

P # M , = 67, = 0,5 CV = 0,5 x 75 x 9,8 = 367,5 W 


Potencia suministrada al motor: 

P\ = (V, - v 2 )l\ = 0,5 * 75 g X 9,8 = 459,375 W 

0,8 


Potencia disipada en forma de calor en el m otor: 


Pq. = /?/•' = P\ - P'm, = 91,875 W =* 


/, 




2,76 A 
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2) Potencia generada por la bateria: 

P, = 07, = *6,7, = 160 x 1,5 x 2,76 = 664,08 W 


Potencia disipada en forma de calor en la bateria: 


Pq, ~ I\ r ~ I\ nr \ — Pi ” Pi — 


204,70 

2,76 2 


26,87 12 


664,08 - 459,375 = 204,70 W => 


n = 


26,87 

160 


= 0,17 12 


3) 

V\ — V 2 = ne, - /jAzr, = 160 x 1,5 - 2,76 x 26,87 V = 165,84 V 

2.° caso: 

4) De la potencia suministrada al motor en el primer caso calculamos su fuerza contraelectro- 
motriz: 

P'mi = 67, =s> 6' = = 133,15 V 

La intensidad en el circuito en este segundo caso es: 

*e, - e 160 x 1,5 - 133,15 
2 R + nr x + r 100 + 26,87 + 12 
La potencia mecanica del motor es en este segundo caso: 

P' M , = ei 2 = 133,15 x 0,77 = 102,525 W = 0,14 CV 
La diferencia de potencial en la bateria es, en este caso: 

V A - y B = „0, - I 2 nr x = (160 x 1,5 - 0,77 x 26,87) V = 219,31 V ' 


2 

-C 


1 

o- 


Problema 59. Una bateria formada por 60 acumuladores es cargada utilizando 
una fuente de corriente continua de 115 V. La corriente de carga debe ser de 
2,5 A. Sabiendo que inicialmente la FEM de cada elemento es 1,2 V y la resisten- 
cia interna individual de 0,02 Q, determinar la resistencia del reostato que debe 
conectarse entre la fuente y la bateria. 


V] - V 2 = 115 V 
e = 60 x 1,2 = 72 V 
r «= 60 x 0,02 = 1,2 12 


Solucion 

V 3 — V 2 = e + lr = 72 + 2,5 x 1,2 = 75 V 
=*> V, - V 3 = (V x - V 2 ) - (V 3 - V 2 ) = 115 - 75 = 40 V 
(V, - V 3 ) = 1R => 40 = 2,5 R => 


R = 16 12 


Problems XXVIII-59 


Problema 60. Para cargar un acumulador empleamos una corriente de 10 A du¬ 
rante 12 h bajo una tension de 2,4 V. En la descarga nos proporciona una intensi¬ 
dad de 6 A durante 18 h, bajo una tension de 2 V. La corriente utilizada en la 
carga la pagamos a 6 ptas el kW • h. Calcular: 

1. La energia absorbida en la carga. 

2. La capacidad del acumulador en A • h y en C. 

3. El rendimiento del mismo. 

4. ^A que precio nos sale el kW • h de utilizacion en la descarga? 
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Solution 


1) La energia suministrada por la red en el proceso de carga es: 


IV = (V - V,)/, = IA x 10 12 kW • h = 0,288 kW • h 
10-' 


La carga suministrada por la red es: 

Q = 10 x 12 = 120 A • h 

2) En la descarga proporciona (capacidad del acumulador o carga utilizable): 


Q' = 6 x 18 = 108 A • h = 108 x 3 600 C 


3) 


Y} = 


Q' 


108 

120 


= 0,90 => 


90 % 


4) La energia utilizada en el proceso de carga ha costado: 

C = 0,288 x 6 = 1,72 ptas 
La energia proporcionada en la descarga es: 

2x6 


W' = 


10 3 


18 = 0,216 kW • h 


que cuesta 1,72 ptas. Luego si: 

0,216 kW • h cuestan 1,72 ptas 

1 kW • h » C 


c - Ttir- 7 '* 1 "** 


2,4 V 

x X 


l R 

L 


M ? 


/= 10 A 


Problema XXVIII-60 


Problema 61. Con un motor se hace funcionar un montacargas, capaz de elevar 
un peso de 300 kg a 20 m de altura, con una velocidad constante de 0,5 m/s, 
siendo el rendimiento de la instalacion del 80 %. Calcular: 

1. La potencia del motor. 

2. El aumento de temperatura que experimental una mezcla de 1 kg de hielo y 
2 kg de agua al comunicarle un calor equivalente a la energia mecanica, no em- 
pleada en trabajo util en 100 ascensiones. 

3. Siendo la diferencia de potencial en los bornes del motor de 150 V y la intensi- 
dad de la corriente de 10 A, deterriiinar su resistencia electrica. 

4. Si no existiera resistencia de arranque, calcular la intensidad de corriente ini¬ 
tial. 


Solution 

Resolvemos primero los apartados puramente electricos (1,3, 4), para una mayor uniformidad 
del razonamiento. 

l. er CASO: 

1) Potencia efectiva del motor: _ 

P' M = 07 = Fv = Mgv = 300 x 9,8 x 0,5 W = 1 470 W 
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l. er CASO 


t-i 83,75 V-f 
€' 

-<h 


f /= 10 A 
R = Rcsistencia al arranquc 
V t -\^=150V 

2.® CASO 3 | 


t_l 83,75 vJ 


-VWNAA- 


/' 


Problema XXVIII-61 


Potencia suministrada por la lrnea al motor: 


r = (v, - v 3 )/ = 


1 470 

0,8 


= 1 837,5 W 


Potencia disipada en forma de calor en el motor y en la resistencia al arranque es: 
Pq = P' — P' M = 1 837,5 - 1 470 = 367,5 W 

3) 

V 2 - V 3 = 150 V 
/ = 10 A 

P' M = 67 = 1 470 W 


V 2 - V 3 = 6' + IP 


6' = 147 V 
150 = 147 + 10r' 


r ' = 0,3 O 


2.° caso: 


4) El motor inicialmente no gira y se comporta como una resistencia pura; luego: 
V x - V 3 


I' = 

P 

P' = (Vj - V 3 )/ = 1 837,5 W 
/= 10 A 


V, - V 3 = 183,75 V 


/' = 18 o 3 ^ 75 = 612,5 A 


2) El tiempo empleado en 100 ascensiones es: 


100/i 


100 x 20 


= 4 x 10 3 s 


v 0,5 

Como la potencia no empleada en energia mec^nica era: 

P' Q = 367,5 W =i> W = P' 0 t = 367,5 x 4 x 10 3 J 

equivalentes a: 

Q = 0,24 x 367,5 x 4 x 10 3 cal 

que se emplean en fundir 1 kg de hielo y elevar a una temperatura t los 3 kg de agua: 


0,24 x 367,5 x 4 x 10 3 = 10 3 x 80 + 3 x 10 3 f => t = 91° C 


r 220 V n 
3 f ll 


150 V 


H|- 

r’ = 15 


Problema 62. Se conecta a la red de distribucion industrial (220 V) un motor de 
fuerza contraelectromotriz de 150 V y 15 Q, de resistencia interna mediante cables 
de conexion de 20 Q. Para obtener una intensidad lo mas homogenea posible 
para pequenas variaciones del potencial de la red se dispone en paralelo con el 
motor una bateria de condensadores de 100 p.F de capacidad. Calculese la energia 
que acumula el condensador. 

Solucion 


>r = 20 n 


u =~y ciy 2 - v 3 f 

Se trata de calcular la diferencia de potencial en bornes del motor: 


/ = 


(Vi - V 3 ) - e 220 - 150 


R + r' 


20 + 15 


= 2 A 


1 C = 100 nF 
Problema XXVIII-62 


V 2 - V 3 = 6' + IP = 150 + 2 x 15 = 180 V 


u= ~Y 10" 4 x 180 2 = 1,62 J 
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C) LEYES DE KIRCHHOFF 

- FORMULARIO - 

LEYES DE KIRCHHOFF: 

NUDOS: ZI\ = o 

M ALLAS: 2IR = 26 


Problema 63. Dos resistencias estan montadas en derivation en un circuito cuya 
corriente principal es de 0,5 A. Una de las resistencias esta en el interior de un 
calorimetro, produciendo 288 cal en 10 min. 

1. Sabiendo que la intensidad de la corriente que pasa por la otra resistencia es 
de 0,4 A, calcular el valor de la resistencia introducida en el calorimetro. 

2. Calcular la resistencia equivalente a las dos montadas en derivation. 

3. Calcular la FEM del generador capaz de mantener en el circuito la intensidad 
de 0,5 A, siendo su resistencia interior de 1 LI. 

4. Si se sustituyen las dos resistencias en derivation por un conductor cilindrico 
de 32,805 g, calcular su longitud para que no se modifique su intensidad. Resisti- 
vidad del conductor, 1,8 x 10~ 6 


il • cm; densidad del metal, 9 e/cm 3 . 

Solution 


l) 


I = 0,5 A 
/, = 0,4 A 


I — /, + / 2 ^ /i — 0,1 A 


Q = 0,24 1;R 2 t =*> 288 = 0,24 x 0,l 2 /? 2 600 => R 2 = 200 11 


2 ) 


/,/?, = 1 2 R 2 => 0,4/?, = 0,1 x 200 => /?, = 50 12 
1 _ 1 


1 


1 . + ■ 1 


3) 


R /?, R 2 50 200 

6 


R = 40 12 


/ = 


R + r 


=> e = /(/? + r) = 20,5 V 


4) 


R = p 


/ 


A 

M = lAd 


=> RM = cl 2 d => 


= A / -0M- = A 3 2, 805___ = 9 000 cm = 90 m 

V ?d V 1,8 x 10’ 6 x 9 


1 r= l n 


/?. 


/, = 0,4 A 


J/= 0,5 A 




CALORIMETRO 

Problema XXVIII-63 


Problema 64. En el circuito de la figura las seis pilas son iguales; V es un volti- 
metro cuya resistencia es tan grande que se puede despreciar la intensidad que lo 
atraviesa; A es un amperimetro y B es un reostato que nos permite variar la A 
intensidad. Cuando el amperimetro marca 1 A, el voltimetro marca 3 V, y cuan-Y 
do el amperimetro marca 2 A, el voltimetro marca 1,5 V. Calcular: 

1. La fuerza electromotriz y la resistencia interna del conjunto de las seis pilas. 

2. La fuerza electromotriz y la resistencia interna de cada pila. 


:zv 

X X 
X X 

AX 



Problema XXVIII-64 
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Solution 


/, = 1 A 
/-> = 2 A 


V, = 3 V 
V 2 = 1,5 V 


1) 


ii 

(D 

i 

3 = 6 - r 

e = 4.5 V 

v, = e - u 

1,5 = 6 - 2r 

r = 1,5 <2 


2) Calculamos primero la resistencia interna de cada generador: 
1 _ 1 + 1 _ 2 _ 1 _ 2 


3r, 


3r, 


3r, 


1,5 


3r, 


r, = 1 12 


En la primera experiencia la resistencia externa intercalada en el circuito es: 

= -V- = 3 u 
1 1 

Aplicando el segundo lema de Kirchhoff: 


0,5 x 3 x 1 + 1 x 3 = 36, => 6, = 1,5 V 


Problema 65. Una bateria de pilas cuya FEM 6 = 8 V y cuya resistencia interior 
es despreciable, cerrada sobre un circuito constituido por una resistencia R = 4 12 
y por un galvanometro R G = 12 12, da una corriente de intensidad I en el circui¬ 
to. Se shunta el galvanometro con una derivation de resistencia R s = 4 12 y se 
hace variar la resistencia del circuito de manera que se obtenga la misma intensi¬ 
dad que anteriormente en la portion del circuito que contiene la pila. Se pide: 

1. Determinar el valor nuevo de la resistencia R '. 

2. Determinar el valor de la intensidad I G en el galvanometro e / s en el shunt. 

3. Determinar la caida de potencial V en los bornes del galvanometro. 


Solution 



B 

Problema XXVlll-65 


1) V 2) 


/ = 


R + R c , 


16 


= 0,5 A 


Lemas de Kirchhoff al segundo circuito: 


0,5 = / G + / s 
0,5 R' + 12/ g = 8 
0.5 R' + 4/ s =8 



3) Primer caso: 

1/, - V 2 = IR g = 0,5 x 12 = 6 V 

Segundo caso: 

Vi - V B = I g R g = 0,125 x 12 = 1,5 V 
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Problema 66. Se montan en serie tres acumuladores de 2 V de FEM cuya resis- 
tencia interna es de 0,6 12 en cada uno de ellos, y se disponen en un circuito con 
dos resistencias en derivacion, una de las cuales tiene 1 12 de resistencia y la 
recorre una corriente de 0,9 A. Calcular: 

1. El valor de la otra resistencia. 

2. La intensidad de la corriente que circula por dicha resistencia. 

3. Si se comunica el calor desarrollado por esta resistencia durante 30 min a una 
mezcla de 100 g de agua y 5 g de hielo, determinar la temperatura final. 

4. Si el calor desarrollado en 10 min se comunica a un trozo de plata de 500 g, 
calcular la elevacion de temperatura producida, sabiendo que el calor especffico 
de la plata es 0,056 cal/g • °C. 

Solucion 

1) y 2) Lemas de Kirchhoff: 

/ = 0,9 + l 2 

/3 x 0,6 + 0,9 x 1 = 3 x 2 
“73 x 0,6 + I 2 R 2 = 3x2 

3) Q = 0,24 /^r = 0,24 x 1,94 2 x 0,45 

731 = 400 + 105/ =*> IT 


/ = 2,84 A 


1 2 = 1,94 A 


R , = 0,45 12 



0,9 A 


Problema XXVI1I-66 


x 30 x 60 = 731 cal 


3,1° C 


4 ) Q ' = 0,24/ 5 /? 2 t' = 0,24 x 1,94 2 x 0,45 x 10 x 60 = 243,7 cal 

243,7 = 500 x 0,056.1/ => 


At = 8,7° C 


Problema 67. Una bateria formada por 10 pilas iguales, de 2 V de fuerza elec- 
tromotriz y 0,1 12 de resistencia interna cada una, se unen a un conjunto de tres 
resistencias iguales de 10 12 cada una, montadas una de ellas en serie con las otras 
dos en paralelo. Determinar: 

1. Diferencia de potencial entre los bornes extremos de la bateria. 

2. Cantidad de calor que en cada hora se desarrolla dentro de la bateria. 

3. Intensidad de la corriente que atraviesa una de las dos resistencias montadas 
en paralelo. 


Solucion 


1) Aplicando las leyes de Kichhoff: 

Inr, + IR + -L R = n6 =* 1 + 10/ + 5/ = 20 =!> / = A 

V A - V B = nG, - Inr, = ( 2 O- V = 18.75 V 


Q = 0.24 l 2 nr,l = 0.24 3 600 cal = 1 350 cal 



R = 10 !1 


Problema XXVIII-67 


3 ) 
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Problema 68. 1. Una bobina B tiene una longitud de 60 cm y comprende 504 

espiras y tiene una resistencia de 4,4 12. Esta constituida por un hilo de 1 mm 2 de 
seccion, cuya resistividad es de 1,6 x 10” 6 12 • cm. Calcular la longitud del hilo. 

2. Tres resistencias r, = 63 12, r 2 = 27 12 y r 3 = x , se montan en paralelo para 
tener una resistencia equivalente a R = 6,3 12. Calcular x. 

3. La bobina B y la resistencia R se montan en serie conectadas a los bornes de 
una baterfa de acumuladores, cuya fuerza electromotriz es 54 V y cuya resistencia 
interior es r = 0,1 12. Calcular la resistencia total del circuito y la intensidad de la 
corriente en la bobina B y en las tres resistencias r u r 2 y r$. 

Solucion 

1 ) 

R = c — => 4,4 = 1,6 x 10 “ ft —-— => 

A 10" 2 


/ = 275 x 10 2 cm = 275 m 


2 ) 


1 - 1 + 4 ^ + - ] 


6,3 63 27 jc 


x = 9,45 12 


3) 


R t = (4,4 + 0,1 + 6,3) 12 => 


R r = 10,8 12 


Lemas de Kirchhoff: 


/ = /, + i 2 + h 


UZJa i 


€ = 54 V 


111 - 11 —| 

1 r = 0,1 n 



Problema XXVIII-68 


4,4 n 


4,5/ + 63/, = 54 
4,5/ + 27 i 2 = 54 
4,5/ + 9,451*3 = 54 


If, = 0,50 A| 

|/ 2 = L17 A] 

|/ 3 = 3,33 A| 


Problema 69. Una pila de 4 V de FEM y 0,5 12 de resistencia interna se coloca 
formando circuito con cuatro lamparas de resistencias 1, 2, 3 y 4 12, respectiva- 
mente. Las tres primeras en derivacion y la cuarta en serie con el grupo. 
Calcular: 

1. Resistencia equivalente del conjunto. 

2. Intensidad de la corriente a traves de la pila y en cada lampara. 

3. Diferencia de potencial entre los bornes de la pila y entre los de cada una de 
las lamparas. 

4. Potencia suministrada por la pila y su distribucion. 


Solucion 


1) La resistencia equivalente a las tres en derivacion es: 


R' 

R, 

R 2 R> 1 2 

3 

6 

luego la resistencia 

total del circuito es: 




R = 

R. + R' + r = 14+ ^ 

+ 0 , 5 ) 

u - 55 - 5 ,, 


' *' -rr — iht pj 

11 ” 























2) 


/ = JL = 

4xll 

_ 44 . 

' R 

55,5 

55.5 A 


Aplicando las leyes de Kirchhoff: 


Ir + IR 4 + /,/?, = e 
lr + //? 4 + I 2 R 2 = e 
Ir + IRi + /,fl, = 0 


44 


55,5 

44 

55,5 

44 

55,5 


4,5 + /, = 4 
4,5 + 2/ : = 4 
4,5 + 3/, = 4 


/. = 

24 

A 

55,5 

A 


l 2 = 

12 

A 

55,5 

r\ 


I> = 

8 

A 

55,5 

A 


3) 


V\ - V, = 6 - Ir = 4 - 


44 o,5 = ^V 


55,5 


55,5 


V, - V 2 = /,/?, = / 2 /? 2 = / 3 /? 3 = 


24 


55,5 


V \ - V , = //? 4 


44 4 -47* V 


55,5 


55,5 


4) Potencia suministrada por la pila: 


P = e/ = 4 


44 


55,5 


176 

55,5 


W 


que se distribuye en forma de calor en ella misma y en las resistencias externas: 




Problema XXVIII-69 


Comprobacion: 


P 0 + P i +P: + Py + Pa = 


44 2 x 0,5 + 24 2 -P 12 2 x 2 -f 8 2 x 3 4- 44 2 x 4 

55,5 2 


9 768 
55,5 2 


176 

55,5 


= P 


Problema 70. Cuatro resistencias iguales, de 10 U cada una, se unen formando 
un cuadro; uniendo dos vertices opuestos se coloca otra resistencia de 5 12 y los 
otros dos vertices se unen a los polos de una pila de 10 V de FEM y resistencia 
interna despreciable. Determinar: 

1. La resistencia equivalente del conjunto de las resistencias. 

2. Intensidad de la corriente que pasa por la resistencia de 5 12. 

3. Intensidad de la corriente que pasa por la pila. 
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Solution 



Al ser el p roducto de dos resistencias opuestas igual al de las otras dos, el puente esta en 
equilibrio y |por la resistencia de 5 12 no pasa corriente.| Las intensidades en las cuatro resisten¬ 
cias de 10 12 son iguales (/) y por el generador circula una intensidad 21. 

Aplicando el segundo lema de Kirchhoff se obtiene: 


10/ + 10/ = 10 => / = 0,5 A 
La intensidad de la corriente por la pila sera: 

/ p = 2/ = 1 A 

En el circuito equivalente: 


/ P = 


e_ 

R 



Problema 71. Cuatro resistencias de 8 U cada una se unen formando un cuadra- 
do. Uniendo dos vertices se coloca otra resistencia de 4 LI. Los otros dos vertices 
se unen a los bornes de un generador de 30 V y 0,5 12 de resistencia interna. 
Calcular: 

1. Resistencia equivalente del conjunto. 

2. Intensidades de la corriente en cada resistencia y en la pila. 

3. Diferencia de potential entre los vertices opuestos del cuadrado cuando se 
conectan con el generador. 

4. Potencia suministrada por el generador y su distribution. 


Solution 



1 y 2) Al ser el producto de dos resistencias igual al de las otras dos, el puente esta en 
equilibrio y |por la resistencia de 4 12 no pasa corriente.| Las intensidades en las resistencias de 
8 12 son iguales (/) y por el generador cicula una intensidad 2/. 


Aplicando la segunda ley de Kirchhoff, se obtiene: 


8/ 4- 8/ + 0,5 x 21 = 30 



La intensidad en el generador es: 


21 


60 

17 


Si llamamos R c a la resistencia equivalente a las 4 de 8 12 y la de 4 12 (que, en definitiva, es 
como si no existiese), obtenemos: 


/c = 


e 

R c + r 



30 

R c + 0,5 


=> 



3) 


V, - V 2 = e - l G r = 30 - -y2- 0.5 = 28.23 V 


4) El generador suministra: 


p = e/ c = 30 _ 50 _ = -!ioo_w 
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que se distribuye en su resistencia interna y en cada una de las de 8 Li: 


p, = iy= ( —V 0,5 = -LML w 

V 17 ) 17- 


a cada una de las de 8 Li le corresponde: 

30 \ 2 , 


P, = I 2 R = 


8— 


a las cuatro: 


p = 4 7 200 = 28 800 w 
17 2 17 2 


W 


Comprobaci6n: 


d i d _ 28 000 +-1 800 _ 30 600 1800 „ 

'4 + * r --—-—- W = r G 


17 2 


17 2 


17 


Problema 72. Se toman cuatro pilas iguales cuya fuerza electromotriz es de 2 V 
cada una, en paralelo, y se cierra el circuito intercalando una resistencia y un 
amperimetro; este senala una corriente de 1,14 A (primer caso). Se asocian tres 
de las pilas anteriores en paralelo y la pila restante en serie; se cierra el circuito 
intercalando la misma resistencia que en el caso anterior y el amperimetro; este 
senala una corriente de 1,66 A (segundo caso). ^Cual es la resistencia interior de 
cada pila? ^Cual es la resistencia exterior? En el caso segundo ^que diferencia de 
potencial marcaria un voltimetro colocado en derivacion: 

1. sobre los extremos de la resistencia exterior; 

2. sobre los polos de la pila que se halla en serie; ie ' CASO 

3. sobre los polos de una de las pilas asociadas en paralelo? 


Solution 

Aplicando el segundo lema de Kirchhoff a los dos casos, se obtiene: 


/,R + —r = 6 
4 

l : (R + r) + r = 26 


1,14 


1,14/? + 

4 

-r - 2 


1.66 

1,66 (R + r) + - 

-r 

II 

rr» 


r = 0.6 U 


R = 1.6 12 


1 ) 


- V, = I 2 R = 1.66 x 1.6 = 2,65 V 


v. — V, = e - Ar = 2 — 1.66 x 0.6 = 1,00 V 


3 ) 


_ A 

1,66 

V, — V, = e- i- r = 2 - 

„ 0,6-1.66 V 

3 * 

3 
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Problema 73. Se asocian en serie ocho pilas iguales; cada una tiene una FEM de 
1,5 V. Si se cierra el circuito mediante un conductor de resistencia /?, se obtiene 
una intensidad de 2,3 A. Asociandolas luego todas en paralelo y cerrando el cir¬ 
cuito con la misma resistencia R, se obtiene una intensidad de 0,37 A. Calcular: 

1. El valor de R. 

2 . La resistencia interior de cada pila. 

3. La intensidad que se obtendria disponiendo las ocho pilas en dos series de a 
cuatro, ambas series en paralelo, suponiendo que la resistencia exterior es la 
misma R que antes. 

4. La diferencia de potencial entre los extremos de R en el caso 3. 

5. Dibujar los esquemas de los circuitos anteriores. 




«i = 1,5 V 


R 

-vww- 


[/. = 2,3A 1) y 2) 


/, 


n £, 

R + 8 r, 


Solucion 


8 x 1,5 
R + 8 r, 


r, = 0,15 LI 



Problema XXVIII-73 


, D 7 2 

1 2 R + -g- r, = 6 , 


0,37 

0,37/? + —s— r, = 1,5 

o 


/? — 4 L 2 


3) 


4) 


/, ^ 4 x 0,15 

/ 3 /? + — 4 r, = 46, => 4 / 3 + ---/, = 4 x 1,5 =i> 


/* = 1,4 A 


V, - V 2 = I*R ^ 


V l - V 2 = 1,4 x 4 = 5,6 V 


Problema 74. Una pila de 3 V de fuerza electromotriz y resistencia interior de 
0,2 U, une su polo positivo con el polo positivo de otra pila de fuerza electromo¬ 
triz 1,5 V y resistencia interior de 0,1 il. Los polos negativos se unen a los extre¬ 
mos de una derivacion de dos resistencias, una de 4 y otra de 6 il. Determinar: 

1. Intensidad total de la corriente que circula. 

2. Diferencia de potencial entre los polos de la primera pila. 

3. Calor desprendido en 1 h en la resistencia de 6 il. 



Solucion 

1) Lemas de Kirchhoff: 


0,3/ + 4/4 = 1,5 
0,3/ + 6 / 6 = 1,5 
/ = I a + /* 


II 

m 

I 

II 

( 3 --r 0 - 2 ) 

| V = 2.89 V 


Q = 0.24 llR h t = 0.24 - 

6 x 3 600 cal = 256 cal 
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Problema 75. Los dos polos, A y B, de un generador, G, se reunen por medio 
de dos derivaciones. La ACB es un hilo metalico de resistencia constante 
r = 15 il. La otra, AMB y de resistencia total constante r* = 30 12, incluye un pe- 
queno motor electrico, M. El generador G esta constituido por 60 elementos de 
acumuladores dispuestos en serie; la FEM de un elemento es de 2 V, y la resisten¬ 
cia interior, despreciable. 

1 . ^Cuales son los valores de la intensidad de la corriente en la bateria y en cada 
derivation cuando el motor no gira? 

2 . Evaluar la potencia proporcionada por la bateria. ^Como se reparte esta po- 
tencia entre las diversas regiones del circuito? 

3. El motor gira y desarrolla una potencia mecanica de 120 W. ^Cuales son los 
nuevos valores de la intensidad de la corriente en cada parte del circuito? ^Como 
se reparte la nueva potencia gastada? 

Solution 


l. er caso: 

1) Lemas de Kirchhoff: 

/ = /, + h 

157, = 60 x 2 
30/ 2 = 60 x 2 

2 ) _ 

/>, = «e,/ = 60 x 2 x 12 = 1 440 W 

que se distribuyen: 

P c = i\ r = 8 2 x 15 = 960 W 
P M = fiy = 4 2 x 30 = 480 W 

Comprobacidn: 

P = /> c + p M = 960 + 480 = 1 440 W 


/ = 12 A 
1 11 = 8 A 
I 2 = 4 A 


2.° CASO: 

3) Lemas de Kirchhoff y potencia mecanica de un motor: 


/' = /; + r 2 

< 

o 

II 

15/', = 60 x 2 


/', = 8 A 

30 A = 60 x 2 - 6' 

I r 2 = 2 A 1 

120 = €'A 

€' = 60 V 

\ = «€, /' = 60 x 2 x 10 = 1 200 W 


que se distribuyen: 

P' = 120 W 

P' c = /; 2 r = 8 2 x 15 = 960 W 
P' M = /'V = 2 2 x 30 = 120 W 

ComprobaciOn: 

P' + P' c + Pm = 120 + 960 + 120 = 1 200 = P 2 


/."caso 

t — 15 n 
c- 


€, = 2 V 




M 


f = 30 n 

-vww- 


[/. 

B 

i /! 


2.® CASO 


M 


r= 15 H 

-VWW^- 


6| = 2V 


'hr 


r' = 30 n , 

-vww—I 


i /,' 




Problema XXVIII-75 
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1.®' CASO 

R = 6Cl 



Problema 76. Tenemos un generador de corriente constituido por 10 elementos 
dispuestos en serie, cada uno de los cuales posee una FEM de 2 V y una resisten- 
cia interna practicamente nula. Unimos los dos polos de este generador por dos 
derivaciones; una esta constituida por un conductor cuya resistencia es 6 12, y la 
otra tiene una resistencia de 8 12 y comprende un motor electrico capaz de desa- 
rrollar una potencia de 12,5 W. Calcular: 

J 7 1. La intensidad de la corriente en el generador y en cada una de las derivacio¬ 
nes, en el momento de cerrar el circuito (cuando todavfa el motor no ha empeza- 
do a girar). 

| 2 2. La intensidad de la corriente a traves del motor cuando desarrolla toda la 
potencia mecanica de que es capaz. 

Solucion 


i 

I V 



1) Lemas de Kirchhoff: 


7 = 7, + 7 2 
67, = 10 x 2 

8 / 2 = 10 x 2 


7 , = 


10 


I-> = 


7 = 


35 


2) Segundo lema 
87 ; = 20 - 6 ' 

12,5 = 67; 


de Kirchhoff y potencia mecanica del motor: 

874 2 = 20-!=> 874 2 - 207; + 12,5 = 0 

7; 




Problema XXVIII-77 


Problema 77. Los dos extremos de una resistencia electrica de 10 12 se unen a 
los polos de una pila de FEM 5 V y resistencia interior 0,2 12; el extremo de la 
resistencia unida al polo positivo de la pila se une al polo positivo de una segunda 
pila, de 8 V de FEM y resistencia interior de 0,3 12; el polo negativo de esta segun¬ 
da pila se une al punto medio de la resistencia de 10 12. Determinar: 

1. Intensidad de la corriente a traves de cada una de las pilas. 

2. Intensidad de la corriente en cada una de las dos mitades de la resistencia. 

3. Diferencia de potencial entre los dos puntos extremos de la resistencia. 

Solucion 

Damos un sentido arbitrario a las intensidades problema (por ejemplo, los de la figura), y si al 
aplicar los lemas de Kirchhoff, obteniendo de esta forma un sistema de ecuaciones, las solucio- 
nes a las intensidades nos dan negativas en el circuito solucion, las tendremos que poner en 
sentido contrario a como las habiamos tornado. 


1) 


i,2) + (7, + 7 2 )5 = 5 
(/, + 7 2 ) 5 = 8 


10,27, + 57 2 = 5 
57, + 5,3 7 2 = 8 




luego la corriente 7, circula en sentido contrario al expresado en la figura. 


638 







































2) En la mitad superior de la resistencia: 

h = 2- 0,5 = 1,5 A 


3) La diferencia de potencial la calculamos aplicando la ley de Ohm a la parte derecha del 
circuito: 

V, - y 2 = 5 + o,5 x 0,2 = 5,1 V 


Problema 78. Calcular la intensidad que circula por cada uno de los hilos con- 
ductores de la figura y las diferencias de potencial: (V A - V B ), ( V c - Vd) y 
(^E - V F ). 


Solution 

Dandp a las intensidades los sentidos indicados en la figura, aplicamos los lemas de Kirchhoff: 


/, (2 + 0.5 + l)+/,2.5 = 12 =!> 

/, + h = h 

3,5/, + 2,5/, = 12 

/, = 2 A 

1 2 = 0 A 

A(1 + 0,5 + 2) + 7,2,5 = 5 => 

3,54 + 2 , 5/3 = 5 

|/, = 2A| 


Por AEFB no circula corriente: 


V A - V'b = 7,/? AB = 2 x 2,5 = 5 V 


V c - V B = e CD - /,/?c d = 12 - 2 x 0,5 = 11 V 

V E - K F = e EF - I,R bf = 5 V 





D) VOLTIMETROS Y AMPERIMETROS 


Problema 79. Realizamos un montaje que comprende: una bateria de acumula- 
dores, un reostato y un amperimetro; entre los bornes de la bateria conectamos 
un voltimetro. Para distintos valores de la resistencia del reostato hacemos las 
siguientes lecturas: 


Ampenmetro . 4,70 3,50 2,15 1,45 0 A 

Voltimetro . 15,30 16,45 17,85 18,60 20 V 


Se pide: 

1 . Construir y estudiar la curva que representa la diferencia de potencial en fun- 
cion de la intensidad. 

2. Deducir la fuerza electromotriz de la bateria. 

3. Calcular la resistencia interior de la bateria. 

4. Montamos la anterior bateria en serie con un motor, un ampenmetro de resis¬ 
tencia despreciable y una resistencia R de 5 il que sumergimos en un calorimetro. 
Si impedimos que el motor gire, observamos que en 5 min la resistencia R des- 
prende 1 440 cal, y si permitimos que el motor gire, solo se desprenden 90 cal en 
el mismo tiempo. Calcular la fuerza contraelectromotriz del motor. 
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R 



f 


s> 


Solution 


2 ) 


3) 


V, - V 2 = e - lr 
7 = 0 


v. - v, = e = 20 v 


V\ - v 2 = 6 - lr => r = 


e - (v } - v 2 ) 


Sustituimos todos los valores y calculamos la media: 


>3 = 


20 

- 15,30 


4,70 

20 

- 16,45 


3,50 

20 

- 17,85 


2,15 

20 

- 18,60 


= 1,00 12 


r = —= 0,99 12 


* 1,45 

4) Ccilculo de la resistencia interna del motor: 
l. er caso: El motor no gira (6' = 0): 
e, = 0,24/ffl/ 

R = 5 12 
t = 5 min 
6 


1 440 = 0,24 /f 5 x 5 x 60 => /, = 2 A 


/. = 


=> 2 = 


20 


R + r + r' 5 + 0,99 + r' 

C^lculo de la fuerza contraelectromotriz del motor: 

2.° caso: El motor gira: 

Q 2 = 0,24 ilRt 
R = 5 12 
t = 5 min 

e - e 


=> r' = 4,01 12 


90 = 0,24/§5 x 5 x 60 =» / 2 = 0,5 A 


/, = 


Problema XXVIII-79-3.” 


+ r + r' 


=> 0,5 = 


20 - 6 ' 


5 + 0,99 + 4,01 


6' = 15 V 


Problema 80. Se montan en paralelo dos series de 6 acumuladores cada serie; 
cada uno de los 12 acumuladores tiene una FEM de 2,1 V y una resistencia interna 
de 0,1 Q. Los bornes de la asociacion estan unidos al circuito exterior, formado 
por una resistencia de 6 il en serie, con un amperimetro de 1 12 de resistencia; 
este amperimetro va provisto de un shunt de 0,25 12. Calcular: 

1. La FEM y la resistencia de la bateria de acumuladores. 

2. La intensidad total que pasa por el circuito. 

3. Valor de la resistencia unica, equivalente a todo el circuito exterior. 

4. La intensidad de la corriente que circula por el amperimetro. 
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Solution 


/ 


Lemas de Kirchhoff: 

f = + /s 

0,25/s = /a 

/ A + 6/ + 6x0,ly = 6x2,l 


/ = 


12,6 

6,5 


-2 A 


/s = 1,6 A 


Resistencia de la bateria: 


1 


1 


1 


r 6r, 6r, 3 x 0,1 

Resistencia equivalente a amperimetro y shunt: 


r — 0,3 12 


— l — = —!— + -i- = -!- + —i— = 5 => R' = 0,2 1J 
/?' K A K s 1 0,25 

Resistencia exterior del circuito: 


R E = R + R' = 6,2 12 


La resistencia total del circuito ser&: 

R T = R + R’ + r = 6,5 12 
La intensidad en el circuito equivalente: 



6 = IR r = 


12,6 


6,5 


6,5 = 12,6 V 




ciRCurro equivalente 


Problema XXVIII-80 


Problems 81. Con 20 pilas electricas se han formado cuatro series de 5 elemen- 
tos cada una, que se unen en paralelo. La fuerza electromotriz de cada pila es de 
1,5 V y su resistencia interior es de 1,2 il. Para medir la intensidad de la corriente 
se emplea un amperimetro shuntado a 1/10 por medio de un conductor de cobre 
cuya section tiene un diametro de 0,4 mm y posee una resistividad de 
p = 1,58 • 10” 6 il • cm. La aguja del amperimetro senala 0,4 A. Hay que 
calcular: 

1. La resistencia interior del amperimetro. 

2. La longitud del conductor de cobre utilizado como shunt. 

3. El generador unico equivalente al sistema de las pilas. 

Solution 


1) 


Aplicando las leyes de Kirchhoff: 

1 x 5 x 1,2 + 0,4/? A = 5 x 1,5 
1 x 5 x 1,2 + 3,6/? s = 5 x 1,5 


=> 


R a = 3,75 12 


=> Rs = 0,417 12 


2 ) 


Rc — z —-— => 0,417 = 


1,58 x IQ" 6 / 

-0,02 2 


/ = 331 cm 


3) Calculamos la resistencia equivalente al circuito exterior: 

1 1 1 R A Rs 3,75 x 0,417 

—^/? = —--— = - = 0,37 12 

R R s R a R a + /?s 3,75 + 0,417 



Problema XXVII1-81 
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0,25 n 



































= 1,5 q 


la resistencia interna del generador equivalente es: 


J_ 

r 


4 

5r, 




5 x 1,2 


aplicando al circuito equivalente: 


/ = 


e 

R + r 


=> 


e = /(/? + r) = 4(0,37 + 1,5) V = 7,5 V 


Problema 82. Para medir la resistencia de una lampara de incandescencia se la 
coloca en serie en un circuito que tiene de resistencia total R = 10 12. El circuito 
esta alimentado por una serie de acumuladores. En el circuito se intercala tam- 
bien un amperimetro (que marca 1,4 A) y en derivacion, conectado a los bornes 
de la lampara, un voltimetro marca 110 V. 

1. ^Que valor se atribuye a la resistencia de la lampara? 

2 . ^Que potencia se calcula que consume la lampara? 

Al retirar el voltfmetro el amperimetro marca entonces 1,2 A. 

3. ^Cual es la verdadera resistencia de la lampara? 

4. ^Cual es la resistencia del voltimetro? 

Solution 



1) 


2) 


*L = 


no 

1,4 


= 78,5 Q 


Pi = 110 x 1,4 = 154 W 


3) Calculamos la fuerza electromotriz de la bateria aplicando la ley general de Ohm a los 
puntos 1 y 2 (bornes de la lampara) en el primer caso, por la rama que contiene al generador: 


v, — v 2 = e - /,/? => no = e - 1,4 x io => e = 124 v 

En el segundo caso la intensidad toma el valor: 

6 


U = 


R + R l 


1,2 = 


124 

10 + R l 


R l = 93,3 LI 


Problema XXVIII-82 


4) El valor de la intensidad en el primer caso, considerando la resistencia equivalente a /? v y 
R l nos da: 




e 

/? + /? E 


=*> 


124 

10 + R e 


^ R e — 78,5 12 


que nos hace ver que el valor que atribuiamos a la lampara no es el real, sino el equivalente a 
tfv y Rl- P° r tanto: 




78,5 



/?v = 495 12 


Problema 83. La escala de un galvanometro de resistencia interna 150 12 esta 
dividida en 100 divisiones, cada una de las cuales equivale a 1 uA. ^Que resisten¬ 
cia debe agregarsele en derivacion para que puedan medirse con el intensidades 
maximas de 1 mA? 
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Solution 


La intensidad maxima que puede circular por la resistencia del galvanometro es: 

/ G = 100 x 10" 6 = 10" 4 A 

esta intensidad hace que el galvandmetro marque al maximo. 

Circulando la misma corriente por R c queremos que el galvan6metro marque al maximo, 
cuando por el hilo general circulen 10~ 3 A, para lo que ponemos a R c una derivacidn para que 
la diferencia de intensidad circule por ella: 

/ s — / — / G = 10 -3 - 10" 4 = 9 x 10 -4 A 



para lo cual la resistencia de esta derivation tiene que ser tal que: 


4i^G — 4*S ^ 


10" 4 x 150 = 9 x \0- 4 R s 




R s = 16,66 Q 


Problema XXVIII-83 


Problema 84. Disponemos de un galvanometro cuya escala esta calculada para 
una intensidad maxima de 2 x 10 -4 A y cuya resistencia vale R G = 200 Q. 

1. Calcular el shunt que debemos colocar para utilizarlo como ampenmetro que 
mida hasta 1 A. 

2 . Calcular la resistencia que hemos de ahadir en serie para utilizarlo como volti- 
metro y poder medir hasta 100 V. 

3. Dibujar en ambos casos el esquema correspondiente. 

Solution 


1 ) 


/ = 4 + In 


/ = 1 A 

/ r = 2 x 10" 4 A 


/ s = (1 - 2 x 10- 4 ) A 


IcRc 

4 * = IgRg x = —~ ^ 

4 


2 x 10" 4 x 200 

x =-= 4 x 10" 2 O 

1 - 2 x 10" 4 _ 


2) La intensidad que tiene que pasar por el aparato es, como maximo, 2 x 10 4 A con la que 
tiene su maximo alcance en la escala: 


Rj — Rq + R 


V - V' = I g Rt = Ig(Rg + R) 

V - V = 100 V 
R c = 200 11 

I c = 2 x 10~ 4 A 


, 100 = 2 x 10 -4 (200 + /?)=?> 


R = 499 800 Ll 




Problema 85. La escala de un galvanometro (G en la figura), de resistencia 
interna 20 12, esta dividida en 100 divisiones, cada una de las cuales equivale a 
1 mA. ^Que valor tienen que tener las resistencias R u R 2 , R?, y Ra para convertir- 
lo en un ampenmetro de alcance multiple que produzca la desviacion maxima con 
intensidades de 1 A, 10 A, 50 A y 100 A. 


643 




















Solution 


1 A 



La intensidad maxima que puede pasar por la resistencia del galvanometro es: 

Iq = 100 x 10" 3 = 0,1 A 
esta intensidad produce la desviacidn maxima. 

Conectando unas clavijas en el polo positivo y en 1 A se tendra que verificar: 

R C I G = (*1 + *2 + *3 + *4) (1 - Ig) 


en + y 10: 


(R c + R,)I g = (R 2 + R 3 + * 4 ) (10 - I c ) 


en + y 50: 


(. R c + *, + K 2 )/g = (*3 + Ra) (50 - / G ) 


en + y 100: 


(* c + *, + R 2 + /?3)/g = *4(100 - / G ) 


luego: 


20 x 0,1 = (/?, + R 2 + *3 + * 4 ) (1 “ 0,1) 
(20 + R x ) 0,1 = (R 2 + R 3 + fi 4 ) (10 - 0,1) 
(20 + /?, + fl 2 )0,l = (i? 3 + fl 4 ) (50 - 0,1) 
(20 + K, + rt 2 + /? 3 )0,1 = /? 4 (100 - 0,1) 


/?, = 2 12 


*2 = 


45 


R-i — Ra — 


45 


Problems 86. Disponemos de un galvanometro cuya escala esta calculada para 
una intensidad maxima de 2 x 10“ 4 A y cuya resistencia vale R = 200 LI. Calcu- 
lar los valores de R u R 2 y R 3 de la figura para utilizarlo como voltimetro de tres 
150 V alcances cuyos bornes esten marcados con 50 V, 100 V y 150 V. 



*1 = 


50 


2 x 10“ 


- 200 = 249 800 12 


Solution 

A1 conectar a + y 50 la intensidad que circula por /?, y G tiene que ser 2 x 10~ 4 A; luego: 
R } + r g = => 

^G 

A1 conectar a + y 100: 

R\ + *2 + *g ~ ■ 

A1 conectar con + y 150: 


100 


2 x 10" 


R■> = 250 000 12 


R x + R 2 + R 2 + R g — • 


150 


2 x 10" 


R y = 250 000 12 
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Capitulo XXIX 


ELECTROQUIMICA. LEYES DE FARADAY 


Leyes de Faraday: 


1 .* 


2 .“ 


-FORMULARIO 


M = 


M a 


v96 500 


It 


M 


M' 

E' 


M" 

E" 


Problema 1. Calcular el equivalente qui'mico del hierro cuando forma parte de 
una sal ferrosa o de una ferrica. Tomar los datos necesarios en la tabla de masas 
atomicas. 

Solution 


Peso atomico de Fe: 55,84 g. 

Equivalente qui'mico de un elemento: 

El Fe en las ferrosas tiene Valencia 2: 

El Fe en las sales ferricas tiene Valencia 3: 


II 

6! 




£ _ 55,84 

= 27,92 

t| 2 


c- 55,84 

= 18,613 

- 3 


Problema 2. Para determinar la intensidad de una corriente se emplea el volta- 
metro de cobre. Anodo y catodo son laminillas de cobre puro y el electrolito una 
disolucion de sulfato cuprico. El catodo, perfectamente limpio y seco, se pesa 
antes y despues de la electrolisis, habiendose obtenido M x = 7,215 g y 
M 2 = 10,167 g. El tiempo de duracion de la electrolisis es de 1/4 de h. Determi¬ 
nar la intensidad de la corriente. (Equivalente electroqufmico de cobre: 
0,000328 g/A • s.) 


















Solution 


Masa de cobre depositada: 


M = Ejt 


M 2 - M x = 10,167 - 7,215 = 2,952 g 


=> 2,953 = 328 x 10" 6 /15 x 60 


=> 


/= 10 A 


Problems 3. Se desea platear una esferilla metalica de 1 cm de radio. Para ello 
se le hace funcionar como catodo en una cuba electrolftica, empleando como 
electrolito una disolucion de nitrato de plata y como anodo una laminilla de plata 
pura. Calcular el tiempo necesario para depositar una capa uniforme de plata de 
espesor 1 mm, empleando en la electrolisis una intensidad de corriente de 1 A. 
(Densidad de la plata: 10,5 g/cm 3 . Equivalente electroquimico de la plata: 
0,001118 g/A • s.) 

Solution 


Volumen de la esferilla sin platear: 


icr? = 7i cm 3 


Volumen de la esferilla despues de platear: 


V 2 = ^7rr! = ^-7T(1,1) 3 cm 3 
Volumen de plata depositada: 

V = V 2 - V, = -y tt(1,1) 3 - -J- k = -y- jr(l,331 - 1) = 1,386 cm 3 

Masa de plata depositada: 

M = Vp = 1,386 x 10,5 = 14,55 g 
M = E e It =*> 14,55 = 1 118 x 10~ 6 / => 


t = 13 014 s 


Problems 4. Calcular los volumenes de hidrogeno y oxigeno que en condiciones 
normales se producen en una electrolisis de agua acidulada con acido sulfurico, 
circulando por un voltametro una corriente de 2 A durante 1 h. 

Solution 

En la electrdlisis de dos moles de H 2 0 se obtiene: 

> cdtodo 2 H 2 
2 H;:0 >, anodo O, 

Para la descarga de 2 moles de H 2 y de 1 mol de 0 2 (4 valencias gramo) se precisan 
4 x 96 500 C (4 faraday). 

La cantidad de electricidad puesta en. circulacion en el voltametro es: 

Q = 7 / = 2 x 3 600 = 7 200 C 
2 x 22,4 1 de H 2 
22,4 1 de 0 2 
Jt 1 de H 2 
y I de 0 2 


7 200 x 2 x 22,4 
4 x 96 500 


= 0,836 1 de hidrogeno 


7 200 x 22,4 n no . , 

= 4 X 96 500 = 0 418 ' de 0X,gen ° 


4 x 96 500 C producen 
7 200 C produciran 











Problems 5. Una corriente de 5 A pasa durante 10 min a traves de una disolu- 
cion de acido sulfurico contenida en un voltametro de gases. Determinar: 

1. Peso de agua descompuesto por la corriente. 

2. Peso del hidrogeno recogido. 

3. Volumen ocupado por este hidrogeno, sabiendo que la temperatura es de 
20° C, la presion exterior 740 mm y la tension del vapor de agua dentro de la 
campana que contiene el hidrogeno es de 18 mm. 


Solucion 


La masa de hidrdgeno depositada sera: 

M. 


Mi = 


v96 500 

La masa de agua descompuesta ser£ 


5 x 10 x 60 

U 96500 0,03 8 


M 2 = 9 M, = 0,27 g 


p = 740 - 18 = 722 mm de Hg 

p v = nRT => -^r V = 0,082 x 293 

760 2 


V = 0,379 1 


Problems 6. Un sistema formado por 10 condensadores de 4 de capacidad 
cada uno y conectados en paralelo se carga a cierta tension y se descarga inmedia- 
tamente a traves de un voltametro. Repitiendo este proceso 20 veces seguidas se 
separan 20,8 mm 3 de hidrogeno en condiciones normales. 

1. Calculese el equivalente electroquimico en volumen del hidrogeno. 

2. ^Cuantos C han atravesado el voltametro? 

3. que tension se cargaron los condensadores? 

4 . ^A que tension habrfa sido necesario cargar los condensadores si la asociacion 
hubiera sido en serie? 


Solucion 


1) Como 96 500 C desprenden «una Valencia gramo de hidr6geno» (1 g) que en condiciones 
normales ocupan un volumen: 

22,4 , 96 500 11,2 x 10 6 

v 0 = ' = 11.2 1 = 11.2 x 10* mm* => 


1 


E y = 116 mm 3 /C 


2) El volumen es: 


v = E y Q => 


Q=JM- = 0,\8C 
116 


3) La capacidad de la asociacion ‘es: 

C = nC x = 10 x 4 = 40 aF 


En las 20 descargas proporcionan: 

Q = 20 CV => 0,18 = 20 x 40 x lO" 6 ^ 


V = 225 V 
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4) La capacidad del condensador equivalente es: 


1 

C 


10 


=> c 


-§---r' F - 4x| 0-’F 


La carga necesaria en cada una de las descargas es: 

q = JyJL = o,oo 9 c =*> q = cv =* °;1 8 = 4 x io~ 7 v 

^ 20 20 


V = 22 500 V 


Problema 7. Se monta en serie un amperimetro con un voltametro de plata, y se 
regula la intensidad de modo que el amperimetro marque 0,50 A, manteniendo 
esta intensidad durante 20 min. El aumento de peso del catodo ha sido de 
0,6435 g. Calcular: 

1. El equivalente electroquimico de la plata (peso atomico: 107,88). 

2. Intensidad de la corriente. 

3. Error absoluto y relativo del amperimetro cuando marca 0,50 A. 

4. Cantidad de cobre que la misma cantidad de electricidad depositara al pasar 
por una disolucion de una sal cuprica (peso atomico del cobre: 63,44). 

Solucion 


1) 

2) 

3) 

4) 


£e =' 


A*a. 


107,88 


v96 500 1 x 96 500 


= 0,001118 g/C 


M = E c It => 0,6435 = 0,001118/20 x 60 =» 
e a = 0,5 - 0,479 = 0,021 A 


I = 0,479 A 


£r = = 0,04 =?> 


0,479 


4 % 


M' = 




v96 500 


It = 


63,44 


2 x 96 500 


• 0,479 x 20 x 60 = 0,189 g 


Problema 8. La superficie de cada uno de los electrodos de una cuba electroliti- 
ca es de 10 cm 2 . El electrolito es una disolucion acuosa de acido sulfurico. Al 
cabo de 5 min de pasar la corriente se han obtenido 100 cm 3 de hidrogeno, medi- 
dos sobre agua, siendo la presion de 700 mm de mercurio y la temperatura de 
27° C. Determinar: 

1 . El peso de hidrogeno que se ha obtenido. 

2. La intensidad de la corriente utilizada. 

3. La densidad de corriente en los electrodos. 

Tensidn del vapor de agua a 27° C: 27 mm de mercurio. 


l) 


Solucion 


673 


10“ :1 = 


M 

2 


0,082 x 300 


= 700 - 27 = 673 mm => pv = nRT => 


760 


M = 0,007 g 
















3) 


v96 500 


M = 


It => 0,007 = 


75 x 60 
96 500 


I = 2,25 A 


J = = 0,225 A/cm 2 


Problema 9. Se tiene una bombilla que consume 60 W cuando esta conectada a 
una tension de 120 V. 

1. ^,Cual es su resistencia? 

2. ^Que cantidad de calor se genera en el filamento de la lampara en un minuto? 

3. Si la corriente que pasa por la bombilla pasara por un voltametro con agua 
acidulada, ^que masa de hidrogeno se desprenderia en 10 min? 

4. ^Que volumen ocuparia dicha masa de hidrogeno si la presion es de 740 mm y 
la temperatura es de 27° C? 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 


Solucion 

- (V ~ V '> 2 - 60 = -^L 


R = 240 £i 


Q = 0,24 IV = 0,24 Pi = 0,24 x 60 x 60 cal = 864 cal 


/=-^t^ = 4!5- = 0,5A => 


R 240 


° 9 5 6 X 5 0 6 0 00 = 3,1 x IQ" g 


pV = nRT =*> V = 'I 0,082 x 300 

760 } 


3,1 x 10" 3 


V = 39,2 x 10' 3 1 = 39,2 cm 3 


Problema 10. Se hace pasar una corriente electrica por un hilo conductor de 
15 Q de resistencia. Para ello se conecta con una pila de 12 V y 5 Q de resistencia 
interna. Se pide calcular: 

1. La intensidad de la corriente que circula por el conductor. 

2. El calor desprendido por el hilo conductor al pasar por el la corriente elec¬ 
trica. 

3. ^Cuantos g de hielo se fundiran en 5 min con el calor desprendido por el 
conductor? 

4 . Si dicha corriente se aplica a un voltametro lleno de agua acidulada con elec- 
trodos de platino, calcular el volumen de hidrogeno producido durante 10 min, 
medido en condiciones normales de presion y temperatura. 

Solucion 


I = 


e 

R + r 


12 

15 + 5 


0,6 A 


1) 





















2) 


- = 0,24 J 2 R = 0,24 x 0,6 2 x 15 = 1,296 cal/s 

/ 


3) 


4) 


Q = Ml 
Q = 1,296/ 


1,296 x 5 x 60 = M80 


M = 4,86 g 


A* = 


M, 


v96 500 


M = 


22 400 


g/cm 3 


V u - 


22 400 


0,6 x 10 x 60 
96 500 


V ti = 41,8 cm 3 


Problema 11. En una vasija de electrolisis se utilizan electrodos rectangulares de 
20 x 15 cm colocados a una distancia de 15 cm. El electrolito es una disolucion 
de nitrato de plata, cuya resistencia especffica es de 15 1> • cm y la tension aplica- 
da es de 7,5 V. Calcular: 

1. La resistencia de la disolucion entre los electrodos. 

2. El tiempo necesario para depositar 100 g de plata en el catodo utilizando la 
tension citada. Ag = 108 g. 

3. Lo que ha costado la energia electrica para realizar este deposito electrolitico 
a 6 ptas el kW • h. 


l) 


Solucion 


R 



15 

15 x 20 


<2 = 0,75 i 2 


2 ) 


3) 


/ = 


V — V' 


M = 


AL. 


v96 500 


It => 100 = 


108 


96 500 


7,5 

0,75 


10 / 


10 A 


/ = 8 935 s = 2 h 28 m 55 s 


w = (V - V')ll = 7,5 * 10 * 8 ? 3 ^ - kW • h = 0.186 kW ■ h =!> 
3,6 x 10" 


C = 0,186 x 6 = 1,1 ptas 


Problema 12. Tenemos 10 1, medidos a 18° C y 750 mm, de una mezcla gaseosa 
con 10 % de hidrogeno, 15 % de oxi'geno y 75 % de nitrogeno (los % son en 
volumen). 

1. Calcular las masas que de cada uno de estos tres gases existen en ella. 

2. Calcular tambien sus respectivas presiones parciales. 

3. Si dichas masas de oxi'geno y de hidrogeno se obtuvieran por electrolisis de 
agua acidulada, con una corriente de 2 A, ^cuanto tiempo se emplearia? 

4 . Si la tension entre los bornes del voltametro son 10 V, ^,que energia se consu- 
mira? 


650 




















Solution 


1) y 2) Las presiones parciales de cada uno seran: 

| p u = 750 x 0,1 = 75 mm~ 


pV = nRT =*> 


3) 


4) 


Po = 750 x 0,15 = 112,5 mm 


p N = 750 x 0,75 = 562,5 mm 


75 


760 

112.5 
160 ~ 

562.5 
~~ 160 ~ 


M H 

10 = —0,082 x 291 


M c 

10 = 0,082 x 291 


10 


32 

M n 

28 


0,082 x 291 


M„ = 0.08 g 



75 0,08 

32 

112,5 

2 

M 0 

75 0,08 

28 

562,5 

2 

A/ N 


0,08 = 
1,92 = 


1 


96 500 
16 


2 *i =*> 


= 3 860 s 


2 x 96 500 


21 -> => 


t 2 = 11 580 s 


W , = (V - V')/r, = 10 x 2 x 3 860 = 77 200 J 


W 2 = (V - V")/f 2 = 10 x 2 x 11 580 = 231 600 J 


M 0 = 1,92 g 


M n = 8,4 g 


Problema 13. Un voltametro de nitrato de plata con electrodos de plata y resis- 
tencia de 20 12 debe funcionar con corriente de 0,5 A, en un sector de corriente 
cuya tension es 110 V, intercalando en el circuito una resistencia auxiliar. Se 
pide: 

1. La longitud de hilo de hierro de 0,1 mm de diametro necesaria para reali- 
zar la resistencia auxiliar (resistividad del hierro: 15,7 pl2 • cm). 

2 . ^Como se podria construir una resistencia analoga con ayuda de lamparas de 
incandescendencia que consumiesen 0,1 A bajo 100 V? 

3. El peso de plata depositado por h en el voltametro. 

4. La cantidad de calor desprendida en la resistencia auxiliar durante el mismo 
tiempo. 


1) 


R 


Solution 



V\ - v 2 

R + r 


=> 0,5 = 


200 = 15,7 x 10" 6 


110 

20 + R 
l 


-25 x 10" 6 


=> R = 200 Q 


=> 


/ = 1 000 cm = 10 m 


2) 



100 

0,1 


10 3 12 
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Colocando n l£mparas en derivacidn: 


1 

200 


n 

1 000 


=> 


n = 5 lamparas 


3) 


M = 


108 


96 500 


0,5 x 3 600 = 2 g 


4) 


Q = 0,24 1 2 Rt = 0,24 x 0,25 x 200 x 3 600 = 43 200 cal 


Problema 14. Un voltametro con electrodos de platino contiene una disolucion 
de acido sulfurico; su fuerza contraelectromotriz es de 1,5 V y su resistencia inte¬ 
rior de 4,5 Q. Esta conectado en serie a un generador cuya FEM es de 12 V y 
entre el generador y el voltametro hay colocada tambien en serie una resistencia 
R , de 4 12. Suponemos cerrado el circuito y despreciable la resistencia de los 
conductores que forman las conexiones y el generador. 

1. Dibujar un esquema del circuito. 

2 . Calcular la intensidad de la corriente que circula. 

3. Hallar el tiempo que ha de transcurrir para que en el voltametro se despren- 
dan 25 cm 3 de H 2 , medido en condiciones normales. 

4. ^Cual es la cantidad de calor que se desprende en la resistencia R durante 
dicho tiempo? 

Solucion 

R = 4Cl 

2 ) 


r' = 4,5 fl 

Problema XXIX-14 3) Como 96 500 C desprenden 22 400 cm 3 de H 2 , tendremos: 


/ = ——— = —-= 1,235 A 

R + r' 4 + 4,5 




« = 12V 


€' = 1,5 V 


S04H 2 


_ 11 200 
96 500 


1,235/ 




/ = 174 s = 2 m 54 s 


4) 


Q = 0,24 1 2 Rt = 0,24 x 1,235 2 x 4 x 174 = 254,7 cal 




Rv —* 00 


Hh 


( = 3 V 


R= 15H 
—WVWA- 


Problema 15. Un circuito electrico consta de una pila cuya fuerza electromotriz 
es de 3 V, una resistencia de 15 12 y un voltfmetro de resistencia interior muy 
grande en conexion con los bornes de la pila. Calcular: 

1. La resistencia interna de la pila si el voltimetro marca 2,7 V. 

2. El calor desarrollado en la resistencia durante 2 h. 

3. El cine (Zn = 65,4) consumido por la pila cada h. 


Problema XXIX-15 


Solucion 


/ = 


V , - V , 


2,7 

"15" 


= 0,18 A 


V, - v 2 = e - Ir 


2,7 = 3 - 0,18r => 


r = 1,67 12 




































2) 


(V — V %) 2 2 7 2 

Q = 0,24-L_i— , = o,24 - 2 x 3 600 = 839,8 cal 


3) 


M = 


M a , 


v96 500 


It = 


65,4 


2 x 96 500 


0,18 x 3 600 = 0,22 g 


Problema 16. En un circuito electrico se montan en serie un acumulador, una 
resistencia variable y un voltametro de gases. El acumulador tiene una FEM de 
4 V y una resistencia interior despreciable. El voltametro tiene una resistencia 
interna de R = 1 Cl y una fuerza contraelectromotriz de 1,5 V. La intensidad de 
la corriente es de 1 A. Determinar: 

1 . Potencia suministrada por el acumulador. 

2. Resistencia total del circuito. 

3. Gramos de hidrogeno desprendidos en una hora. 

4. Volumen que ocuparia este hidrogeno, recogido sobre agua, siendo la tempe- 
ratura de 20° C, la presion exterior de 740 mm y la tension del vapor de agua a 
esa temperatura 17,5 mm. 


1) 

2 ) 


Solucion 


P=e/ = 4xl=4W 


I = 


e - e 

R 



=> 


R = 2,5 LI 


3) 

4) 


pV- nRT => 


M = 


1 

1 x 96 500 


3 600 = 0,037 g 


p = 740 - 17,5 = 722,5 mm de Hg 


_722^5_ y = 0*037_ Q 0g2 x 293 
760 2 


V = 467 x 10 " 3 1 = 467 cm 3 


f = 4V 



Problema XXIX-16 


Problems 17. Un circuito electrico esta integrado por las siguientes partes: una 
bateria de 13 elementos, cada uno de los cuales tiene 2 V de FEM, y una resisten¬ 
cia interna de 0,003 11; un voltametro de sulfato de cobre con electrodos de plati- 
no, cuya resistencia interna es de 7,5 11, y los cables de conexion, cuya resistencia 
es de 2 Q y en los cuales, por el efecto Joule, se desprenden 180 cal/min. 
Calcular: 

1 . La intensidad de la corriente. 

2. El peso de cobre depositado por min. 

3. Fuerza contraelectromotriz del voltametro. 

4. Intensidad de la corriente en el caso de que los electrodos fuesen de cobre. 


1) 


Solucion 


Q = 0,24/ 2 /?f 


180 = 0,24 / 2 2 x 60 


/ = 2,5 A 
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e. = 2 V 



Problema XXIX-17 


2 ) 


3) 


M = 


M al 


v96 500 


It = 


63 


2 x 96 500 


2,5 x 60 = 0,049 g 


j _ € - 6' 2 g _ 26-6' 

’ 9,539 


6' = 2,15 V 


4 ) Si los electrodos son de cobre, no existe fuerza contraelectromotriz del voltametro 
( 6 ' = 0 ); luego: 


r = JL = 

26 _ o 7 ^ 

Rr 

9,539 


Problema 18. Un circuito electrico esta formado por las siguientes partes conec- 
tadas en serie: a) Una bateria de acumuladores (FEM de cada elemento, 2 V; 
resistencia interior, despreciable). b) Una resistencia de 8 Q introducida en un 
calorimetro con agua, cuya capacidad calorifica equivale a 500 g de agua. c) Un 
voltametro de agua acidulada, con electrodos de platino. d) Un voltametro de 
nitrato de plata con electrodos de plata. Se desea averiguar lo siguiente: 

1 . La intensidad de la corriente. 

2. El volumen de hidrogeno producido durante 15 min en el voltametro de agua 
acidulada, medido en condiciones normales. 

3. El peso de plata depositado durante un cuarto de hora en el catodo del volta¬ 
metro de N0 3 Ag. 

4. El numero de elementos que tendra la bateria de acumuladores, sabiendo que 
la resistencia total del circuito es de 12 Q. 

DATOS: Peso atomico de la plata: Ag = 108. Fuerza contraelectromotriz del vol¬ 
tametro de agua: 1,5 V. Para elevar un grado la temperatura del agua del calori¬ 
metro tiene que pasar la corriente durante 15 min. 



Solution 


1 ) 


Q = 0 t 24PR\r = Me At => 0,24^8 x 15 x 60 = 500 => 

2) La masa de hidrdgeno producido sera: 

,,, 0,53 x 15 x 60 „ 

M = -96500- 


I = 0,53 A 


3) 

4) 


Po — 


22 400 


g/cm 3 


V Q - 55,3 cm 3 


M" = 


108 


96 500 


0,53 x 15 x 60 = 0,53 g 


rtGj — 6' nl — 1,5 

/ = ^7r- ^ °- 53 = —nr— ^ 


n = 4 
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Problema 19. Un circuito electrico esta formado por los siguientes aparatos co- 
nectados en serie: a) Una resistencia formada por un hilo metalico de 2 m de 
longitud y 0,4 mm de diametro. Esta resistencia esta sumergida en un calorimetro 
de cobre que pesa 167 g y contiene 600 g de agua. b) Un voltametro con electro- 
dos de plata que contiene una disolucion N0 3 Ag. c) Un voltametro con electro- 
dos de platino que contiene agua acidulada por S0 4 H 2 , provisto de una bureta 
para recoger juntos los gases desprendidos en ambos electrodos. Se hace pasar 
por el circuito una corriente continua y constante durante 30 min. A1 cabo de este 
tiempo en el voltametro de plata se han depositado 1,37 g de Ag y la temperatura 
del calorimetro ha aumentado en 6,2° C. 

1 . Calcular el volumen del gas recogido, medido en condiciones normales. 

2 . Calcular la resistencia sumergida y deducir la resistivdad del material. 
Datos: Calor especifico del cobre: 0,09 cal/g • °C. Peso atomico de la plata: 108. 


Solution 

Con los datos de b) calculemos la intensidad de la corriente: 


U7 -iS- 130x60 


I = 0,68 A 


1 ) 




1,37 

108 

PoVa = 

0,1015 

- 0,082 x 273 

32 

Ph v » = 

0,0127 

- 0,082 x 273 

2 


16 


1 


M 0 = 0,1015 g 


M» = 0,0127 g 
Po + Ph = 1 a'm 


V'o = °’ 3 ° 15 - + 0, ° 2 127 J 0,082 x 273 1 = 0,213 1 


2 ) 


Q = 0,24/-/? t = M Cu cM + MM 


R — z — —’ 19 — c 

A z(0,2 x 10' 3 ) 2 



Problema 20. Un generador electrico de 10 V de fuerza electromotriz y 0,5 tl de 
resistencia interna alimenta un circuito con dos derivaciones. En una existe un 
voltametro de 2 V de fuerza contraelectromotriz y 5 Li de resistencia interna, y en 
la otra, una resistencia de 30 L 2 . Calcular: 

1. Intensidad de la corriente en el generador y en cada derivacion. 

2. Diferencia de potencial entre los bornes del generador. 

3. El conjunto esta funcionando 10 min. Calcular: a) Energiasuministrada por el 
generador. b) Energfa perdida en el, en forma de calor. 
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e' = 2 V 


Solution 


i- 


l r = 0,5 H 


R = 30 n 

vwwv- 

Problema XXIX-20 


1) Leyes de Kirchhoff: 


3) 


a) 

b) 


VOLTAMETRO 



/ = /. + / 2 

|/ = 1,732 A 

^=sn 



0,5/ + 5/, = 10 - 2 

/, = 1,427 A 

I e = 10 V 


0,5/ + 30/ 2 = 10 

|/ 2 = 0,305 A | 

-1 - 


> 1 

2) ,_ 



V\ ~ V 2 = € - Ir = (10 - 1,732 x 0,5) V = 9,134 V 


U = (V, - V 2 )It = 9,134 x 1,732 x 10 x 60 = 9 492 J 


U' = Prt = 1,732 2 x 0,5 x 10 x 60 = 900 J 


1." CASO 


2.® CASO 


€ = 6 V 


r = 0,5n 


R = 4ft 

■vww- 


/? = 4 n // 


r = 1,5 n 


H h 


Problema 21. Se conecta un hilo metalico de 4 Q de resistencia a los bornes de 
un generador de corriente continua de 6 V de FEM y 0,5 Q de resistencia interior. 
Calcular: 

1. La intensidad de corriente que circula. 

2. El calor desprendido en el hilo durante 2 min. 

3. Se conecta al generador anterior, en derivation con el hilo metalico a los bor¬ 
nes de un voltametro de cobre, con electrodos de cobre y de 1,5 Q de resistencia 
interna. Calcular: a) Las intensidades de corriente que circulan por el hilo y por 
el voltametro. b) El peso de cobre que se depositara en el catodo en 1 min. Peso 
atomico del cobre: 63,5. 


Solution 


l. cr caso: 
1 ) 

2 ) 


I- 6 - 

6 

- 4 A 

R + r 

4 + 0,5 

3 A 


|e = 6V 


Q = 0,24l*Rt = 0,24 4 x 2 x 60 = 204,8 cal 

1 r = 0,5 H 


9 


2.° caso: 

3) 

a) Lemas de Kirchhoff: 




/' = /; + r 2 

0,5 /' + 4/; = 6 
0,5/' + 1,5/; = 6 


Problema XXIX-21 


b) 


/' = 3,8 A 


/', = 1 A 


A = 2,8 A 


M ~ % 5 500 x 6° = 0.05 g 
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Problema 22. Se montan en serie tres generadores identicos de 3,18 V, de FEM 
y 0,65 Q de resistencia interna cada uno, que alimentan mediante conductores de 
0,85 Q de resistencia total, a una cuba electrolitica con nitrato de plata con elec- 






























































trodos de plata de 4,3 Q que lleva en derivation una resistencia de 3,7 Q. 
Calcular: 

1. La intensidad que recorren los conductores de alimentation. 

2. La plata depositada en la cuba en 1 h. 

3. El calor producido simultaneamente en la resistencia de 3,7 Q. 

4. La diferencia de potencial en los bornes de cada generador y de la cuba. 

5. La potencia consumida por los generadores, la suministrada por los mismos al 
circuito, la consumida por la cuba y el rendimiento de la instalacion. 

Solution 


1) Lemas de Kirchhoff: 

/ = l x + l 2 

(3 x 0,65 + 0,85)/ + 4,3/, = 3 x 3,18 
(3 x 0,65 + 0,85)/ + 3,7/ 2 = 3 x 3,18 

2 ) 



M = 




v96 500 


/.' = 


108 


96 500 


0,92 x 3 600 = 3,71 g 


Q = 0,24 llR 2 t = 0,24 x 1,07 2 x 3,7 x 3 600 = 3 660 cal 


3) 

4) 

V } - V 3 = *6, - lnr x = 3 x 3,18 - 1,99 x 3 x 0,65 = 5,66 V 
luego en cada generador ser£: 


V, - V 3 5,66 

V - V' = ———— = —^— = 1,89 V 


V 2 - V 3 = /,/?, = 0,92 x 4,3 = 3,96 V 


5) Potencia consumida por los generadores: 


P Q = l 2 nr } = 1,99 2 x 3x 0,65 = 7,72 W 


Potencia suministrada: 


P = ai6,/ = 3 x 3,18 x 1,99 = 18,98 W 


18,98 - 7,72 
18,98 


= 0,60 =» 


60 % 



Problema 23. Entre dos bornes de diferencia de potencial constante, igual a 
110 V, estan montados en serie un reostato, un motor y una cuba electrolitica 
que contiene una disolucion de sulfato de cobre con electrodos de cobre. 

1 . Cuando el motor esta en reposo se depositan en el catodo 3,522 g de cobre en 
18 min. Calcular la resistencia total de todo el circuito. 

2. Cuando el motor funciona el mismo peso de cobre es depositado en 30 min. 
Calcular la fuerza contraelectromotriz del # motor y su potencia. 


= 0,85 ci 
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Solution 


-o o-- 

2 1 

f. s 

: R 

1 1 

r 







1 -1 - 

-SO4C11 — 

vWv\r - 



-o o- 


2 1 



Problema XXIX-23 


1 ) 


R r = R + r' + r 


M = 


M, 


/,/, => 3,522 = 


63 


v96 500 ‘ , * 1 ' 2 x 96 500 

V } -V 2 = I l R T => 110=10/? T 


/, 18 x 60 => /, = 10 A 


R r = 11 12 


2 ) 


M = 




v96 500 


I 2 t 2 =i> 3,522 = 


63 


A. W-y- 6, . 6- 


2 x 96 500 

110 - e 


A30 x 60 => A = 6 A 


11 


6 ' = 44 V 


p M = ei 2 = 44 x 6 = 264 W 



Problema 24. Una bateria de pilas (FEM: 0,9 V; resistencia interna: 1,6 il cada 
una) esta formada por 30 elementos conectados de 10 en 10 en serie y formando 
tres grupos identicos asociados en paralelo. A1 paso de la corriente se deposita 
cobre en los catodos respectivos. Si la resistencia externa es de 205 il y la bateria 
esta 1 h en funcionamiento, ^que cantidad total de cobre se habra depositado? 
Peso atomico del cobre: 63,5. 


Solution 


-L 10 x 1,6 + /205 = 10 x 0,9 => / = A 

3 031 


en cada pila: 


M\ = 


63,5 


27 


2 x 96 500 3 x 631 


■ 3 600 = 0,017 g 


M = 30M, = 0,51 g 


Problema 25. Se dispone de 12 pilas Leclanche, cada una de 1,5 V de fuerza 
electromotriz y de resistencia interna r x . Agrupadas en dos series paralelas de seis 
elementos cada una, alimentan una resistencia R sumergida en 400 g de petroleo 
(c = 0,5 cal/g • °C) contenido en un calorimetro. Cuando la intensidad de la co¬ 
rriente es de 0,5 A, la temperatura del petroleo sube 1,5° C en 7 min. Calcular: 

1. La resistencia R. 

2. La diferencia de potencial entre los bornes de la bateria de pilas. 

3. La resistencia interior r x de una pila. 

4. El peso de cine desaparecido en el conjunto de las pilas durante los 7 min que 
dura la experiencia. 

Dibujar un esquema del montaje. Peso atomico del cine: 66. 
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Solution 


1) Q = 0,24/ 2 /?r = McJt =s> 0,24 x 0,5 2 /?7 x 60 = 400 x 0,5 x 1,5 => [ft = 12 0 

2 ) 


V, - V 2 = /ft = 0,5 x 12 = 6 V 


3) Leyes de Kirchhoff: 

0,25 x 6r, + 0,5 x 12 = 6 x 1,5 =* 

4) En una pila: 

M ' = 2 X 96 500 0.25 X 7 X 60 = 0,036 g => 


r, = 2 Q 


M = 12 M l = 0,43 g 



Problema 26. Un circuito comprende: a) Doce acumuladores, cada uno con una 
fuerza electromotriz 6 = 2Vy una resistencia interna r - 0,3 Q, agrupados en 
tres series de a cuatro elementos, montados en paralelo. b) Una cuba electrolitica 
que contiene una disolucion de sulfato cuprico en la que se sumergefi dos electro- 
dos de cobre; la resistencia de la cuba es 0,9 Q. c) Un pequeno motor. Se pide lo 
siguiente: 

1. Cuando el motor esta inmovilizado, el peso de cobre depositado es de 2,56 g 
en 32 min 10 s. ^Cuanto vale la resistencia del motor? (Cu = 64). 

2. Cuando el motor gira el peso de cobre depositado en el mismo tiempo es de 
0,96 g. ^Cuanto vale la fuerza contraelectromotriz del motor? ^Cuanto vale su 
potencia? ^Cual es la diferencia de potencial entre sus bornes? 

3. Quitamos el motor y agrupamos los 12 acumuladores de tal manera que nos 
proporcionen el maximo deposito de cobre en un tiempo dado. ^Como hemos de 


agruparlos? Razonese la contestacion. 

Solucion 

1) Leyes de Faraday: 


1 ® f caso: El motor no gira. Cl = 2 V 


2,56 = 


Leyes de Kirchhoff: 


64 


2 x 96 500 


/, (32 x 60 + 10) 


A = 4 A 


y 4 x 0,3 + 4r' + 4 x 0,9 = 4 x 2 =» 


r' = 0,7 Q 


2) Leyes de Faraday: 

0,96 = - 


64 


2 x 96 500 


/ 2 (32 x 60 + 10) => l 2 = 1,5 A 


Leyes de Kirchhoff: 




l 7 > 
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3) Aplicando las leyes de Kirchhoff a un circuito de resistencia externa R que tiene n acumu¬ 
ladores jen serie y m series en paralelo, la intensidad de corriente que circula por el circuito 
general (exterior) es: 


El numero de acumuladores sera: 

N = mn = 12 


luego: 


/ = 




n 6] 


i 


R + 


R + 


m N/n 

Expresi6n de I en funcidn de la variable n. 


« + 1r- 


nN6 , 
RN + n 2 r, 


Para que / sea maxima es necesario que: 

dl N6 } (RN + n 2 r x ) - nN€ x 2nr x 
Q = ~dn [RN + n 2 r,) 2 


Es decir: 

NE\(RN + /i 2 r,) = nNE } 2nr } => RN + n 2 r } = 2 rt 2 r, => /?N = n 2 r x => n = 

para los valores dados: 

V 0,9 x 12 _ * 

0 , 3 — ~ 6 

Por tanto, la asociaci6n de / maxima es de dos series, con seis acumuladores cada una. 















Capitulo XXX 


ELECTROMA GNETISMO 

A) FUERZA DE LORENTZ 

-FORMULARIO- 

FUERZA DE LORENTZ a UN CONDUCTOR SUMERGIDO EN UN CAMPO MAG- 
NETICO: 

dF = Idlx B o F = f Idl X B 

FUERZA DE LORENTZ SOBRE UNA CARGA QUE SE MUEVE EN UN CAMPO 
MAGNETICO: 

F = qv X B 

FLUJO DEL CAMPO MAGNETICO A TRAVES DE UNA SUPERFICIE: 
d<P = B ■ dA <p = j B ■ dA 

MOMENTO MAGNETICO DE UNA ESPIRA: 

m = I A 

MOMENTO MAGNETICO DE UN ARROLLAMIENTO: 

m = nIA 


Problema 1 . Un disco metalico puede girar alrededor de un eje EE'. Se instala 
una pila en la forma de la figura, estableciendo los contactos con la periferia de la 
rueda y con el eje por medio de escobillas que permiten el giro de la rueda sin 
perder el contacto. La corriente circula en el sentido de la flecha, funcionando el 
radio OA como conductor. Puesta la rueda en un campo magnetico cuya direc- 
cion es la del eje, se pone a girar sola. ^.Por que? 

Solucion 

Sobre cada uno de los puntos del radio OA actuan fuerzas perpendiculares a 61 y hacia el 
exterior del piano del dibujo, dcterminadas por la fuerza de Lorentz, Que hacen girar a la 
rueda de forma que su punto A saldria del papel hacia nosotros. 
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Problems 2. La masa de la rueda de Barlow del problema anterior es de 20 g. 
La experiencia se hace en el vado; el campo magnetico es de 2 x 10 -3 T y la 
intensidad de la corriente es de 1 A (ambos los supondremos constantes con el 
tiempo). Calcular la velocidad angular de la rueda a los 10 s de iniciado su movi- 
miento. 


Solucion 


El valor de la fuerza que actua sobre cada elemento del radio dr queda determinado por la 
«fuerza de Lorentz»: 


dF = IdrB sen? 

9 = -y- => sen? = 1 


=> dF= IdrB 


La integracidn de esta expresidn nos da el valor de la fuerza que actua sobre la totalidad del 
radio y en su punto medio: 


/ 


F = Bl I dr = BIr 


El momento de tal fuerza con respecto al centra de la rueda es: 


" = s/r -r = 


BIr 2 


El momento del par es igual al producto del momento de inertia, Mr 2 /2, por la aceleracidn 
angular que adquiere el cuerpo y, por tanto: 


BIr 2 

2 



a 


co 

T 


=* BI = 


Mco 


=> 2 x 10" 3 = 


2 x \Q- 2 co 
10 


co=l rad/s 


X 


X 


X X 


s' 


X X 


X * X 


X X 


X 


X 



X 


X 


Problema 3. Un alambre homogeneo de 50 cm de longitud y 10 g de masa, por 
x el que circula una intensidad de corriente I, se encuentra «sumergido» en un 
campo magnetico de valor B = 0,2 T (perpendicular al piano de la figura y que 
x entra en la pagina). Determinar la magnitud y direccion de I para que se manten- 
ga en equili'orio y no caiga por su peso. 

X 


Problema XXX-3 


Solucion 


F= Mg 


F= BIl 

que tendon que ir de izquierda a derecha de la figura para que la fuerza de origen magnetico 
este dirigida hacia arriba y anule el peso. 


Mg _ 
Bl 


10~ 2 x 9,8 
0,2 x 0,5 


= 0,98 A 
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Problema 4. Un hilo conductor DF por el que circula una corriente producida 
por la pila P se puede deslizar a lo largo de los hilos CD y EF sobre los que 
descansa. Variamos la position del cuadro, poniendolo vertical. Si la intensidad 
de la corriente es adecuada, el hilo DF no caeria. ^Por que? 


Solucion 


La aplicaci6n de la fuerza de Lorentz nos indica que sobre el hilo DF actua una fuerza perpen¬ 
dicular a el y hacia arriba, cuyo valor es: 


F - BIl sen? 

_ K 
9 2 


F= BIl 




Si esta fuerza es igual al peso del hilo, €ste no caera. 


Problema XXX-4 


Problema 5. En la experiencia del problema anterior realizada en el vacio el 
campo magnetico B es de 196 x 10 -4 T y la intensidad de la corriente es 5 A. 
Calcular la masa de cada cm del hilo DF para que no caiga por su peso. 


Solucion 


La expresidn de la fuerza de Lorentz es: 

dF - Bldlstn? 


Siendo constantes todos los factores y el angulo p que forma el hilo DF con el campo magneti¬ 
co 90° (senp = 1), el valor de la fuerza hacia arriba es: 


• = Bl j dl = 


BIl 


La fuerza Fqueda equilibrada por el peso del hilo; si A es la masa de cada unidad de longitud, 
A/ es la masa del hilo y su peso; A/g, por tanto: 


A Ig = BIl 


A= *L = -0, 0196 *5 kg/m _ _ 0, 01 9 6_ x 5 xjtf ^ = ^ 

g 9,8 9,8 x 10 2 * 


Problema 6. En el platillo de una balanza de Coton colocamos una pila de FEM 
1 V que alimenta un circuito de resistencia total 1 LI. El circuito esta en el seno 
de un campo magnetico producido por un electroiman NS de forma que el campo 
magnetico entre sus polos es perpendicular a los hilos que hay entre las piezas 
polares. Antes de establecer contacto entre pila y circuito se coloca en el otro 
platillo de la balanza una tara, de mayor masa que la existente en A, y se equili- 
bra la balanza mediante pesas de masa M x = 15,830 g. Se hace circular la co¬ 
rriente y para mantener el equilibrio de la balanza hay que modificar las pesas de 
A ; la masa de ellas, conseguido el equilibrio, es M 2 = 15,730 g. La longitud del 
hilo EF es 9,8 cm. La experiencia se realiza en vacio. Calcular la intensidad del 
campo entre los polos del electroiman. 
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8 cm 


Solucion 



La fuerza de Lorentz: 

dF = 5M/senp 


9 = ~~ 2 ~ => sen? = 1 




£// 


esta fuerza queda medida por la variaci6n del peso en la balanza: 


(Mi - M 2 )g = BIl 


/=-S. = 1A 


(15,830 - 15,730)10" 3 9,8 = B 9,8 x 10“ 


B = 10 -2 T 




Problema 7. El cuadro rectangular de la figura adjunta puede girar alrededor 
del eje Z y transporta una corriente de 10 A en el sentido indicado. 

1. Si el cuadro se encuentra en un campo magnetico uniforme de 0,2 T paralelo 
al eje Y, calcular la fuerza ejercida sobre cada lado del cuadro en dyn y el mo¬ 
menta en dyn • cm necesario para mantener el cuadro en la posicion indicada. 

2. La misma cuestion cuando el campo es paralelo al eje X. 

3. «rQue momento seria necesario aplicar al cuadro para que permanezca en 
equilibrio en el caso en que este pudiese girar alrededor de un eje que pasase por 
su centro, paralelamente al eje Z? 

Solucion 

F = £//sen? 



3) Habria que aplicar pares iguales, pero de sentidos contrarios a los obtenidos en los aparta- 
dos 1) y 2). 


Problema 8. Un electron penetra normalmente en un campo magnetico unifor¬ 
me de 15 x 10 -4 T. La veiocidad es de 2 x 10 6 m/s. Calcular: 

1. La fuerza que actua sobre el electron. 

2. El radio de la orbita que describe. 

3. El tiempo que tarda en recorrer esa orbita. 
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Solution 


1 ) 


F = Bqv = 15 x 10“ 4 1,6 x 10" 19 2 x 10 6 = 48 x 10" 17 N 


2) La fuerza que actua sobre el electron es constante y siempre perpendicular a la velocidad 
de 6ste y, por tanto, a la trayectoria; en consecuencia, esta es circular, calculandose su 
radio: 


Bqv = M- 


3) 


2 7r Ztor 

v =-r = —-— =» 

r M 


Mv 

9,1 x lO' 3 ’ 2 x 10 6 _ _ ^ ^_ 


Bq 

m - / mm 

15 x 1<T 4 1,6 x 10-' 9 





T 2tzM 

2,9,1 x 10->' 

-8 s 

B, 

L., JO A 1U 

15 x 10" 4 1,6 x KT 19 




Problema XXX-8 


Problema 9. Se lanza un electron con una velocidad de v = 1CP km/s en el inte¬ 
rior de un campo magnetico, normalmente a la direction de la induction B , cuyo 
valor es de 10“ 2 T. Se pide: 

1. Demostrar que el electron seguira una trayectoria circular con un movimiento 
uniforme, y calcular el radio de la trayectoria y el numero de Hz. 

2. Calcular en J la energia del electron a su entrada en el campo. 

3. Calcular la variation de potencial V que debe experimentar ese electron para 
pasar del reposo a la velocidad v (suponemos invariable la masa). 


Solution 


1) La fuerza debida a B es constantemente perpendicular a la trayectoria, luego tiene que 
seguir una trayectoria circular: 


2 ) 



3) 


T = (V - V')q => 4,55 x 10’ 15 = (V - V')l,6 x 10" 


V - V' = 28 400 V 


Problema 10. Sobre un proton que posee una energia cinetica de 4,5 MeV actua 
en direction normal a su trayectoria un campo magnetico uniforme de valor 8 T. 
Determinar: 

1. Valor de la fuerza que actua sobre el. 

2. El radio de la orbita descrita. 

3. Numero de vueltas que da en 1 s. 
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Solution 



Problema XXX-10 


T= 4,5 MeV = 4,5 x 10 6 x 1,6 x IQ-' 9 J = 7,2 x 10" 13 J 


— Mv 2 = T => 
2 


A / — = A / 2 x 7 » 2 x 10 13 = 2,91 x 10 7 m/s 
V M V 1,7 x 10' 27 


1 ) 


2 ) 

Bqv 

3) 


F = Bqv = 8 x 1,6 x 10’ 19 x 2,91 x 10 7 = 37,3 x 10" 12 N 


Mv 2 
r 


=> 


r = J^ = 1,7 x IQ -27 x 2.91 x 10 7 . 38 i6x 10 -, m 
Bq 8 X 1,6 x 10' 19 


V 


Bq 
2 7zM 


8 x 1,6 x IQ" 19 
2*1,7 x IQ" 27 


= 1,2 x 10 K Hz 


Problema 11. Calcular el radio de la trayectoria y el semiperfodo al penetrar un 
electron , un proton o un deuteron con velocidad de 10 7 m/s en un campo magnetico 
uniforme de 2 x 10~ 2 T; la velocidad y el campo son perpendiculares entre si. 


Solution 


F = Bqv = M 


Mv 

Bq 


v = tor 


2k_ Mv J_ = jtM_ 

T Bq 2 Bq 


e = — 1,6 x 10 _,9 C 
p = - e = 1,6 x 10- ,9 C 
d = p = 1,6 x 10- ,9 C 


m c = 9,1 x 10' 3 ' kg 

m p = 1,67 x 10- 27 kg 

m d = 2m p = 2 x 1,67 x 10 -27 kg 


1 ) 


2 ) 


. 9,1 x lCT 31 x 10 7 , „ „ , 3 , „ 

r c = - ! -= 2,8 x 10 m = 2,8 mm 

2 x 10‘ 2 x 1,6 x 10“ 19 

7 C ir9,l x lO -3 ' 

—=---s = 8,93 x 10-'° s 

2 2 x 10 ' 2 x 1,6 x lCT 19 


1,67 x IQ - 27 x 10 7 

2 x 10" 2 x 1,6 x l<r 19 

^1,67 x 10 ' 27 


m = 5,2 m 


2 x 1 CT 2 x 1,6 x lO ' 19 


s = 1,64 x 10 ‘ 6 s 


3) Al ser la masa del deuterdn doble que la del prot 6 n y tener la misma carga, el radio de la 
trayectoria circular y el semiperiodo seran el doble de los de aquella: 


r d = 10,4 m 


II. 

2 


3,28 x lO ’ 6 s 
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Problema 12. <-,Que trayectoria sigue un electron al penetrar en un campo mag¬ 
netico de forma que las direcciones de la velocidad y el campo no sean perpendi- 
culares ni coincidan? si coinciden? 


Solucion 


Descompongamos v en v x y v y . Debido a la velocidad v y , actual la fuerza de Lorentz: 

F z = Bqv y = Bqv sen* 


y la particula adquirira una trayectoria circular: 

Bqv sena = ■ mv — => r 


mv 

Bq sena 


Sobre la componente v x no ejerce accidn el campo B , ya que el Angulo que forman ambos es 
nulo. La particula avanzara a lo largo del eje x , con movimiento uniforme de velocidad: 


v x = VCOSa 

Al componer los dos movimientos obtendremos una 1 trayectoria helicoidal. 1 

Si B y v coinciden, no se manifiesta la fuerza de Lorentz y la particula: |sigue con el movimiento 1 
| que llevaba al entrar en el campo.~| 


Problema 13. En un determinado instante una carga de 2 pC posee una veloci¬ 
dad v = 2i — 3j + 2k rr\/s en una region en la que existen un campo electrico 
E = i — j + 2 k V/m y un campo magnetico B = 3i — 2j + k T. Calcular la fuer¬ 
za total ejercida sobre la carga en ese momento. 

Solucibn 


F = F e + F b = qE + qv*B F E * qE = (i - j + 2k)2 x 10" 6 N 


F B = qv x B = 2 X 10“ 6 


i j k 
2-3 2 
3 -2 1 


= 2 x 10‘ 6 (i + 4 j + 51k) N 


F = (2 1 + 3 j + lk)2 x 10" 6 N 


Problema 14. <-,Que condicion es la necesaria para que una particula electrizada 
que se mueve rectilineamente siga en su trayectoria rectilinea, estando sometida a 
un campo electrico y a otro magnetico perpendiculares entre si y perpendiculares 
a su velocidad? 


Solucion 


Las fuerzas debidas al campo electrico y al magnetico deben ser iguales y de sentido contrario: 


Fe = F b 


=> Eq - Bqv 



Y 



Problema XXX-12 


E 


F e 





Problema XXX-14 





















Problema 15. Se aplica una diferencia de potential de 100 V a las armaduras de 
un condensador, planas, paralelas, horizontales, separadas por 1 cm de distancia, 
y en el vacio. Calcular: 

1. La intensidad del campo electrico entre dichas laminas. 

2. La capacidad del condensador, si la superficie de cada lamina es de 0,5 m . 

3. Se lanza horizontalmente un electron entre las laminas con una velocidad de 
10 7 m/s y se aplica un campo magnetico perpendicular a dicha velocidad. Calcular 
la intensidad de este campo magnetico para que el electron no se desvfe, y deter- 
minar su direction. 

4 . Calcular el radio de la orbita circular descrita por el electron cuando se supri- 
me el campo electrico. 

Solucion 


1 ) 

2 ) 


E = 


V - V 


100 

0,01 


= 10 4 V/m 


r £ cf4 

0,5 - 0 44 ^ 10" 9 F 

L 

d 

4*9 x 10 9 x 1(T 2 


3) (Ver problema anterior.) 

£ „ !()’ = . 104 
B 

4) 


B = 10~ 3 T 


Mv 9,1 x 1(T 31 10 7 , _ 

r - -=---— m = 5,7 cm 


Bq 10~ 3 1,6 x 1Q- 



Problema XXX-16 


Problema 16. En el esquema representado en la figura de un espectrografo de 
masas ideado por Bainbridge, Fes una fuente de iones acelerados a traves de un 
potential de algunos miles de voltios, que penetran en un «selector de velocida- 
des» constituido por un condensador piano en el que se mantiene un campo elec¬ 
trico y perpendicularmente a el un campo magnetico que solo deja pasar a aque- 
llos iones que poseen una determinada velocidad v. Por encima de AA' existe un 
campo magnetico perpendicular al piano de la figura que hace que los iones de 
diferentes masas e igual carga describan distintas trayectorias circulares, incidien- 
do sobre una placa fotografica que una vez revelada nos dara el espectro de 
masas. En el supuesto que el campo electrico entre las placas del condensador sea 
de 200 V/m y el campo magnetico en ambas regiones descritas sea de 0,1 T, y el 
manantual emite iones de los tres isotopos de magnesio, i^Mg, i^Mg y i^Mg, con 
dos cargas positivas; calcular la distancia entre las lfneas formadas por los tres 
isotopos sobre la placa fotografica (x x y x 2 en la figura). 


Solucion 


La carga de los iones sera: 

q = 2 x 1,6 x 10' IV C = 3,2 x 10‘ ,v C 
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La masa del ion ^Mg 2 * es: 

M, = 24 u = 24 x 1,66 x 20“ 27 kg = 39,84 x 10" 27 kg 

La masa del ion i 2 Mg 2+ es: 

M 2 = 25 u = 25 x 1,66 x 10" 27 kg = 41,50 x 10" 27 kg 

La masa del ion 2 fMg 2+ es: 

M y = 26 u = 26 x 1,66 x 10~ 27 kg = 43,16 x 10" 27 kg 

La velocidad con que salen los iones de la rendija R sera tal que la fuerza de origen magnetico 
ejercida sobre ellos quede compensada por la fuerza electrica; entonces: 

£ 

Eq = Bqv => v — —— 

D 


En la region por encima de A A' los iones se moveran con una trayectoria circular tales que: 

Mv 2 _ Mv E 


Bqv = ■ 


Bq B 2 q 


M 


que para cada ion valdra: 



E 

M, 

r 1 ~ 

B 2 q 

r 2 = 

E 


B 2 q 


E 

Mi 

r 3 ~ 

B 2 q 


200 x 39,84 x 10~ 27 
10~ 2 x 3,2 x 10" 19 


m = 2,49 mm 


200 x 41,50 x IQ- 27 

10‘ 2 x 3,2 x 10~ 19 


m = 2,59 mm 


200 x 43,16 x 10~ 27 
10" 2 x 3,2 x 10" 19 


m = 2,70 mm 


jc, = 2 (r 2 - r,) = 0,20 mm 

=> ZI^ZZZZZZZI^ZZIZ 

x 2 = 2 (r 3 - r 2 ) = 0,22 mm 


Problema 17. Comprobar que una particula de carga q y masa M moviendose en 
trayectoria circular de radio R y con velocidad angular co equivale a una espira 
circular del mismo radio por la que circula una intensidad de corriente cuyo valor 
es I = ojq/2x. Expresar esta I en funcion del momento angular de la particula (L) 
y calcular el momento magnetico del sistema. 

Solucion 

En efecto, si la trayectoria es la de la figura y la velocidad angular es <o, la frecuencia sera: 

(O 

v = — 

y por el punto P pasa la particula v veces en un segundo; luego en un segundo por el punto P 
pasa una carga qv\ por tanto, en un intervalo de tiempo dt la carga dq que pasara por P sera: 

dq = jqdt 


luego la intensidad de la corriente que da lugar (equivale) el movimiento de esa particula 
cargada sera: 


dq_ 

dt 


' q 


to 



c.q.d. 



Problema XXX-17 
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Por otra parte, el momento angular de la partfcula es: 

L ~ £ ( ° 

{g = momento de inercia respecto al centro = MR 2 )\ entonces: 

/= _L,A = _^_ 

2 7? £ 2 -MR 2 


que es la expresion que queriamos obtener. 

El «circuito» obtenido tendr£ un momento magnetico cuyo valor sera: 


m = IA = Ir.R 2 



como m es un vector perpendicular al piano del circuito y el momento angular L tambien, se 
verifica que: 



B) LEY DE BIOT Y SABART 
- FORMULARIO- 


CAMPO MAGNETICO CREADO POR UN ELEMENTO DE CORRIENTE: 

dB = ‘ u ° — - - B = f — - - 

47r r 3 4^ J c r 3 

CAMPO MAGNETICO CREADO POR UNA CARGA EN MOVIMIENTO: 

fJ-0 qv A r 


5 = 


4n 


r 3 


PERMEABILIDAD MAGNETICA DEL VACfO: 

4 7T XT / A 2 


^0 = 


10 


r N / A2 


CAMPO MAGNETICO CREADO POR UNA CORRIENTE RECTILINEA INDEFI- 
NIDA: 


B = 


Pol 

2nd 


CAMPO MAGNETICO CREADO EN EL CENTRO DE UN CIRCUITO CIRCULAR: 

b - J2L 


2 R 


















Problema 18. En el piano del meridiano magnetico (piano vertical que pasa por 
el eje de un magnetometro, en equilibrio en el campo magnetico terrestre) esta 
colocado un circuito circular de 12,56 cm de radio. Cuando por el circula una 
corriente de 2 A la aguja magnetica apoyada en un eje vertical gira un angulo de 
45°. Calcular la componente horizontal del campo magnetico terrestre. 


Solucion 


La intensidad del campo magnetico creado por la corriente tiene por valor: 


Sc 


2 R 


4 t:2 

10 7 2 x 0,1256 


10 " 5 T 


El magnetometro gira un Angulo 9 , colocandose en la direcci 6 n de la diagonal del rectangulo 
que tiene por lados el campo calculado, B c (perpendicular al piano del circuito) y la componen¬ 
te horizontal del campo magnetico terrestre, B { : 

, S c 

tag 9 = -5- 
9 = 45° =$> tag 9 = 1 


B { = B c = 10 " 5 T 



Problema 19. Tenemos un hilo conductor recto y muy largo. A la distancia de 
10 cm de el y en un punto P colocamos un magnetometro de forma que su posi¬ 
tion de equilibrio (NS) este en el mismo piano del hilo. Hacemos circular una 
corriente y el iman, girando en un piano horizontal (su eje es vertical) se desvfa 
45° con respecto a su primer equilibrio. Calcular la intensidad de la corriente que 
circula por el hilo. (La componente horizontal del campo magnetico terrestre es 
la calculada en el problema anterior.) 


Solucion 


El iman gira, hasta adquirir la direction de la diagonal del rectangulo formado por el campo 
magnetico creado por la corriente y la componente horizontal del campo magnetico terrestre, 
ya que ambos campos son perpendiculares entre sf: 



=> B c = B { = 10 " 5 T 


9 — 45° => tag 9 — 1 


y como: 


S c 


2 r.a 


=*> 1(T 5 


\rA 

10 7 27:0,1 




/ = 5 A 



Problema 20. Dos conductores paralelos, rectos y que se pueden considerar co¬ 
mo indefinidos estan recorridos por sendas corrientes electricas; la separacidn 
entre ambos es de 15 cm. Por uno de ellos pasan 54 000 C cada hora y por el otro 
una corriente de 10 A; las dos corrientes son del mismo sentido. Determinar: 
1. El valor y sentido de la fuerza que actua, por cada cm de longitud de con¬ 
ductor. 
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2. El campo magnetico creado por el primer conductor, en un punto a 20 cm de el. 

3. Si la corriente del primer conductor pasa a traves de un voltametro con agua 
acidulada, ^cuantos gramos de hidrogeno se desprenden en cada hora? 


Solucion 



/' = 10 A 


1 ) 


1 


V 


F q - F v = BIl = n o 


_I_ n = 4* 15 x 10 x IQ ' 2 

2-a 10 7 2 *0,15 


N = 2 x 10 ‘ 6 N 


2 ) 



3) 


B = u 0 —— = —-= 15 x 10 ' 6 T 

2na 10 7 2 * 0,2 


M = ^6l00- 15 X 3 600 = 0 ’ 56e 


Problema XXX-20 


Problema 21. Dos largos y fijos conductores paralelos estan separados 10 cm; 
por uno M pasa una corriente de 30 A, y por el otro N una de 40 A. Si las 
corrientes son de sentidos opuestos, determinar: 

1. El valor del campo magnetico resultante en una linea del piano de los dos 
conductores, paralela a ellos y a igual distancia de ambos. 

2. El valor del campo magnetico en una linea paralela a los conductores y situada 
a 5 cm de M y 15 cm de N. 

3. ^Cual es la fuerza que por unidad de longitud sobre un conductor paralelo a , 
ambos, en su piano y a igual distancia de ellos y por el que pasa una corriente de 

5 A, en el mismo sentido de la que pasa por el conductor M. 


Solucion 


1 ) 



2 ) 


a = 0,05 m 
b = 0,15 m 




3) 


F = B,II =J> - 7 - = 28 x 10 ‘ 5 5 = 14 x 10 " 1 N/m 
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Problema 22. Calcular el flujo magnetico que atraviesa el cuadro rectangular de 
la figura. DatoS: / = 2 A, a = 5 cm, b = 10 cm, d = 5 cm. 


Solucion 


d<P = B ■ dA = BdA 

R - ^ 

2 kx 

dA = bdx 


d<P = 


HoIb dx 


2 k 


/ d+a nolb dx nolb d + 

—~-= —=-In-— 

d 2k x 2 k d 


Sustituyendo valores: 


$ = - 7r2 X ln2 = 2,77 x 10” 8 Wb 

10 7 2 k 


Problema 23. Calcular, aplicando la ley de Biot y Sabart, el campo magnetico 
creado eri el centro de un circuito circular de radio R por el que circula una 
intensidad de corriente I. 


Solucion 


Aplicando la fdrmula de Biot y Sabart y considerando que el angulo <p es 90°, obtendremos 
para valor del campo creado, por cada uno de los elementos de un circuito circular, en su 
centro: 


dB = -22- 

4* 


Idl 

R 2 


Todos estos campos se suman aritmeticamente, ya que tienen la misma direcci6n (perpendicu¬ 
lar al piano de( circuito) y el mismo sentido: 


B = 



Idl 


Un / jri. ,U(J 

— - (hdl = ■ 

4k R 2 J 4 kR 2 


2 kR 


=> 


2 R 


I 

b 

i 

i 

Problema XXX-22 


dx 


/ 





B 







—-X 

—- 


Problema XXX-22-1. 8 


Problema 24. Determinar, aplicando la ley de Biot y Sabart, el valor del campo 
magnetico creado por una corriente rectilinea indefinida en un punto a una dis- 
tancia a del hilo. 


Solucion 


Consideremos un elemento del hilo conductor dl de la figura, el vector dB que le corresponde 
es un vector perpendicular a dl y a r, por tanto perpendicular al piano de la figura y hacia 
afuera. Si consideramos otro dl\ su correspondiente dB' tambien sera perpendicular al piano 
de la figura y, por consiguiente, paralelo al anterior; lo mismo ocurrir£ para cualquier otro 
elemento que consideremos en el hilo, por lo cual el medulo del cmpo magnetico total ser£ la 
suma (integral) de los modulos creados por cada elemento; al ser: 


un dl sene 
dB = — I --- 



r 
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y teniendo en cuenta la figura, en la que se verifica: 

d , = - db — = rde => <tfsen ? =de 


sustituyendo nos dara: 


dB = 


f*o/ de 


sustituyendo r por su valor: 


cosd 


obtenemos: 


U(J 

dB = —-cos ede 

4 7 ta 


Integrando para los limites 0 = - n/2 y 6 = n/2 y abarcaremos todo el conductor rectilmeo inde- 
finido: 

Mb 


B 


= —- I cos odd = —- I sen 6» I = —-2 

47 ra J —-n /2 4 7 ta |_ J-V 2 


y en definitiva: 


B = 


2na 


Problema 25. Por integration de la ley de Biot y Savart, calcular el valor del 
campo magnetico creado en el centro de un circuito cuadrado de lado / por el que 
circula una intensidad I. Realizar el calculo para / = 20 cm e / = 10 A. 


i 



Solution 


Realizando en la expresidn de la ley de Biot y Savart el mismo cambio de variables que los 
realizados al demostrar el campo creado por una corriente rectilinea e indefinida, obtenemos 
por cada uno de los lados del cuadrado: 


B 


4*o 

1 4 7za 


J 


cos ode 


Los limites de integracion son -tt/ 4 y 7r/4 y el valor de a es la mitad del lado del cuadrado: 




24*o 

4 t r/ 


I cos ede = 

J - t -74 



2(uq r 1 + 1 “| 
4 ^/ [ VJ VFJ 


4*0 

VT 


Como los campos producidos por cada uno de los lados del cuadrado coinciden en direccidn 
(perpendicular al piano del papel) y en sentido (hacia el exterior), el campo total se obtendra 
multiplicando al anterior por 4: 


B = 4 B x 


4 4*o 

kI V2 


=*> 


B = 


4 x 10 x 4 - 

10 7 -0,2 VT 


= 5,66 X 10- 5 T 


Problema 26. Calcular el campo magnetico creado en el centro de un circuito en 
forma de hexagono regular de perimetro 36 VJcm, cuando circula por el una 
corriente capaz de depositar por electrolisis de nitrato de plata 10,062 g de este 
metal en 16 min y 40 s. 
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Solution 


Realizando en la expresion de la ley de Biot y Savart el mismo cambio de variables que en el 
problema anterior, obtenemos, para cada uno de los seis lados del hex&gonor 


/[u 0 

B ] = —-- I icosddd 

4 tzq ■ 1 




Los lfmites de integration son — z/6 y r /6 (—30° y 30°). El valor de a es: 


luego: 


B x = 


a = 4r cos 30° = / 

2 4 


——— [" senfi "J 30 * =_^_r_L + _Ll = 

r.l VT l J .jo. -/ VJ |_ 2 2 J 


/*, 


rd VT 



dl 


B = 


6/« 0 2/a„ VT 


siendo: 


y como: 


-/ vT xi 

, = perimetro = 36 VT = 
6 6 


[ 1 ] 


M = EJt =*> / = 


10,062 


M 

E c r 0,001118(16 x 60 + 40) 


= 9 A 


Sustituyendo en [ 1 ]: 


B = - 2 — 9 - 4rr = 12 x 10 ~ 5 T 

10 7 ^0,06 VT 


Problema 27. Determinar el campo magnetico creado por un circuito circular de 
radio R en un punto del eje y a una distancia a de su centro, cuando circula por el 
una intensidad de corriente I. 


Solution 

Aplicando la formula de Biot y Sabart, el campo magnetico creado por el elemento dl (figura) 
en un punto P del eje, y como la direccion de la corriente y la distancia r son perpendiculares 
(9 = 90°), nos quedara: 


dB = 


4 77 


Idl 


Descomponiendo el vector dB en los ejes X e Y de la figura, y tenicndo en cuenta que la 
componente del eje Y se nos anulara con la componente del campo creado por el elemento dl' 
en el punto P, y que esto nos ocurrira con todas las componentes en el piano - (figura) de los 
campos magneticos creados por todos los elcmentos que constituyen la espira, sacamos en 
consecuencia que el campo activo sera la suma (integral) de todas las componentes de los 
campos magneticos creados por todos los elementos de corriente, segun el eje OX. Como la 
componente dB x toma el valor: 

u 0 Idl 

dB s = -— cos ,3 



Problema XXX-27-1. 


4,t 
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y de la figura deducimos: 



r 2 = R 2 + a 2 cos/3 = sen (90 - /3) =-=- — 

r VR 2 + a 2 


sustituyendo, tenemos: 


dB x = 


uolR 


4tz[R 2 + a 2 ] 3/2 


■dl 


e integrando para todo el circuito: 

o 1R 


B 


Tsr 2 ’* 


y simplificando: 

B = - 

2 [R 2 + a 2 ] y2 

Si tenemos un arrollamiento de n espiras, y suponiendo que es piano, el campo magnetico 
creado por el en un punto del eje a una distancia a ser£: 


1 *0 nIR 2 
2 [R 2 + a 2 J 3/2 


Problema 28. Por un solenoide recto de longitud / y radio R y que tiene arrolla- 
das n espiras circula una intensidad de corriente I. Determinar: 

1. El campo magnetico en su interior, en un punto de su eje, aplicando la ley de 
Biot y Sabart. 

2. El campo magnetico en uno cualquiera de los extremos del solenoide y en un 
punto del eje cuando / » R. 

3. El campo magnetico en su interior cuando se verifica que / » R (solenoide 
recto e indefinido). 

Solucion 


1) Siendo n/l el numero total de espiras que existen en la unidad de longitud, entonces un 
elemento dx del solenoide tendra ndx/l espiras. El campo magnetico creado por estas ndx/l 
espiras en un punto P del eje ser£, segun el problema anterior: 


dB = 


<ji(JlnR 2 

2 l[R 2 + jr] 3/2 


dx 


Siendo R el radio del solenoide y x la distancia indicada en la figura: 



Problema XXX-28 
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Teniendo en cuenta que: 


tag 9 


diferenciando esta expresion: 


dx = 




Sustituyendo y simplificando, nos queda: 


a^In 

dB --— senpJp 


e integrando para toda la longitud del solenoide entre los limites p y a, obtenemos: 



2) En uno de los extremos del solenoide, siendo este lo suficientemente largo (/ » R ), y en 
un punto del eje al ser a = 0 y p = 90°, nos queda para valor del campo magnetico: 



3) En este caso sera: a = 0 y p = 180°, con lo que tendremos para valor del campo: 


Esta fdrmula obtenida para un punto del eje es aplicable con gran aproximacidn para cualquier 
punto del interior de un solenoide largo, con la excepci6n de puntos prdximos a los extremos. 


C) LEY DE AMPERE 


FORMULARIO 


Ley de Ampere: 


i 


B • dl = ixqI <j=> rotB = ixj 


J : densidad de corriente estacionaria. 


Problema 29. Sea una esfera conductora hueca con un orificio por el que pasa- 
mos un hilo conductor que unimos a la pared opuesta de la esfera. Suponiendo 
que por el hilo conductor pasa una corriente / y vuelve por la esfera uniforme- 
mente repartida, calcular el campo magnetico en el interior y exterior de la 
esfera. 

Solucion 


Aplicaremos la ley de Ampere 
para puntos interiores: 


a una circunferencia C de radio r menor que el de la esfera. 



B dl = uj 



Problema XXX-29 
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como B y dl son paralelos: 
B dl = Bdl => < 


c 

• u o^ 

y Bdl = (xq! => B2nr = ix i} I => 

2 nr 


Haciendo lo mismo para puntos exteriores, tomando una circunferencia C de radio R, mayor 
que el de la esfera, y teniendo en cuenta que la intensidad que atraviesa la superficie en un 
sentido lo hace despu^s en el otro, tendremos: 



B dl = [x () / 


=> B2kR 




0 





Problems 30. Aplicando la ley de Ampere, determinese el campo magnetico en 
el interior de un solenoide recto y largo con N espiras por unidad de longitud 
cuando por el circula una corriente de intensidad /. 

Solution 


A |—• — — -^u 

f ! 1 E 

©3 


nr 

zzr c~ 


Problema XXX-30 


Representamos en la figura la secci6n de un solenoide muy largo comparado con su di£metro, 
de tal forma que si nos interesa sdlo el calculo del campo en un punto interior alejado de los 
extremos, podemos suponerlo como indefinido, y sabemos (de antemano) que el campo en el 
interior es uniforme y en el exterior el campo es nulo. Sabiendo esto, calculemos la circulaci6n 
del campo a lo largo de una trayectoria que nos interese, es decir, que sea cdmoda de c&lculo, 
y en este caso de campo uniforme la elegimos como un rectangulo A BCD, parte del cual este 
dentro del campo y parte fuera. Tenertios que calcular: 


i 


B 

ABCDA 


dl 


esta integral la podemos descomponer en suma de varias: 


^)B dl = J* F B dl + J B B ■ dl + J* C B ■ dl + 


B dl + 


dl = 0 


d '*j? 


dl 


puesto que B = 0 en el exterior. Ademas: 




dl = 0 


porque B y dl en los tramos FB y CE son siempre prependiculares, luego el producto escalar 
sera nulo. Por tanto, el valor de: 


( i ) B ■ dl = f C B • dl = P Bdl = B f C 

J ABCDA ! B I B J B 


dl = BL 


ya que en el tramo BC todo dl es paralelo a B, y al ser el campo uniforme, el modulo de B es 
constante en todo punto, por lo que se puede sacar de la integral. Apliquemos ahora la ley de 
Ampere: 




• dl = ,u„/ 


teniendo en cuenta que I es la intensidad que atraviesa el area de la curva C. En nuestro caso 
el 6rea del rectangulo A BCD es cortada sucesivas veces por el conductor que suponemos que 
transporta una intensidad I. Cada espira la corta una vez, y si hay N espiras por unidad de 
longitud, el numero total de veces que la intensidad corta al area del rectangulo sera: NL. 
Luego tendremos que: 

B dl = t u () NLI 
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e igualando nos queda: 

BL = noNU 

es decir: _ 

B = ,uo NI 

Si la longitud total del solenoide fuese / y n el numero total de espiras: 


luego: 



B = u 0 


nL 

l 


de acuerdo con lo que ya habfamos obtenido en el problema 28 aplicando la ley de Biot y 
Savart. 


Problema 31. Hallar el campo magnetico *en el interior de una bobina toroidal 
de n espiras recorridas por una intensidad /. Demostrar que para la misma bobina 
el campo magnetico exterior es nulo. (Supondremos que la diferencia entre el 
radio externo e interno del toroide es despreciable frente al radio interno.) 


Solucion 

Aplicaremos la ley de Ampere para una curva C de radio: 

r 1 + r 2 


como B y dl son paralelos: 




Bdl = B2r:r m 


ya que B , debido a las hipdtesis hechas, es practicamente independiente de la distancia al 
centro. Como ademas la superficie de la curva C esta atravesada por n espiras, tendremos: 


rf 


X) B dl = u ( /il => B2xr m = ti n nl => 

n _ 

*(r, + r 2 ) 


Para demostrar que el campo en el exterior es nulo, tomaremos una curva contenida en el 
piano del toroide, de radio mayor que r 2 , con lo cual la intensidad que atraviesa en un sentido 
la superficie de la curva lo vuelve a hacer en el sentido contrario; luego la ley de Ampere nos 
da: 




Bdl = « 0 [*/ - nf] = 0 


B = 0 


c.q.d. 




Problema 32. Aplicando la ley de Ampere, determinese el campo magnetico 
creado por un hilo conductor rectilfneo indefinido de diametro d y que transporta 
una intensidad /: 

1. En un punto que diste r del conductor para r > dll. 

2. En un punto que diste r del conductor para r < d/2. 

Solucion 


Por simetna el campo magnetico tiene que ser tal que sus lineas de fuerza sean circulares, con 
centro en el eje del conductor, como se indica en la figura. 
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1) Elegimos como linea de integration una circunferencia C que coincida con la linea de 
fuerza de radio r. De esta manera el campo B y dl son paralelos en todo punto de la linea; 
por tanto, se verifica que: 




dl = B2kk 


hemos sacado fuera de la integral el mddulo del campo magnetico, pues es constante en todo 
punto de la linea C. 

Por otra parte, la aplicaci6n de la ley de Amper nos dar£: 



ya que la intensidad que atraviesa el £rea de la linea C es la que circula por el conductor. 
Igualando, queda: 


B2izr — U(J 



2) Elegimos como linea de integracidn una circunferencia C que coincida con una linea de 
fuerza de radio r. Operando exactamente igual que en el caso anterior, la circulacidn del 
campo a lo largo de dicha linea ser£: 



B dl = B27zr 


La intensidad que atraviesa el area de C no ser£ la misma que circula por el conductor «ente- 
ro». Como la corriente circula uniformemente a traves del conductor, podemos decir que la 
intensidad por unidad de £rea es constante, o lo que es lo mismo, que la densidad de corriente 
J es uniforme en todo el conductor (corrientes estacionarias). El valor de la densidad de co¬ 
rriente ser£: 



luego la intensidad /' que circula por la seccidn de area C sera: 



es decir: 


rzr 2 


V = 41- 


■a-Y 

por lo que la aplicaci6n de la ley de Ampere nos dara: 


d 2 




B dl = ,u 0 4 / 


d 2 


igualando nos queda: 


B 2 7zr = ,u 0 4/- =s> 

d 2 


B = 


2 ,uo lr 
7zd 2 
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D) PROPIEDADES MAGNETICAS DE LA MATERIA. 
CIRCUITOS MAGNETICOS 

-FORMULARIO- 

Imanaci6n (vector M): M = -jp- 

en modulo: M = j M = -y- 

7 m'• densidad de corriente de magnetizacion. 

I M : corriente equivalente de magnetizacion. 


Intensidad del campo magnetico (excitaciOn, vector H ): 


H = 


Ley de Amper: 


§H 


B 


- M 


dl = / <£> rotH = 7 


Ley de Biot y Sabart: dH = —- — , A — 

4k r 3 


Permeabilidad magnetica y permeabilidad relativa: 

n = ,«o^' 

RelaciOn entre B Y H: B = uff 


Campo magnetico en el interior de un solenoide: 
Finito y en un punto de su eje: B = (cosa - cos/3) 

Indefinido o cerrado: B = JtljL- 

Fuerza MAGNETOMOTRIZ: M = nl 


Reluctancia: R = —— l — 

a A 

«La reluctancia equivalente a otras en serie es la suma de las reluctancias 
asociadas.» 

M 


Ley de Ohm a circuitos magneticos: <p = 


R 
















Problema 33. Un iman esta constituido por una barra cilfndrica de 15 cm de 
longitud. Podemos obtener un solenoide equivalente arrollando sobre un cilindro 
de carton, de las mismas dimensiones, 150 espiras y haciendole pasar por ellas una 
intensidad de corriente de 3 A. Determinese la imanacion M del iman. 

Solucion 


El momento magnetico es: 

Am = nIA 

y la imanaci6n (momento magnetico de la unidad de volumen) nos queda: 


M = 


Am 

AV 


SjjL-SL- = 3 000 A/m 


Problema 34. Por un hilo conductor recto y muy largo circula una corriente de 
10 A. Calcular el campo magnetico B , la intensidad del campo magnetico H y la 
imanacion M ep u: punto que se encuentra a 20 cm de el, segun se encuentre 
«sumergido»: 

1. En el vacio. 

2. En el mu-metal (// = 2 x 10 4 ). 

3. En el alumbre ferrico (u' = 1,00754). 


Solucion 


Para los tres casos: 


H _ / _ 10 

2 -a 2r. x 0,2 



puesto que H solo depende de las corrientes reales. 


1 ) 


B = (t H = = 10” 5 T 

10 7 s 


M = — - H = 


10~ 5 10 7 

4- 



= 0 


en el vacio M siempre es nulo, puesto que en el no se producen corrientes equivalentes de 
magnetizacion. 

2 ) 


B ~ ;xH — ;x ( {i'H = 


4-2 x 10 J x 25 


M = - H = °' 2 x 10 ? 


10 7 - 

25 


= 0.2 T 


.<*»! 


A- 


= 15.9 x 10 J A/m 


3) 


B = :xH = ■Mtx'H = -'•■ 1 ~° 0754 X 25 = 100.754 x 10' 7 T 

10 7 - 

_ B _ u _ 100.754 x 10“ 7 x 10 7 25 1 8.85 x lO" 2 4( 

M- — -H - — -— =---A/m 
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Problema 35. Un anillo de Rowland de 8 cm de radio medio, en el que arrolla- 
mos 800 vueltas de un hilo conductor a un nucleo de permeabilidad relativa 
1 000, se le hace pasar una corriente de 5 A. Calcular: 

1. El valor del campo magnetico B en su interior. 

2. El valor de la intensidad del campo magnetico H en su interior. 

3. La imanacion del anillo. 


Solucion 


1 ) 


o _ nl , nl 

D — ix - = 


_ 4- x IQ 3 x 800 x 5 

2r.r 10 7 x 2n x 8 x 10" 2 


= 10 T 


2 ) 


B = uH =» 


H = 


B 10 x 10 7 10 5 


M<M 


4tt X 10 3 An 


A/m 


3) 


H = -2— - M => 
Mo 


M = - H = 10 X 10? 


10 5 _ 999 x 10 5 


Mo 


An 


An 


An 


A/m 


Problema 36. Considerese un anillo de Rowland de 10 cm de radio medio en el 
que arrollamos 1 000 espiras a un nucleo de hierro, por el arrollamiento circula 
una intensidad de corriente (corriente de conduccion) de 5 A. El valor del campo 
magnetico B en su interior es de 2 T. Calcular: 

1. La intensidad del campo magnetico H (excitacion). 

2. La imanacion M. 

3. El valor de la intensidad de la corriente de magnetizacion. 

Solucion 

1) El valor de H es independiente del material del nucleo, y su valor es: 

H = — = = ~^ ° 3 - 5 = 7 958 A/m 

_ l_ _ 2 nr _ 2n 10 1 _ 

2 ) 


H = 


- M 


Mo 


M = 


B 

Mo 


H = 


2 x IQ 7 
An 


- 7 958 = 15,8 X 10 5 A/m 


3) 

/ M = lj M = IM = 2nrM = 27t 10 ” 1 x 7 958 = 5 000 A 


Problema 37. Determinar el flujo de induccion magnetica que atraviesa a la 
seccion transversal cuadrada del toroide de hierro de la figura, siendo r x = 10 cm 
y r 2 = 15 cm, cuando lleva un arrollamiento de 1 000 vueltas; sabiendo que la 
intensidad de corriente que lo recorre es de 1 A y que la permeabilidad magneti¬ 
ca relativa del hierro es •/ = 1 200. 
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Solution 


H 


JL 


}c 

• I 

i c 


dr 


Problems XXX-37-1. J 


En este caso no se puede considerar la aproximacion hecha en los problemas anteriores y 
operar con un radio medio, puesto que r 2 - r x no es despreciable frente a r,. Por aplicacion de 
la ley de Ampere a una curva circular C de radio r (r, < r < r 2 ) se obtiene: 


X 


H dl = nl 


n ia mibma uirciuuu y n c> la lingua cii iv 

j H dl= j Hdl = H j dl= H2-r 


y como H y dl tienen la misma direction y H es la misma en toda la curva C, se obtiene: 

-r 
c 

que, junto con que B = u H = a ^'H, nos queda: 

urtu* nl 

B = —h—v 

no siendo constante B en toda la seccidn transversal. El flujo que atravesara a una espira sera: 




BdA 


siendo dA = (r 2 — r } )dr, luego: 


'nl(r 2 - r,) C r 2 dr 

J r, ~r = 


<j.(ii'nl(r 2 - r,) r 2 

---In- 

2iz r, 


sustituyendo valores, queda: 


0 _ 4tt 1 20 0 x 1 000 x 1 x 5 x 10 2 ^ _3_ _ 4 g x 10 -4 Wb 
10 7 2tt 2 



Problema 38. Un anillo de hierro de section cuadrada y diametro interior y 
exterior, respectivamente, de 25 cm y 35 cm, lleva un arrollamiento de 500 vuel- 
tas. Sabiendo que el flujo de induction magnetica vale 0,01 Wb, calcular la inten- 
sidad de la corriente que recorre el arrollamiento. (Permeabilidad magnetica rela- 
tiva del hierro: p = 1 200.) 


Problems XXX-38 


Solution 


Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el problema anterior, en el que: 


y que en este caso: 


,u atx'nl(r 2 -r x ) r 2 

(p = ---In- 

2;r Tj 



nos queda: 

H(H'nI(b - a) b 

<p = ---In — 

4 7 r a 

luego: 


/ = 

4 

4jt10" 2 10 7 


- a) In 

a 

_ — f\ 

4*1 200 x 500 x 10-'In -y- 
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Si hacemos el problema por aproximacidn y tomando a B como constante en toda la secci6n 
transversal, como la longitud media del anillo es: 


/ 


2 nr = 2n 



n(a + b) 
2 


0,3 n m 


Seccidn del anillo: 

A = -= 25 cm 2 = 25 x lO' 4 m 2 


0 = BA = (jlHA = u 'u 0 —-— A =*> 


/- * 

10- 2 0,3 rc 

fi'iXf/iA 

1 200 x 4sl0~ 7 500 x 25 x lO' 4 


Problema 39. Se arrolla a un anillo de Rowland de hierro un hilo conductor 
recubierto de una materia aislante. La longitud media del aniHo es 60 cm, y la 
section es de 4 cm 2 . Si es 3 el numero de espiras por centimetro, el hilo esta 
recorrido por una corriente de 5 A y la permeabilidad relativa del hierro en estas 
condiciones es 400; determinar: 

1. La intensidad del campo magnetico H dentro del anillo. 

2. El valor del campo magnetico B. 

3. El flujo 0. 

4. La reluctancia R. 

5. La fuerza magnetomotriz M. 


Solucion 


El numero total de espiras sera: 

n = IN = 60 x 3 = 180 vueltas 


1 ) 


H = = 18 ° ^ 5 = 1 500 A/m 

_ I _ U,6 _ 


2 ) 

B = utf = «= —- 400 x 1 500 = 24-10' 2 T 

10 7 


3) 

<P = BA = 24-10' 2 4 x 10' 4 = 96^10" A Wb 


4) 

r = J_ L =- 10? x . °- 6 -= 93 - 7S 10 5 A/Wb 

H A 4- x 400 x 4 x 10' 4 7T 


5 ) 


M = R<!> = nl = 180 x 5 = 900 A 
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Problema 40. Alrededor de un anillo de hierro en el que la permeabilidad relati- 
va es 1 000, que tiene una longitud total del circuito magnetico de 40 cm y una 
seccion de 80 cm 2 , se enrolla un hilo conductor por el que circula una intensidad 
de corriente de 0,5 A. ^Cuantas espiras se han de arrollar si se quiere conseguir 
un flujo magnetico de 0,02 Wb a traves de su armadura (sin entrehierro)? 

Solucion 


La ley de Ohm aplicable a circuitos magnetico es: 



R 


Siendo la fuerza magnetomotriz de valor: 


y la reluctancia: 


luego: 


con lo que: 


M - nl 



nlixA nlfxtfx'A 

<p = - = - 


0 / 

W 'A 


0,02 x 0,4 x 10 7 
0,5 x 4* x 10 3 x 80 x 10~ 4 


1 591 espiras 


Problema 41. En el interior de un solenoide de radio medio 20 cm y seccion 
15 cm 2 se le introduce un nucleo de hierro dulce de permeabilidad relativa 
fx' = 2 000. Calcular la fuerza magnetomotriz capaz de producir en el entrehierro 
de e = 2 mm un flujo magnetico de 15 x 10 -4 Wb. 

Solucion 


La reluctancia del circuito magnetico sera: 

= 1 / + _1_ = _J_ / + fx'e 

PH o A- . a o ^ A*o p'A 


siendo / la longitud del hierro y e la del entrehierro. Sustituyendo nos queda: 


R = 


HP 

4 * 


2tt 20 x IQ" 2 + 2 000 x 2 x 10~ 3 

2 000 x 15 x 10" 4 


= 1 394 x 10 3 A/Wb 


despejando en la ley de Ohm para circuitos magneticos la fuerza magnetomotriz, nos queda: 
M = R<P = 1 394 x 10 3 x 15 x 10" 4 = 2 091 A 













Capitulo XXXI 

CORRIENTES IND U Cl DA S-ALTERNA S 


A) LEY DE FARADAY-LENZ 


FORMULARIO 


Leyes de Faraday y de Lenz: 

d<P 


6 = - 


dt 


I = - 


d$ 

dt 


e = v • (/ x b) 


Problems 1 . 1 . Determinar el sentido de las corrientes de autoinduccidn al des- 

lizar hacia la izquierda o hacia la derecha el contacto del reostato de la figura. 
2. ^Por que al abrir un circuito por medio de un interruptor de palanca salta una 
chispa electrica cuando ya el circuito esta abierto? 

Solution 



—vwwwwwww 


Problema XXXI-1 


1) a) Al deslizar el contacto hacia la derecha, como aumentamos la resistencia, disminuirii 
la intensidad y se producirii una corriente de autoinducci6n que tender^ a oponerse a esta 
disminucidn y, por tanto, tendr£ el sentido de la corriente originada por la pila (en la 
figura, sentido de las saetas del reloj). 

b) Al deslizar el contacto hacia la izquierda se produce una disminuci6n en la resistencia 
y, por tanto, un aumento en la intensidad. La corriente de autoinducci6n tender^ a opo¬ 
nerse al aumento de intensidad y su sentido ser£ el contrario al de la corriente originada 
por la pila (la corriente de autoinducci6n tendrci sentido contrario a las saetas del reloj, en 
el caso de la pila de figura). 

2) Abrir un circuito por el que circula corriente equivale a disminuir la intensidad de 6sta y se 
origina una corriente de autoinduccidn que tiende a oponerse a la disminuci6n de intensi¬ 
dad, y la chispa salta entre la palanca y la linea. 


Problema 2. En el interior de un solenoide largo que tiene 200 /tt vueltas/cm 
introducimos una bobina que posee un total de 100 espiras y un diametro de 
2 /\/St cm, de forma que ambos (solenoide y bobina) queden con un eje comun. 
1. Si en el solenoide, con ritmo constante de 0,1 s, hacemos pasar una corriente 
de 2 A reduciendola a cero y a continuacion la aumentamos a 2 A, pero en senti¬ 
do contrario, reproduciendo el ciclo cuantas veces se quiera, calcular la FEM indu- 
cida en la bobina en el perfodo de tiempo que hemos indicado. 



Problema XXXI-2 
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2. Si la intensidad de la corriente en la bobina varia con el tiempo, segun la 
ecuacion escrita en el SI: I = t 2 + 2t + 3, y la resistencia de la bobina es de 
0,1 Q, ^cual es la intensidad de la corriente inducida en la bobina en el instante 
en que t = 4 s? 

Solucion 


1) El campo magnetico en el interior del solenoide cuando por el circulan 2 A es: 

n _ fll 
& - f*o —j~ 

n _ 200 _ 2 x IQ 4 vueltas 

In 7r m 


=> B = — - — - — - 16 x 10~ ? T 

10 7 jt 


el flujo que atraviesa una espira de la bobina sera: 
<P = BA 


A = itR 2 = 1 i 


= 16 x 10' 7 Wb 


y la variacidn de flujo en 0,1 s a travds de una espira ser4 desde 16 x 10 7 Wb hasta 
-16 x 10~ 7 Wb; en total, 32 x 10‘ 7 Wb; luego: 


6 = - N = - 10 2 32 ^ 10 — = - 32 x 10- 4 V 

Jr 0,1 


2) En este caso el flujo que atraviesa a una espira de la bobina es una funcion del tiempo: 
0 = 1A = Ait 2 + 2t + 3) 

luego: 


/ = - 


N d<P 


NA 


dt 


C It + 2) 



Sustituyendo valores y para r = 4 s: 


/ = - 


10 2 10~ 4 

0,1 


10 = - 1 A 


Problema 3. Hacemos girar una espira cuadrada de 0,5 m de lado con una velo- 
cidad angular de 200 rad/s en el interior de un campo magnetico uniforme de 
0,8 T tal y como se indica en la figura. Calcular la FEM inducida en el cuadro. 


Solucion 


Supongamos que inicialmente la espira se encuentra perpendicular a B Entonces: 


luego: 


Y 


cot 


0 = B A = BA cos iot 


aplicando la ley de Faraday se obtiene: 


6 


dQ 

~di 


BA(oset\(ot = 6 0 sen<ur 


obteni£ndose una fem variable con el tiempo, obedeciendo a una ley «periodica sinusoidal» 
que en nuestro caso sera: 

e = 0,8 x 0,5 2 x 200sen200r = 40sen200r 

(Esta es la forma del generador de corriente alterna mas simplificado posible.) 


688 






















Problema 4. El circuito rectangular de la figura se mueve perpendicularmente a 
una linea de corriente rectilinea atravesada por una intensidad de 10 A con una 
velocidad uniforme de 1 m/s. Los valores de a y b son 5 y 10 cm, respectivamen- 
te. Determinar la fuerza electromotriz inducida en el circuito en el instante en 
que se encuentra a 20 cm de el (x = 20 cm). 

Solucion 


El flujo magnetico que atraviesa el cuadro cuando 6ste se encuentra a una distancia x (proble¬ 
ma 22 del capftulo anterior) viene dado por: 


txolb 


x + a 


luego: 





2k x 




6 - - - 

dQ 


d<P dx 

d<P 




dt 


dx dt 

dx ' 

y como: 

d0 

3. 

II 


X 

x — x — a 

ix 0 lab 

luego: 

dx 

2;: 

X 


X 2 

2kx(x + a) 


0 = 

,uo lab 



4*10 x 5 x 10 

= 2 x 1(T 7 V 



27tx(x + a) 


10 7 x 2 *20 x 25 


Problema 5. Calcular la FEM inducida en el circuito rectangular de la figura 
cuando por la linea rectilinea e indefinida circula una corriente alterna (variable 
con el tiempo) cuya intensidad viene dada en el SI por I = lOsen 100*7; siendo 
a = 5 cm, b = 10 cm y d = 5 cm. 


Solucion 


En un instante determinado el flujo magnetico que atraviesa el cuadro (problema 22 del capi- 
tulo anterior), si Uamamos 7 0 = 10 A y co = 100* s” 1 , sera: 


<P = 


,u 0 b/ 0 senw/ 

2 7Z 


In 


d + a 
~d~ 


luego: 



luego la FEM sera variable con el tiempo segun la expresidn escrita en el si: 
6 - inIP—cos 100 7:t = - 1,39 x 10 _7 cosl00-/ 

10 7 2tt 


Problema XXXI-4 


KO 




Problema XXXI-5 


Problema 6 . Justificar la ley de Faraday para un hilo recto y conductor que se 
mueve perpendicularmente a un campo magnetico con una velocidad v. 

Solucion 


La ley de Faraday es empirica y, en general, no es demostrable Idgicamente. Ahora bien, en 
algun caso particular, como es el que plantea el problema, si es demostrable. En efecto: supon- 
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p 



Problema XXXI-6-1.* 


P 



gamos un hilo conductor PQ , que lo desplazamos en un campo magn6tico perpendicular a las 
hneas de fuerza, con una velocidad v. Cada uno de los electrones «libres» del conductor estar& 
sometido a una fuerza: 

F = Bqv 

siendo q la carga del electr6n. La fuerza ser£ de sentido hacia aoajo, por ser negativa la carga 
de la particula. Habr£ un verdadero transporte de electrones que cargar£ negativamente al 
extremo Q y positivamente al P, como se puede demostrar partiendo el hilo durante el movi- 
miento y observando c6mo su mitad inferior y superior quedan con las cargas citadas. Se ha 
originado asi en circuito abierto una diferencia de potencial que en este caso se identifica con 
una fem, funcionando en realidad el extremo P como positivo de un generador y el Q como 
negativo. Si la experiencia se hubiese realizado estableciendo contacto entre los extremos del 
hilo, con otro formando con 61 circuito cerrado, hubiese circulado, en realidad, una corriente 
en el sentido que determina la polaridad positiva de P y la negativa de Q. La fuerza de Lorenz 
nos indica que sobre la longitud / del conductor PQ actua una fuerza: 

F= Bll 

ya que en el caso que estamos estudiando la direccidn de la corriente y el campo magn6tico son 
perpendiculares entre sf; esta fuerza F actua hacia el interior del piano de la figura. Al despla- 
zar el conductor PQ , contra esta fuerza realizamos un trabajo, igual y de sentido contrario a la 
variaci6n de la energia del sistema (si el sistema realiza un trabajo, hay una p6rdida de energia 
potencial, o si realizamos nosotros un trabajo contra el sistema, hay una acumulacidn de ener¬ 
gia de 6ste). La variaci6n de energia potencial es, por tanto: 

dU = - BlldV = - BldA 


siendo dl' el camino recorrido y Idl' la variaci6n de superficie del circuito. El valor de la 
intensidad es / = dq/dt y BdA = d$ es la variaci6n del flujo de induccidn a trav6s del circuito; 
por tanto: 

dq dU _ _ d<t> 

dt ^ dq dt 


dU= - d<P 


6 = - 


d<P 

nr 


Puesto que el concepto fisico del primer miembro es la variaci6n de energia que corresponde a 
la unidad de carga por el hecho de haber transportado el conductor AB, el camino dl', a traves 
del campo magn6tico B. Es, por tanto, la diferencia de potencial, que en circuito abierto 
hemos identificado con la fem, quedando asi justificada en este caso sencillo la ley de Faraday. 


X 

X 

XXX 

r 


X X 

XXX 

O 

V 

B 


X X 

X X X 

V_ 


X 

X 

XXX 


Problema XXXI-7 


Problema 7. El sistema del dibujo esta «sumergido» en un campo magnetico 
uniforme, perpendicular al piano del papel y hacia el interior. ^Que sentido tiene 
la corriente inducida al desplazar MN con la velocidad indicada, sin perder con¬ 
tacto con sus guias? Si B = 5 T, la longitud MN = 10 cm y la velocidad de des- 
plazamiento, v = 1 m/s. <,Que FEM inducida se produce? 

Solution 

Al desplazar MN hacia la derecha hay un aumento de flujo entrante; por consiguiente, se debe 
producir flujo saliente, y el sentido de la corriente es de N a M. 


d<P _ BdA 
dt dt 


Bldl 

dt 


- Blv 


(/ - longitud MN.) El valor de la fem es: 

11 e = 5 x 0,1 x 1 = 0,5 V 

Es de hacer notar que la unica dimensi6n de la espira que interviene es la longitud / de la parte 
conductora del extremo izquierdo, con lo que podemos considerar que la fem inducida est£ 
localizada en esta parte. Tal tipo de fem inducida producida al mover un conductor a traves de 
un campo magn6tico (o al rev6s) recibe el nombre de «fem de movimiento». 
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Problema 8. Suponiendo que en el sistema del problema anterior no hay varia- 
ciones de resistencia al desplazar MN y que la resistividad del hilo mdvil es 
2 x 10~ 6 Q • m y su section 0,1 mm 2 , calcular: 

1. La intensidad de corriente. 

2. La fuerza que actua sobre MN. 

3. El trabajo realizado en el desplazamiento durante 0,2 s. 

4. La potencia mecanica para producir la velocidad. 

Solucion 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 





/= _64_ = _0 2 5XJ0^_ = 0 ,25A 

pi 2 x 10~ 6 0,1 



Problema 9. Demostrar sin aplicar la ley de Faraday, que la FEM inducida (FEM 
de movimiento) en un conductor de longitud / que se mueve con velocidad v en el 
interior de un campo magnetico B viene dada por 6 = v • (/ x B). 

Solucion 

La fuerza que se ejerce sobre el conductor por estar «sumergido» en el campo magnetico B es: 

F = /(/ x B) 

y el trabajo realizado al desplazarse el conductor m6vil un espacio dr = vdt ser&: 

dW = (IxB) ■ vldt 

de la definici6n de intensidad tenemos: 

/ = => dq = Idt 

dt ^ 

siendo dq la carga de los portadores existentes en el interior del conductor y sobre los cuales 
actua la fuerza de Lorentz. Nos quedara, por tanto: 

dW = dqv ■ (/x B) 

obteniendose por aplicaci6n del concepto ffsico de fem: 



para el caso en que los tres vectores sean perpendiculares se obtiene: 

6 = vlB 













X X X / X X 



x x x x X 

Problema XXXI-10 


Probiema 10. Hacemos girar una varilla conductors de 1 m de longitud con ve- 
locidad angular constante de 6 rad/s alrededor de su extremo en el interior de un 
campo magnetico uniforme de 5 T, perpendicular al piano en que se encuentra la 
varilla y en el sentido indicado en la figura. Determinar la «FEM de movimiento» 
inducida entre los dos extremos de la varilla. 

Solucion 

Consideremos un elemento dl de varilla, sc movera con una velocidad v perpendicularmente al 
campo B y en dicho elemento se producira una «fem de movimiento» (ver problema XXXI-9) 
de valor: 


d6 = - Bvdl 


X X X x X 



Problema XXXI-10-1/ 


el valor de v a la distancia 1 de O ser£: 

v = <ol 


con lo que: 


de = - BMl 

calcularemos la fem total induucida en la varilla considerando la suma (integral) de todas las 
contribuciones de cada elemento dl , puesto que se encuentran en «serie»; con lo que: 




Problema XXXI-11 


Problema 11. Un disco circular, conductor, de radio 1 m gira con velocidad an¬ 
gular constante de 20 rad/s en su campo magnetico de 2 T como se indica en la 
figura. ^Que voltaje marca el voltimetro? 

Solucion 

Todos los puntos situados en circunferencias conc6ntricas se encuentran al mismo potencial. 
Tomando un elemento en la direccidn del radio rfrya una distancia r del centro, tendremos: 


de - - Bvdr = - Btordr 


integrando desde el centro a la periferia, nos queda: 



Sustituyendo valores obtenemos: 

6 -- y" 2 x 20 x l 2 = - 20 V 


marcara 20 V el signo menor corresponde a la ley de Lenz. 






B) AUTOINDUCCION. INDUCCION MUTUA. 
ENERGIA DEL CAMPO MAGNETICO 


-FORMULARIO- 

AUTOINDUCCION EN CIRCUITOS INDEFORMABLES: 
d<P 


e = - 


d<P dl = _ dl 


=> L = 


d<P 


dt dl dt “ dt ” “ dl 

Si el medio es lineal, homogeneo e isotopo o estamos en el vacio: 

<P 


para n espiras: 


<P = LI =s> L = 
<P 


l 


L = n 


I 


Extracorriente de cierre y apertura. Constante de tiempo 
(CIRCUITO LR): 


Cierre: 

Apertura: 


/ = /„ ( l~e L ') 


K = 


R 


/ = loe 


InducciOn entre corrientes. Coeficiente de inducciOn MUTUA: 
d*P j 2 d<P 1 2 


^12 = - 


dl 2 dl 2 

= - Ml2 


Mi2 = M 2 1 


dt dl 2 dt ■ ‘ w ‘ li dt 

Si el medio es lineal, homogeneo e isotopo o estamos en el vacio: 

<Z>I2 


para n espiras: 


Mi 2 = 


M l2 = n 


<P 


12 


ENERGIA ASOCIADA a UNA AUTOINDUCCION: 

u--Lli‘ 

ENERGIA DEL CAMPO MAGNETICO: 


U 


-H' 


Bdv « dU = H • Bdv 


ENERGIA POR UNIDAD DE VOLUMEN EN UN CAMPO MAGNETICO: 


U = 


dV 

dv 


1 


H B 





















I L > 2 ^ 3 


/ 

Problema XXXI-14 


Problema 12. Por una bobina que tiene 500 espiras muy proximas entre sf y de 
10~ 2 H de autoinduccion circula una corriente de 10~ 2 A. Determinese el flujo 
magnetico a traves del arrollamiento. 


Solucion 


L = 



=> 



n 


10" 2 x 10" 2 
500 


= 2 x 10" 3 Wb 


Problema 13. Un solenoide largo tiene una longitud / y una section A. Si es n el 
numero de espiras y [x la permeabilidad magnetica del medio interno, calcular el 
valor de la autoinduccion del solenoide. 


Solucion 

El campo magnetico en su interior sera: 


B = - 


aln 


y. por tanto: 


0 = BA = 


/ 


ulnA 

1 


y el que atraviesa las n espiras del solenoide: 

aln 2 A 


l 


luego: 


0 = LI => 


L = - 


an 2 A 


dependiendo la autoinduccion solamente de los parametros geometricos. 


Problema 14. Demostrar que la autoinduccion equivalente a la de dos bobinas 
acopladas en serie como indicamos en la figura, cuando su separacion es lo sufi- 
cientemente grande para poder despreciar las influencias de los flujos mutuos, es 
igual a la suma de las autoinducciones de las dos asi acopladas. 

Solucion 

La aplicacidn de la ley de Faraday-Lenz a las dos bobinas nos da: 

*/0j dl ^ d<P-> dl 

e, =-= - L, -j- 6 2 - - 7 —— = - L, —r — 

dt dt dt dt 

por lo que la fem total inducida entre los extremos 1 y 3 de los dos inductores sera: 

e = e, + e 2 = - a, + l 2 ) 


por tanto, ambos inductores equivalen a una unica bobina que 


L = L, + L 2 


c.q.d. 


tuviera una autoinduccion: 
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Problema 15. Un anillo de Rowland de 8 cm de radio medio y 10 cm 2 de sec- 
cion tiene arrolladas 800 vueltas de un hilo conductor recubierto de un material 
aislante. El nucleo tiene una permeabilidad relativa de 1 500. Calcular: 

1. La autoinduccion del arrollamiento. 

2. Si la corriente que circula por el conductor aumenta a razon de 10 A/s, ^que 
valor toma la FEM inducida? 


Solucion 



Problema 16. Se arrollan a un anillo de Rowland de hierro 4 000 espiras de un 
hilo conductor recubierto de una materia aislante y hacemos pasar por el una 
corriente de 2 A. El radio medio del anillo es 20 cm y su section 5 cm 2 . Corta- 
mos el anillo formando un entrehierro de 2 mm de anchura. Determinar la au¬ 
toinduccion de este antes y despues del corte. Permeabilidad relativa del hierro: 
1 000. 


Solucion 

La ley de Ohm aplicada a circuitos magneticos es: 



1) Antes del corte: 


M - nl 


R = —i -* 2 - 

<xA \X{{x'A 


con lo que: 


0 = 


a^x'nlA 

2-r 


luego: 


0 

'xtfx'n 2 A 

4,t 10' 1 4 000 2 5 x lO’ 4 
— — 3 H 

l — n - — 

/ 

2-r 

10 7 2 - 20 x 10' 2 


I « I 



Problema XXXI-16 
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2) Despues del corte: 


M = nl 


R = 


2r.r 

{XQfx'A » 


e 


1 2-r + ,u'e 

wo u'/4 


con lo que: 


U(P.'AnI 

(p = — : - 

2-r + u'e 


luego: 


L = n 


47T10 3 4 000 2 5 X 10" 4 


<P ntfi'rrA 

I 2izr + u.'e 10 7 (2tt20 x 1(T 2 + 10 3 x 2 x 10" 3 ) 


= 3 H 


Problema 17. Un anillo de hierro de seccion cuadrada y de diametro interior y 
exterior 10 y 15 cm lleva un arrollamiento de 500 vueltas. Determinar el coefi- 
ciente de autoinduccion de este toroide. (Para el Fe: ,u' = 1 200.) 


Solution 

Por aplicaci6n de la ley de Ampere a una curva circular C de radio r se obtiene: 

nl 


i 


dr 


Problema XXXI-17 


/c* 

reccion y H es 
J * H ■ dl = J Hdl = H J" dl = H2-r 


II y como H y dl tienen la misma direction y H es la misma en toda la curva C, se obtiene: 


que, junto con que B = >xH = nos queda: 

D .“of*' nI 

B = 7~ 

no siendo constante B en toda la seccion transversal. El flujo que atravesara a una espira sera: 

BdA 




siendo dA = (r 2 - r x )dr , luego: 


0 = 


;x^x'nl(r-, — r,) I r 2 dr >x ( ynI(r-> - r,) r-. 

— 2 s-J n —= —^- ln ^r 


para las n espiras se tiene que: 


L = n ■ 


obteniendose: 


Sustituyendo valores: 


( uq u'n 2 (r 2 - r,) r 2 

L =---In- 

In r x 


L = 4g l 200 * 50 ° 2 x hi x 10 ~ 2 In 3 —Q6II 
10 7 2 k " 2 
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Problema 18. Se tienen dos tubos concentricos muy largos en los que el espesor 
de sus paredes es despreciable, de radios R\ y R 2 y uno de los cuales sirve de ida 
y el otro para la vuelta de la corriente. Demostrar que la autoinduccion por 
unidad de longitud del sistema asi formado es: 

^ , a o , ^2 

= — In —— 

/ 2 77 R x 

Solucion 


Por simetria, el campo magnetico tiene que ser tal que sus lineas de fuerza sean circulares. La 
direccion del campo sera tangente a estas. Aplicando la ley de Amper, eligiendo como linea de 
integracidn una circunferencia C que coincida con una lmea de fuerza de radio r (de esta forma 
B y dl son paralelos en todo punto de la linea), se verificara: 



B dl 





dl = B2-r — a,)/ => B — 


:m4 

iTr 


el flujo que atraviesa a la superficie dA = Idr sera debido unicamente a la intensidad que 
circula por el tubo interno y, por tanto: 




Problema 19. Demostrar que la autoinduccion en el interior de una fraction h 
de conductor cilindrico muy largo es ,u () /i/8-; suponiendo que la intensidad de 
corriente 7 0 que lo recorre es uniforme en todo punto de la section transversal. 


Solucion 


Por simetria, el campo magnetico tiene que ser tal que sus lineas de fuerza sean circulares, la 
direccion del campo ha de ser tangente a estas y sentido el de giro de un sacacorchos que 
avance con la corriente (en nuestra figura, hacia afuera del papel). Aplicando la ley de Ampe¬ 
re, eligiendo como linea de integration una circunferencia C que coincida con una linea de 
fuerza de radio r. De esta forma el campo B y dl son paralelos en todo punto de la linea; por 
tanto, se verifica que: 


(j)^B dl= (j)< Bdl = B^dl = 


B2-r 


hemos sacado fuera de la integral el modulo del campo magnetico, pues es constante en todo 
punto de la linea C. 

La intensidad que atraviesa el area de C no sera la misma que circula por el conductor «ente- 
ro». Como la corriente circula uniformemente a traves del conductor, podemos decir que la 
intensidad por unidad de area es constante, o lo que es lo mismo, que la densidad de corriente 
J es uniforme en todo el conductor (corrientes estacionarias). El valor de la densidad de co¬ 
rriente sera: 



Problema XXXI-19-1/ 


J = 




r.R - 
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luego la intensidad que circula por la section de area C sera: 

/ 


es decir: 


I 


J = 


/o 


=> /-— 4) 

R 2 


jzr -R 2 

por lo que la aplicacion de la ley de Ampere nos dara: 


& 


fXrdnT 

B dl = ,U 0 / <=> B2r.r = ,u 0 -/ 0 => B = 

c R 2 2 tzR 2 


El flujo que atraviesa a la superficie dA = hdr sera debido unicamente a la intensidad de 
corriente que circula por el interior de la curva C, y, por tanto: 

Jo Jo 2 * R 2 J „ 8 s 


con lo que: 


0 

Hoh 

L lo 

8 /t 


c.q.d. 



Problema 20. Demostrar que la autoinduccion por unidad de longitud existente 
entre dos conductores cilindricos de radio R , paralelos e indefinidos cuando se 
encuentran a una distancia d » R (de esta forma puede despreciarse la autoin¬ 
duccion en el interior de los hilos) por los que pasa una intensidad I que circula 
en sentido contrario, viene dada por: 



7r 


d - R 
R 


Solucion 


El conductor (1) crea un campo a la distancia x de valor: 



El conductor (2) crea un campo en el mismo punto de valor: 


B , = 


“(J 

2~(d - x) 


el campo total resultante en dicho punto sera, por tanto: 


erficie dA = Idx sera: 

d<J> = B ■ dA = BdA = T— +-!-1 

2,T L JT d-x J 


el flujo a traves de la superficie dA = Idx sera: 


Idx 
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y el flujo a traves de la superficie A = l(d - 2R) vendra dado por: 



para / = 1 y siendo 0 = LL nos queda: 


Problema 21. A una fuente de corriente continua de 120 V conectamos un sole 
noide de 0,8 H de autoinduccion. Calcular la velocidad de elevacion de la co 
rriente en el solenoide en los siguientes casos: 

1. En el instante en que se conecta a la fuente. 

2. En el instante en que la corriente alcanza el 80 % de su valor estacionario. 


Solution 


La aplicacion de la ley de Ohm al circuito asf formado nos conduce a: 

e - l -4Lm ir 

dt 

siendo 6 = I n R. (/ 0 es la intensidad cuando se alcanza el regimen estacionario.) 


1) Para t = 0 => / = 0, luego: 


dl , 6 
dt L 


120 

0.8 


= 150 A/s 


2) Para t —> 00 => I = /„ y-^- = 0, luego: 

e = i () r =» /„ = 


en nuestro caso: 


/ = 0.8/„ = 0,8 


con lo que: 

6 - L -4J- = 0.8 R = 0.86 
dt R 



0.2 x 120 
0,8 


= 30 A/s 


Problema 22. En el circuito de la figura la autoinduccion de la bobina es de 5 H 
y su resistencia 100 12. Despreciamos la resistencia interior de la pila. 

1. Calcular la intensidad maxima estando cerrado el interruptor. 

2. ^Cual es la constante de tiempo del circuito? 

3. ^En que instante se hace la intensidad 0,632 veces la maxima? 

4. ^En que tiempo se hace la mitad de la maxima? 


r-120 V~j 

r -* * \ 


y 


L = 0.8 H 

R 

Problema XXXI-21 


t = 20 V 


v 


r = ioo n 
Problema XXXI-22 
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Solution 


1 ) 


2 ) 


3) 

4) 



20 

100 


0,2 A 


*- + -15<r = 0 - 05 ^ 


t = 0,05 s 






- -5- r = In -L = - ln2 


=> 


t = Kln2 = 0,05In2 = 35 x 10" 3 s 


Problema 23. En un circuito LR la intensidad de la corriente se hace la tercera 
parte de su valor estacionario en 0,3 s. Calcular: 

1. La constante de tiempo del circuito. 

2. Valor de la autoinduccion si la resistencia del circuito es de 50 LI. 

Solucion 



tomando logaritmos neperianos, queda: 




2 ) 


K = - 


K- L 

k -~r 


0,3 


In 


= 0,74 H/Ll 


L = KR = 37 H 


Problema 24. Por un solenoide de 500 Q de resistencia circula una corriente de 
3 A. Repentinamente se corta la corriente y esta disminuye hasta 10“ 2 A en 
0,5 s. Determinar la autoinduccion del solenoide. 

Solucion 

- — i - so ° 05 - 2S0 

I = /()£ L => 10“ 2 = 3e L = 3e ,l 

tomando logaritmos neperianos, se obtiene: 

- 21n 10 = ln3 - -> 


L = 


250 


In 3 + 21n 10 


= 43,8 H 















Problems 25. En el circuito de la figura determinese: 

1. La intensidad de la corriente a traves de la resistencia inmediatamente 
despues de cerrar el interruptor y transcurrido el suficiente tiempo para que esta 
se haga estacionaria. 

2. Id., id., a traves de R 2 . 

3. Id., id., a traves del interruptor. 


€ = 8 V 



/?, = 4H 


AAAAA/WWW 


Solucion 


/? 2 = 8 n l = 4 n 

M/WW— 1 


i) 


en ambos casos. 


6 = /,/?, 



Problema XXXI-25 


2 ) 



/ = 0 

t — > OC 


=> 




3) 


/ = 0 
t — > OC 


=*> 


1=2 A 
I = 3 A 


Problema 26. En una bobina se induce una FEM de 5 x 10 -3 V cuando en otra 
cercana a ella varia la corriente con una rapidez de 4 A/s. Determinese el coefi- 
ciente de induccion mutua del sistema. 

Solucion 


Teniendo en cuenta: 


6 = M 


dl 

dt 


=> 



sustituyendo valores: 

M = 5 x 10 - = 125 x 10' 5 H 
4 


Problems 27. La figura nos muestra dos bobinas que poseen 5 000 y 3 000 espi- 
ras, respectivamente. Cuando por la primera circula una intensidad de corriente 
de 1 A se produce en ella un flujo de 2 x 10 -3 Wb y en la segunda 10 -3 Wb. 
Calcular: 

1. El coeficiente de autoinduccion de la primera. 

2. El coeficiente de induccion mutua entre ambas. 

3. La FEM inducida en la 2. a , si la corriente en la 1.* se hace nula en 10“ 1 s. 
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Solution 



i 


1) 

2 ) 


3) 


o tambien: 


, 0, 2 x 10' 3 

L\ = n, -f— = 5 000- ; -= 10 H 

M 1 


w 4S lO ' 3 

M = n 2 -f- = 3 000 — 5 — = 3 H 

M 1 


AL 

1 - 0 

m 

r j 

11 

I 

% 

II 

1 

OJ 

= - 30 V 

At 

10 "' 


^ J0 2 10 -3 - 0 

0, = - n, -— = - 3 000-= - 30 V 

At 10 " 1 


Problema 28. Supongamos dos bobinas acopladas en serie como se indica en las 
figuras, en las que ambas estan afectadas por sus autoflujos (flujo debido a la 
intensidad en una de ellas) y por los flujos mutuos (flujo que una de ellas es 
atravesada por efecto de la intensidad de la otra). Demostrar: 

1. Que si los autoflujos y los flujos mutuos son del mismo sentido [caso (a) de la 
figura], la autoinduccion equivalente es: L = L x + L 2 4- 2M 

2. Que si los autoflujos y los flujos mutuos son de sentido contrario [caso (b) de 

la figura], entonces: L = + L 2 — 2 A/ 


Problema XXXI-28-l. a 


Solution 



1) Teniendo en cuenta que: 


6 = - L 


dl 

~dT 


0i-> — M.-> 


dl 2 

~~dt~ 


que ambas estan atravesadas por la misma corriente y que M = M n = ^ 21 ; la fem total entre 
los extremos 1 y 3 sera: 


0 — 0i + 02 + 0|2 *F 0*>i = ~ (L| + L-> + 2 M) ——— 

dt 

luego el sistema se puede sustituir por un inductor de autoinduccidn: 

L = L, + L 2 + 2M 
2) En este caso la fem total sera: 


0 = 0, + 0 2 - 0 12 - 0 2 , = — (L, + L-* - 2 M) 

al 

en este caso equivale a una autoinduccion de valor: 


L = L, + L 2 - 2M 


Se obtienen los mismos efectos manteniendo las conexiones pero girando las bobinas 180° 
(fig. 2). 
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Problems 29. Un solenoide de 1 m de longitud y 8 cm 2 de section consta de 
5 000 espiras. En su centro enrollamos 200 espiras como se indica en la figura. 
Calcular el coeficiente de induction mutua entre ambas bobinas. 

Solution 



Problema XXXI-29 


Suponiendo que a traves del solenoide (1) circula una corriente /,, entonces se crear£ un 
campo magnetico en su interior de valor: 


/ 


y el flujo a traves de una espira del solenoide (2) sera: 


021 — B\A — a 0 


/ 


M 


con lo que: 


,. 0-m 4-5 000 x 200 x 8 x 10 4 , T , 

M = n-> -=- : -=-— 10" H 

‘ /, / 10 7 x 1 


Problema 30. Sobre una barra cilindrica de hierro muy larga de 1 cm de radio 
realizamos dos arrollamientos superpuestos que tienen 50 y 30 espiras por cada 
cm de longitud. Determmese el coeficiente de induction mutua por unidad de 
longitud del sistema asf formado. (Para el hierro: ,u' = 800.) 

Solution 


Llamaremos: 




= 5 x 10 3 


vueltas 


N 2 


n~> . vueltas 

-- = 3 x 10 3 - 

/ m 


Si /, es la intensidad de corriente que circula por el primer arrollamiento, el valor del campo 
magnetico debido a esta corriente y en el interior del solenoide asi formado sera: 


R - ’ / 

- .uou —j— /, 

y el flujo a traves de una espira del segundo rebobinado debido a este ser£: 

n \ ■> 

0 2 i = B\A = uqu' —-— l x -r 


llamando M = M, 2 = M 2 \ ^ coeficiente de induccion mutua, obtenemos: 

0*>) ^ n y n 2 

M — n 2 — j — = iMu'-r — j— 

con lo que: 

— = w'zrN,N, = 800^10“ J 5 x 10 3 3 x 10 3 = 4,74 H/m 

/ 10 7 
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Problema 31. Calcular el coeficiente de induction mutua de dos arrollamientos 
toroidales superpuestos si tienen longitud media / y section A, con n x y n 2 vuel- 
tas, respectivamente. 

Solution 


El campo magnetico producido por la intensidad I x que circula por el primer arrollamiento 
toma el valor: 


el flujo que atraviesa a este mismo arrollamiento es: 

l\n]A n?A 

<P = n x BA = u 0 -^- = LI , =*> L = u 0 —j— 

El flujo que atraviesa a las n 2 espiras debido al campo anterior sera: 

n^n->A n x n 2 A 

<P 2 \ = n 2 BA = u 0 - y — /, = M 2 \I\ => M 2 \ - a 0 - j — 

si invirtieramos este procedimiento, se comprueba que M 2X = M 12 . 


Problema 32. Un anillo de hierro de section cuadrada y de diametro interior y 
exterior 10 y 15 cm lleva dos arrollamientos aislados electricamente y tienen 500 y 
300 vueltas, respectivamente. Determinese el coeficiente de induction mutua en- 
tre ambos embobinados. (Para el hierro: ,u' = 1 200.) 


Solucion 


Debido a la intensidad de corriente /, que circula por la primera bobina, el flujo que atraviesa 
una espira de la segunda bobina sera (ver problema 17 de este capitulo): 


- r,) 


In - 


Ltz r , 

llamando M = M x2 = Af 2 i al coeficiente de induccion mutua, obtenemos: 


M - n-, 


0 2 j 


^'n x n 2 {r 2 - r,) 
2tz 


In • 


sustituyendo valores: 


M = 


4-1 200 x 500 x 300 x 2,5 x 10" 
10 7 2iz 


In — = 0,36 H 
2 


Problema 33. En el circuito de la figura V x - V 2 = 120 V. Calcular la energia 
almacenada en el campo magnetico cuando se ha alcanzado el valor maximo de la 
corriente. 


2 i 

( -* * 

R = 60 n L= 2 H 

^MAAAM/— 

Problema XXXI-33 


Solution 


El valor de la maxima intensidad alcanzada en el circuito es: 


I = 


V, 


R 


V 2 


120 

"60" 


2 A 
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La energia asociada a la autoinduccidn es: 


U = -±r LI 2 = -4r 2x4 = 4J 
2 2 


Problema 34. Un solenoide largo que tiene 10 espiras por cm esta recorrido por 
una corriente de 10 A. Calcular la densidad cubica de energia en su interior. 
^Que le ocurriria a tal densidad cubica si el solenoide estuviese arrollado a un 
nucleo de hierro de permeabilidad relativa al vacio 2 000? 

Solucion 


1 ) 


u 0 = -i- H B = -i- HB 

B 0 = IXqH 
Holn 


B 0 = 


N = 


l 


(X(J[ 2 N 2 4 7T10 2 10 6 . , 

w 0 = — -=-= 20* J/m 3 

2 10 7 2 


2 ) 


u = -1-H B HB 

B = uH = t iqu'H 
win 

D = -:- 


1 


w = ,u'w 0 — 2 000 x 20* = 4 x 10 4 * J/m 3 


queda multiplicada por 2 000. 


Problema 35. Determinar la energia almacenada en el campo magnetico del 
anillo de hierro del problema 17, en el supuesto que por el hilo del arrollamiento 
circule una intensidad de 5 A. 


Solucion 


En dicho problema se obtenia para valor de B en un punto a una distancia r del eje del anillo: 


B = 


uni 

7^7 


con lo que: 


H = — 


u 


nl 
2 *r 


ambos vectores tienen la misma direccion, luego: 


B H = BH 


■> *■> 
jin I 

4 ,-rr 
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La integral de energia extendida al volumen dv = 27zr(r 2 - r } )dr nos quedara: 
Hdv 

sustituyendo valores: 


U=— [ B = f r: -^ = - r<) |n 

2 Jv Sir 2 J r, r 4ir 


v = 4irl 200 x 500 2 x 5 2 x 2,5 x 10~ 2 [n 3 _ ? 6 j 
10 7 4ir 2 


r 2 

r\ 


Problema 36. En el problema 19 demostrabamos, aplicando la definition de 
autoinduccion, que la autoinduccion de una fraction h de conductor cilfndrico 
largo es ^h/?>7z cuando la intensidad I 0 que lo recorre es uniforme en todo punto 
de la section transversal. Demuestrese lo mismo a partir de la integral de energia. 


Solution 


En el problema mencionado en el enunciado obteniamos para valor del campo magnetico a 
una distancia r < a del eje del hilo es: 


B = 


2 kR 2 


con lo que: 


H = 


B 


lor 


!x 0 2 kR 2 

ambos vectores tienen la misma direccidn, luego: 

Hollr 


B H = BH = 


4 JR 4 

La integral de energia extendida al volumen dv = 2r.rhdr nos quedara: 

,«o/o2ir/l 


U 


= ±fs 

2 Jv 


Hdv 


8 ir 2 /? 4 


/: 


R ^ , .ao/o/2 

rdr = - 

16- 


y como la energia asociada a una autoinducci6n es: 


V = - Ul => 

2 


L = 


2 U 
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c.q.d. 














C) CORRIENTES ALTERNAS 
-FORMULARIO- 


CARACTERISTICAS DE UN CIRCUITO BASICO DE CORRIENTE ALTERNA: 


C 



L 


Circuito de corriente altema 

Consideremos un circuito en el que existe una FEM alterna: 

6 = 6qCOSc ot 

tal circuito posee una resistencia total R , una autoinduccion L y hay interca- 
lada una capacidad C. La intensidad de corriente que circula es: 

I = 7 0 cos(wf - 9 ) 

variando la intensidad 7 de los valores +7 0 hasta —7 0 ; siendo 7 0 el valor 
absoluto de la intensidad maxima y 9 el angulo de desenfase de la intensi¬ 
dad con respecto a la FEM. Un angulo 9 positivo indica un retraso de la 
intensidad con respecto a la FEM, un angulo 9 negativo indica un adelanto 
de 7 con respecto a e. 



I retrasada en fase con respecto a la fem / adelantada en fase con respecto a la fem 

La autoinduccion del circuito provoca retrasos de 7 con respecto a e. La 
capacidad adelantos de 7 con respecto a 6 . El valor de 9 viene dado por la 
expresion: 


tag9 = 



1 

Coj 


A1 numerador de esta fraccion (Leo — l/Cco) se le llama REACTANCIA (^f), 
que consta de dos terminos: Leo = INDUCTANCIA y 1 /Coj = CAPACITANCIA. 




















La intensidad maxima de la corriente alterna viene dada por: 

j _ _€o_ = _£o_ 

V r: + - -sr) ; z ” 

A1 denominador de la fraccion: 

z » = V RI + ( L " - 

se le llama impedancia del CIRCUITO. La ultima formula es la expresion 
de la LEY DE OHM: 

«La intensidad maxima de una corriente alterna es igual a la FEM maxima, 
dividida por la impedancia.» 

Tanto la impedancia como la reactancia, la inductancia y la capacitancia se 
miden en ohmios, de la misma manera que la resistencia; supuesta la impe¬ 
dancia del circuito localizada en el exterior del generador, su FEM y la dife- 
rencia de potencial entre sus bomes se identifican y podremos escribir: 

V = V 0 COS cut 

Intensidad y fem eficaces: 


4 = 


4 

vT 



v e 


Vo 

vT 


Ley de Ohm aplicada a las magnitudes eficaces: 


Potencia: 



4 




z 


P = 4^e c °S? 


Ideas sobre el algebra de numeros complejos: 

El estudio de las corrientes alternas empleando la notacion de numeros 
complejos nos facilita extraordinariamente la resolucion de los problemas; 
para utilizarlo comencemos por recordar algunas ideas fundamentales del 
algebra de numeros complejos. Un numero complejo [Y] se puede repre- 
sentar de tres formas diferentes: 


Forma binomica: 

[Y] = a + bi 

a: parte real. 
b: parte imaginaria. 

/: unidad imaginaria (V--1). 
















Forma trigonometrica: 

[Y] = m(cosd + /sen0) = a + bi 
m: modulo. 0: argumento. 

Teniendo en cuenta la figura, obtenemos las siguientes relaciones: 
m = Vfl 2 + b 2 a = m cos 0 

tag0 = b = msen0 


Forma exponential: 

[Y] = me 10 = m(cos0 + z'senfl) = a + bi 

expresion que se demuestra desarrollando en serie e°, send y cos0. Conse- 
cuencias inmediatas de esta forma y de la trigonometrica es: 

i = e -» = - e i0 


La ventaja que vamos a tener en la utilizacidn de la forma exponencial es 
que las operaciones se simplifican extraordinariamente, ya que en vez de 
operar con expresiones trigonometricas, lo haremos con exponenciales, que 
es siempre mucho mas facil. 


Magnitudes complejas: 


6 = e 0 coswf <^> 

I = 7 0 cos(ct>/ — <p) <=> 


[e] = 6 0 e i<ut 

[/] = I 0 e' <-*"*> 


X = Loj 


1 

Coj 


Z 0 = Vr 2 + jc 2 
•agf = - T 


» [Z] = Z 


tendremos en cuenta siempre que en las expresiones complejas solo tendra 
sentido fisico la parte real de la ecuacion. 

Se suelen expresar la intensidad y la FEM, en vez de en funcion de los 
valores maximos (/ 0 , 6 0 ), en funcion de las magnitudes eficaces, como se 
vera en el desarrollo de los problemas. 


Ley de Ohm a las expresiones complejas: 


[Z\ 


M 

[/) 
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INTENSIDAD ACTIVA Y REACTIVA: 




TRIANGULOS DE OHMIOS, VOLTIOS Y 
VATIOS: 

Podemos resumir en una sola figura 
aplicable a los circuitos en serie las re- 
laciones entre las impedancias, poten- 
dales eficaces y potencias, en las diver- 
sas partes del drcuito. Este esquema y 
el conodmiento de que la potenda acti- 
va que tiene por valor: 

Pa = llR 


nos resuelven abundantes problemas relativos a impedancias en serie. 


Impedancias en derivaci6n: 

M = Ml + [h] + [A] 


Mi = 


m , [Vi , m 

[2,] + [Z 2 ] + [Z 3 ] 


J— - L + i , i 

[2] [Z,] [Z 2 ] + [Z 3 ] 


Para fadlitar el calculo de impedandas 
en paralelo se introduce el concepto de 
ADMITANCIA, que es la magnitud inversa 
a la impedancia: 


[ 2 ] 


1 

[ 2 ] 















































y, por tanto: 

[ Y\ = [I'll + [Y 2 ] + [Y 3 ] 

Resonancia en serie: 

Si en un circuito LCR la reactancia es nula, es decir: 

Leu = —J— =*> tag? = 0 

entonces la intensidad y la FEM estan en concordancia de fase, es decir, las 
dos se anulan o se hacen maximas en el mismo instante. En tal caso se 
realiza un fenomeno llamado «RESONANCIA» electrica: la impedancia se 
hace minima e igual a entonces Iq adquiere su mayor valor posible: 



Asi, cuando hay concordancia de fase entre la intensidad y la FEM, 7 0 crece 
extraordinariamente, haciendose peligrosa para la seguridad del aislamiento 
de la linea. Los circuitos industriales no estan preparados para tan altas 
intensidades, por lo que debe evitarse, por tanto, tal fenomeno de reso¬ 
nancia. Siendo: 

j 1 2 1 

Leo = —p=, - => (o = . ~ 

Leo L C 

como eo = 27r/r, obtenemos: 

= ^ t=2kVlc 

T 2 Loj 

(FORMULA DE TOMSON) 

que nos da el periodo de la corriente, en el fenomeno de resonancia, en 
funcion de la autoinduccion y la capacidad. Este tiempo es el llamado «PE- 
RIODO DE DESCARGA DEL CONDENSADOR». 

En un circuito LCR en resonancia se verificara: 

[Vc] = [VJ 

y el diagrama vectorial sera como el de la figura. 












Resonancia en PARALELO: 

Supongamos un circuito como el de la fi- 
gura en el que suponemos nula la resis- 
tencia de la linea y derivaciones; siendo 
el potencial en la linea de la forma 
V = V 0 cos cot y verificandose: 


Leo = -J— => T =2n VLc 

Leo 

entonces: 

[Z L ] = Lcoi => [Y l ] = - -J— i = -J— e-» 

Leo Leo 

[z c \ = - -J— i => [y 2 ] = c*i = cW r ^ 


con lo que: 

m = [^.] + MI = (Ceo - -i-) / = 0 


luego como [Z] = 1 J[Y] la impedancia equivalente es infinita (Z = 00 ); lue- 
go en la linea sera nula la intensidad, tomando en cada derivation los va- 
lores: 


[4] = [V] [Y l ] = 

[4] = M [Y c ] = VoCeoe'^V 

que son iguales en modulo y forman en el dia- 
grama un angulo tt, y por tanto: 

[4] + [/c] = 0 

resultado que ya habiamos previsto. 




L 
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Metodo fasorial para el calculo con magnitudes sinusoidales: 

Con el fin de simplificar los calculos, se prescinde del termino e la>t (que 
indica la rotation del «fasor» con velocidad angular constante w), por ser el 
mismo para todas las tensiones e intensidades del circuito; por lo tanto, se 
trabajara con lo que llamaremos el FASOR; asi, por ejemplo, si la intensidad 
alterna es de la forma / = / 0 (cosa>f - 9 ), la escribiamos en forma compleja: 

[/] = I 0 e 

el fasor que le corresponde sera: 

T= I 0 e~^ 

tendremos que incluir el termino e loA cuando deseemos obtener la expresion 
especifica de la magnitud ffsica. 


Problema 37. En un circuito de corriente alterna hay intercalado un condensa- 
dor de 10 «j.F de capacidad. Calcular la capacitancia del condensador. Consideran- 
do una resistencia de 50 LI, ^cual sera la impedancia del circuito? La frecuencia 
de la corriente alterna es de 100 Hz. 

Solucion 

La capacitancia viene dada por la fdrmula: 

Cco 2™c 2 000* 159,21 

Para hallar la impedancia aplicaremos: 



Problema 38. Calcular la reactancia inductiva de una bobina de 2 x 10 " 3 H de au- 
toinduccion si la corriente alterna que la recorre tiene un perfodo de 1/50 de 
segundo. ^Cual sera la impedancia de la bobina si su resistencia es de 5 LI? Si la 
bobina esta intercalada en un circuito de resistencia 10 LI, ^cual sera la impedan¬ 
cia del circuito? 


Solucion 

Si el periodo es 1/50, la frecuencia sera 50 Hz: 

X x = Lo, = 2-vZ. = 2-50 x 0,002 = 0,63 11 
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La impedancia de la bobina vendr£ dada por: 


Z b = VW + X 2 = V5 2 + 0.63 2 = 5,04 U 

La impedancia del circuito es: 

Z = V(1'K 2 ) + X 2 = Vl5 2 + 0,63 2 "= 15,01 0 


Problema 39. Un condensador de 20 p.F de capacidad y una bobina de 0,02 H 
de autoinduccion estan colocados en serie en un circuito de resistencia total des- 
preciable. La frecuencia de la corriente alterna que recorre el circuito es 50 Hz. 
Calcular la impedancia del circuito. 


Solucion 


Xc = 


C(0 


2 7TvC 


2tt50 


20 

10 6 


■ * 159,15 O 


= Leo = 2ttvL = 2tt50 x 0,02 - 6,28 0 


Z = V(X L - X c ) 2 = X L - X c = 152,87 O 


Problema 40. Calcular la impedancia de un circuito de 2 Q de resistencia en el 
que hay colocados en serie una bobina de 0,02 H de autoinduccion y un conden¬ 
sador de 20 [jlF de capacidad, cuando apliquemos una tension alterna de 50 Hz. 


Solucion 


X L = 2^vL = 2;:50 x 0,02 = 6,28 11 

— 1 __ 1 _ 

2kvC 2t: 50 x 20 x 10~ 6 
La impedancia ser^: 


159,15 Q 


=J> X = X L - X c = - 152,87 O 


Z = Vr 2 + (AY - X c ) 2 = V4 + 152.87 2 = 152,88 11 


Problema 41. En un circuito de corriente alterna que tiene una resistencia de 
22 Q un voltimetro marca 220 V. Siendo su frecuencia de 100 Hz, determinar: 

1 . El valor maximo que alcanza el potencial en un ciclo. 

2. La ecuacion del potencial. 

3. Lo que marca un ampenmetro de corriente alterna. 


Solucion 


Los aparatos de medida de corriente alterna nos marcan los valores eficaces de esta. 


1 ) 





=> 


V 0 = VTv, = 220 VT= 311 V 
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2) En funci6n del valor m&ximo, V n es: 


V = V 0 cos27rw = 311cos200rr 


En funcidn del valor eficaz, V c sera: 


V = V e cos2^vr = 220 cos 200^ 


3) Aplicando la ley de Ohm: 



Problema 42. Un circuito de corriente alterna de 120 V y 100 Hz consta de una 
autoinduccion pura de 1 H. Calcular: 

1. La intensidad de la corriente que lo recorre. 

2. La potencia perdida en el. 


Solucion 

X L = 2 rvL = 2 7r 100 = 200 7r 12 


1 ) 


= JL - 120 _ °’ 6 

c X L 200 - 7z ^ 


„ X 

tagp = -g- 


oc 



/ = cos ^200;rf - sen 200 


2 ) 

P = e e / c cos f = 120 cos90° = 0 

7 r 


Problema 43. 1. Dibujar el diagrama vectorial de la corriente alterna que circu- 

la en un circuito, considerando unicamente la influencia de la resistencia y la 
autoinduccion. 

2. ^La intensidad esta adelantada o retrasada en fase con la FEM? 

3 . <^A1 disminuir la resistencia el angulo de desenfase disminuye o aumenta? 

4 . ^Cuanto valdria tal angulo si la resistencia fuese despreciable frente a Leo? 

5. Determinar los valores de la impedancia, la intensidad maxima e instantanea 
en el caso lfmite (apartado 4). 



Solucion 


1) Dibujaremos un vector de direccidn cualquiera y de valor I (} R\ formando con €\ un Angulo 
de +90°, dibujaremos el vector I () Lro , que compondremos con el anterior, obteniendo 6 0 y 
el angulo de desenfase El angulo entre 6„ y el eje X es «A (/, instante arbitrario). 
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2) Dividiendo I^R por R se obtiene 7 0 . Las proyecciones de 6 0 e 7 0 sobre X nos determinaran 
los valores instantaneos: 

6 = 6 0 cosa»r 7 = 7 0 cos(<of — 9 ) 

La intensidad en la h'nea esta retrasada con respecto a la fem aplicada. 


3) En este caso: 


tag9 

luego, al disminuir R y 9 aumenta. 


Leo 

R 


4) Si R fuese despreciable frente a Leo (inductancia o reactancia inductiva), tag 9 = 00 y 
9 = 7 :/ 2: «En un circuito con influencia exclusiva de la autoinduccion la intensidad esta 
retrasada en fase x/2 con respecto a la fem.» Se dice entonces que ambas magnitudes estan 

en «CUADRATURA». 


5) En el caso anterior el valor de la impedancia seria: 




. 6 0 

Gd 

Z 0 — Leo 


Ai = 7 “ 

£ 0 

Leo 


y en este caso limite la intensidad instantanea tendria por valor: 


C 



Problema XXX1-44-l. a 


7 = 7 0 cos 



^ = 7 0 sencu/ 


Problema 44. 1. Dibujar el diagrama vectorial de la corriente alterna que circu- 

la por un circuito, considerando unicamente la influencia de la resistencia y la 
capacidad. ^La intensidad esta adelantada o retrasada en fase con la FEM? Deter- 
minar la impedancia, el angulo de desenfase y la intensidad maxima. 

2. Vamos disminuyendo la resistencia. £HI angulo de desenfase disminuye o au¬ 
menta? ^Cuanto valdria tal angulo al anularse la resistencia? Determinar la impe¬ 
dancia y la intensidad maxima e instantanea en este caso limite. 



Problema XXXI-44-2.* 


Solucion 


1) Dibujamos un vector de direccion cualquiera y de valor I () R\ formando con el un angulo de 
-90° dibujaremos el vector 7(/Gu, que compondremos con el anterior, obteniendo 6 n y el 
£ngulo de desenfase 9 . El angulo entre G 0 y el eje X es cot (f, instante arbitrario). Dividien¬ 
do I (> R por R , obtenemos 7 0 . Las proyecciones de G« e 7 0 sobre X nos determinan los 
valores instantaneos: 


6 = 6 0 cos cot I = 7 n cos(wf + 9 ) 


( es el valor absoluto del angulo de desenfase.) La intensidad en la linea esta adelantada 
con respecto a la fem aplicada. La impedancia sera: 


Z = 



1 

(Cco) 2 


La tangente del angulo de desenfase es: 


tag9 


-1/Go 

R 


1 

OoR 
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lo que comprobamos con las representaciones graficas. Como el angulo de desenfase es negati- 
vo, la intensidad va adelantada en fase con respecto a la tensidn. La intensidad maxima vale: 



Z V/? 2 + l/(Gu ) 2 

2) A1 ir disminuyendo la resistencia el valor absoluto del Angulo de desenfase va aumentando 
hasta un valor que corresponde 1 a 90° (adelanto de fase de 7 con respecto a 6 ): 

z ‘ V (-Sr)’ ■ -ET 

Los valores de 7 para este caso limite: 


z * (-5r)' 

R = 0 


/o = 



1 

Cat 


= SoCcj 


I = 7 0 cos 


+ 


j = - 7 0 senw/ 


Problema 45. En el circuito completo RLC de las corrientes alternas disminui- 
mos la resistencia. Observar en el diagrama vectorial las variaciones del angulo 
desenfase y determinar su valor cuando R = O y Leo < 1/Coj. Calcular para estos 
casos el valor de la impedancia y de la intensidad maxima e instantanea. 


Solucion 


l. cr CASO: 


Leo > 


1 

Coj 


Las proyecciones de G 0 e 7 0 son: 

6 = G 0 cosw/ 

7 = 7 0 cos(w/ - 9 ) 


La intensidad esta retrasada en fase con la fem. 

Conforme R va disminuyendo 9 va aumentando, tendiendo G a adquirir la direccidn de 
I 0 (Lco - 1 /Go). 
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2.° caso: 



Leo ^ 


1 


Cco 


Las proyecciones de 6 0 e 7 0 son: 

0 = 0o COSwf 

I = / Q COS {cot - 9) (9 < 0) 

La intensidad esta adelantada en fase con relation a la fem. Conforme R va disminuyendo 9 va 
aumentando en valor absoluto, tendiendo 0 O a adquirir la direccion de IJCco. En el Ifmite 
(R = 0) la impedancia es: 




— L(o 


La intensidad maxima: 


4 > = 


6 0 


La intensidad instantanea: 


/ = 7 0 cos = - 


7 0 senw/ 


Problema 46. Se llaman FEM media e intensidad media al valor medio de la FEM 
o intensidad de la corriente alterna en un semiperiodo, en el que la corriente 
circula en todos sus instantes en el mismo sentido. Calcular sus valores: 

1. En funcion de los valores maximos de tales magnitudes. 

2. En funcion de los valores eficaces. 


Solution 

1) Escojamos el origen de los tiempos cuando la fem es cero, y a partiF de tal instante aumen- 
ta por valores positivos, introduciendo en la formula general una correction de fase -k/2: 


0 = 0 O COS ^<0/ “ = 

0 O sen cotdt = — ^° ^ 


Sosencot 


T/2 20o | T/2 20 o 


e - ' f T 

m -jjY- j o 

2€ 0 t r ir. Y* €o 

T In L C ° S T 'J„ 


sen cotdt = 


6 0 



|T /2 

— COS cot 

= 

CO 

Jo 

-1 - 1 ] = 

20 o 

_ 


Escogiendo el origen de los tiempos cuando la intensidad es nula y, a partir de tal instante, 
aumenta por valores positivos, su ecuacidn es: 


7 = 7 0 senwf 


y su valor medio: 


, > ! 

f™ / senvtdt - 2Al 

■C 1 

1 

E 

f 0 ~ 
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2) 


26 0 _ 2€ e vr 

7Z X 


2/ 0 2/ c vr 


Problema 47. En un circuito de 25 Q de resistencia hay instaladas capacidades 
por valor de 2 x 10 4 jjJF; en serie con ellas se instala una bobina de 10 LI de resisten¬ 
cia y 0,02 H de autoinduccion. Aplicamos a los extremos del circuito una tension 
alterna cuyo valor eficaz es de 100 V y de frecuencia 100 Hz. Calcular: 

1. La impedancia del circuito y de la bobina. 

2. La intensidad eficaz y maxima. 

3. La tension eficaz en los bornes de la bobina. 

4. El factor de potencia. 

5. Las intensidades eficaces, activa y reactiva. 

6 . La potencia teorica, activa y reactiva. 

7. Dibujar el diagrama vectorial. 


Solution 


1 ) 


X L = Leo = 2 ttvL = 27:100 x 0,02 = 12,57 12 

X c = —— =---=- - -= 0,08 12 

Cco 2 tzvC 20Q 2 x 10 4 

10 6 


X = 12,49 12 


Impedancia de la bobina: 

Z b = VlO 2 + 12.49 2 = 16 £1 

Impedancia del circuito: 

Z = V(l’/?) 2 + (xi - X c ) 2 = V35 2 + 12.49 2 = 37 £1 


2 ) 



100 

IT 


2,7 A 


/ 0 = / c y/l = 3,8 A 


3) 

4) 


V h = l'Z h = 43,2 V 



35 

37 


= 0,946 


5) 


/ ca = / c cos ? = 2,7 x 0.946 = 2,5 A 


l c , = 4 sen? = 0,9 A 
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6) Potencia te6rica: 


Potencia activa: 


P t = / c e c = 2,7 x 100 = 270 V • A 



P a = / c 6 c cosp = 7 ca 6 c = 2,5 x 100 = 250 W 


Potencia reactiva: 


P r = 7 C 6 C senp = I cr E e = 0,9 x 100 = 90 W 


7) Para dibujar el diagrama consideramos los siguientes valores: 

IvR = 3,8 x 35 = 133 A • Q 
I 0 Lto = 3,8 x 12,57 = 47,8 A • Q 

4> 


Cco 


■ = 3,8 x 0,08 = 0,3 A • 12 


Problema 48. En un circuito de corriente alterna de 50 Hz y 22,5 Q de resisten- 
cia senalan los aparatos registradores 150 V y 5 A como tension e intensidad 
eficaz. Calcular: 

1. El factor de potencia. 

2. La potencia activa. 

3. La potencia reactiva. 

4. La potencia teorica. 

5. La intensidad instantanea activa. 

6 . La intensidad instantanea reactiva. 

7. La impedancia. 

8 . La reactancia. 

9. Supuesta anulada la reactancia, calcular la intensidad en el fenomeno de reso- 
nancia. 

10. Supuesto en un alternador trifasico, que cada uno de los circuitos tuviese las 
caracteristicas calculadas en los nueve primeros apartados, determinar la potencia 
del alternador. 

11 . Supuesto el fenomeno de resonancia y un alternador trifasico (noveno apar- 
tado), calcular la potencia. 


1 ) 


Solucion 


7„ = 7 C VT= 5 VTa 

6 o = e c VT= 150 vTv 


COSs = 


7qP 

6 0 


5 VI x 22,5 
150 Vl 


= 0,75 


2) 

3) 

4) 


P, = 7 c 6 c cosp = 5 x 150 x 0,75 = 562,5 W 


P T = 7 c 6 c sen ? = 5 x 150 Vl - 0,75 2 = 496 W 


P x = 7 e 6 c = 5 x 150 = 750 V • A 
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5) 


6 ) 

7) 


4. = IoCOSfCoscoi = 5 VI x 0,75cos2n50 1 = 5,3sen lOOirf 


I, = / 0 sen?senw/ = 5 VI Vl - 0,75 2 sen2r50r = 4,7cosl007rr 



150 VI 
5 VI 


= 30 Q 


8 ) 

Z = V /? 2 + A"’ => X 2 = Z 2 - R 2 = 900 - 506,25 = 393,75 Q 2 


9) 



150 VT 
22,5 


9,4 A 


=> 


* = 19,8 a 


su valor eficaz es: 


10 ) 


/c 


150 

22,5 


6,7 A 


P = V36 c / c cos 9 = V3> a = 974,3 W 


11 ) 

P = VT 6 C / C = VTx 150 x 6,7 = 1 740,7 W 


Problema 49. Un solenoide de 1 m de longitud de 50 £2 de resistencia, 10 espi- 
ras/cm y 10 cm 2 de seccion tiene en su interior un nucleo de hierro (a 7 = 2 000) y 
es recorrido por una corriente alterna de 50 Hz. Calcular: 

1. La autoinduccion. 

2 . Su reactancia. 

3. Su impedancia. 

4. El desenfase entre la tension y la intensidad. 

5. La intensidad de la corriente para una tension de 2 000 V. 

6 . El factor de potencia. 

7. La potencia de la corriente (considerar el solenoide como indefinido). 

Solucion 


1) 


2 ) 



2 000 x 4-1 000 2 x 10 x 10" 4 
10 7 x 1 


0,8- H 


X L = Leo = 0,8-2-50 = 80- 2 12 


z = Vr 2 + (Leo ) 2 = V50 2 + (80- 2 ) 2 = 791 12 


3 ) 





















4 ) 


5) 


'ag? = 


Lto _ 80 


50 


f = 1,5 rad 


V e 2 000 

7 ' = -f = — = 2 ’ 5A 


6) Del triangulo de ohmios: 

7) 


K 50 n n , 

C0Sf = T = ~T9T = °' 06 


P = Vy c cos? = 2 000 x 2,5 x 0,06 = 300 W 


Problema 50. Los aparatos registradores nos indican para un circuito de alterna: 
/ e = 10 A, V c = 500 V, P A = 3 kW, la frecuencia es de 50 Hz y la intensidad 
esta retrasada con respecto al voltaje. Determinar el factor de potencia y la capa- 
cidad del condensador en serie, capaz de elevarlo hasta 0,8. <,Que potencia toma- 
ra el circuito de la red, una vez hecha tal modificacion? 


Solucion 

Del triangulo de ohmios, voltios y vatios del formulario se obtiene: 


3 000 


I C V C 


10 X 500 


= 0,6 


, P A 

P A = 1*R =^> R = — = 
,2 
J c 


senp = Vl - 0,6 2 = 0,8 

tag? = 4/3 
3 000 


100 


30 12 


R 


30 


0,6 


= 50 12 


Del triangulo de ohmios obtenemos: 

X = Ktag? = 30 x -J- = 40 12 Z = 

quedando asi determinadas las caractensticas del circuito. A cos?' = 0,8 (que queremos obte- 
ner) corresponde: 


sen?' = 0,6 y 


ta ^'= ~ 


Del triangulo de ohmios: 


X' = fltag?' = 30 -j- = 22,5 12 

Intercalada una capacidad C', para aproximar la fase de la intensidad a la del voltaje, la nueva 
capacidad equivalente y la nueva capacitancia seran: 


1 

Q ’ 

X' = Leo - 


— + — 


1 


C = 


1 


c 

— L<o — 
1 


C c «j 


Cco 


1 + _L 


C'(0 Cco 
1 _ v 1 


= X - 


(X - X')oj (40 - 22,5)27:50 


Cco Cco 

= 182 x 10" 6 F = 182 uF 
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La nueva impedancia es: 

Z' = R = 30 

cos?' 0,8 

Y la intensidad eficaz y la potencia activa: 


37,5 Q 


/; = 



500 

-A 

37,5 


= /;V e cos?' = 


500 x 500 x 0,8 
37,5 x 1 000 


kW = 5,3 kW 


Problema 51. Demostrar que la impedancia equivalente a otras en serie es la 
suma geometrica de las impedancias asociadas. Hacer una representation grafica. 


Solution 


Si conectamos varias impedancias en serie como indicamos en la figura, entonces la intensidad 
de corriente por cada una de ellas es la misma. Si ponemos los potenciales, las impedancias y 
las intensidades en forma compleja y aplicamos la ley de Ohm, se obtiene: 


[v,i = in [z,i 
[vj = in [zj 
[v,i = in iz 3 ) 


=> [V] = [V,] + [V 2 ] + [V,] = ((Z.) + [Z 2 ] + [Z 3 ]) in 


de donde deducimos que «en la conexion de impedancias en serie se suman las impedancias». 

[Z] = [Z,J + [Z 2 ] + [Z 3 ] 



conviene resaltar que esta expresion es valida si las impedancias estan expresadas en forma 
compleja; luego: 


[z,] = R, + ix, 

[Z, j = R, + iX-, 
[Z,] = R, + iX-s 


[Z] = (J?, +R 2 + R 3 ) + i(X, +X 2 + X 2 ) 


que, escrita en forma exponencial: 


[Z] = Ze'> 


Z = V(/?, + R 2 + R,) 2 + ( X , + X 2 + ^ 3 ) 2 
Xy + X 2 + Xy 
tag? /?, + /?, + /?, 


por tanto, Z (en modulo) no es la suma de los mddulos de Z,, Z 2 y Z 3 . 

La impedancia (triangulo de ohmios) queda determinada por el valor de la hipotenusa de un 
triangulo rectangulo cuyos catetos son la resistencia y la reactancia. 

Construyamos un triangulo cuyos catetos son: R = y X = (X = reactancia). Su hipo¬ 
tenusa sera la impedancia Z que podria haberse construido, segun se observa en el gr£fico, 
dibujando a partir de un punto A la impedancia Z,; a partir de su extremo D , la Z 2 , y a partir 
de su extremo £, la Z 3 . Se une el origen con el ultimo extremo y se obtiene Z, lo que demues- 
tra el enunciado: 

[Z] = z [Z,] . 

En tal suma geometrica los angulos que Z,, Z 2 , Z 3 forman con el eje AC son: 

Yj Y 2 __ Y 3 


tag?, = 


tag? 2 = 


R , 


tag?? 



/?3 


Problema XXXI-51-2. J 
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Problema 52. En el circuito RLC de la figura, L = 0,5 H, la tension aplicada es 
V = 300cos500/ y la intensidad I = l,5cos(500r - tt/6 ), ambas escritas en el SI. 
Calcular: 

1. La resistencia. 

2 . La capacidad del condensador. 

3. La frecuencia que deberia tener la corriente para que el circuito estuviera en 
resonancia. 


Solucion 


Problema XXXI-52 . La impedancia sera: 



300 

U 


= 200 12 


que, expresada en forma compleja: 


[z\ = Ztf" 


R + Xi - 200 


( C ° S -f + ' Sen -f) 


1) De lo anterior deducimos: 


R = 200cos -f- = 100 V3 U 
o 


2 ) 


X = Leo - 


1 

Cat 


200 sen = 250 - 
6 


1 

500 C 




3) 


CO = 2 7TV = - 

Vic 



387,3 racVs 


v = = 61,6 Hz 

2k 


Problema 53. Los voltimetros de la figura nos indican: V" R = 80 V y 
V x = 60 V. Si el ampenmetro marca 5 A, calcular: 

1. La impedancia total del circuito y el angulo de desenfase. 

2 . El potencial eficaz V AB . 

3. La potencia reactiva del circuito. 


Solucion 



16 12 => [Z R ] = 16 
12 12 => [Z x ] = 12/ 


[Z] = [Z R ] + [Z x ] = 16 + 12/ = 20e o,64i 


luego la impedancia equivalente de todo el circuito es: 

Z = 20 12 
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y el angulo en que esta retrasada la intensidad respecto al potencial es: 

f = 0,64 rad 


2) El fasor que nos representa la intensidad es: 

T = 5e- <,M ' o / = 5cos(<«/ - 0,64) 
aplicando la ley de Ohm: 

V = I[Z] = 100 o V = lOOcoswf 


luego: 

V c = V AB = 100 V , 

3) 

P R = 1 C V C sen? = 5 x 100sen0,64 = 300 W 


Problema 54. En el circuito de la figura R = 40 Q, L = \/n H, C = 1/7* mF y 
la frecuencia v = 50 Hz, el amperimetro indica una intensidad eficaz de 10 A. 
Calcular: 

1 . Las impedancias complejas de cada uno de los elementos del circuito. 

2. La impedancia compleja total a que equivale todo el circuito, angulo de desen- 
fase y diagrama vectorial de impedancias. 

3. Expresion fasorial de la intensidad. 

4. Diferencia de potencial entre los bornes del condensador, de la autoinduccion, 
de la resistencia y del alternador; indicar en todos los casos los valores eficaces y 
dibujar el diagrama correspondiente. 

5. Potencia del circuito. 


h—^ H** ^2 ^3 “H 

I I I I 

R L C 

Problema XXXI-54 


Solucion 

l. cr m£todo: 

1) La impedancia correspondiente a la resistencia y que se identifica con ella es: 


Z, = R = 40 Q => 


[Zy] = 40 


La impedancia de la autoinduccidn (que se identifica con la inductancia) es: 
1 


Z> = Leo = — 2 t: 50 = 100 LI 

7T 


[Z 2 ] = 100/ = 100c 4 


La impedancia de la capacidad (que se identifica con la capacitancia) es: 
1 


Z 3 = 


1 

C(i> 


1 


= 70 12 => 


7^10 3 


-2*50 


[Z 3 ] = - 70/ = 70e 


2 ) 


[Z] = [Z,) + [Z 2 ] + [Z 3 ] = 40 + 30/ = 50 e° 


Z = 50 LI 


9 = 0,64 rad 



El diagrama vectorial de impedancias es el de la figura. 


UZ 3 ] 

Problema XXXI-54-1. 
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3) La intensidad en el circuito vendr£ dada por: 

/ = I () cos(ojt - ?) 

como I 0 = V2 I e = 14 A, luego: 

/ = 14cos(100*/ - 0,64) => 7 = 14e -0,64 ' 

se suele expresar la intensidad (y el potencial), en vez de en funci6n de los valores maximos, 
en funci6n de sus valores eficaces, es decir: 

7= 10e~ o,64 ‘ 

en todo lo que sigue y mientras no se diga lo contrario, trabajaremos con las eficaces, que son 
las que nos dan los aparatos de medida. 

4) Por aparici6n de la ley de Ohm: 

V, = 7[Z,] = 400e _o,64i 

V 2 = T[Z 2 ] = lOe -0,64 ' 100e iV2 = 1 000e (V2 -°- M)i 
V? 3 = J[Z 3 ] = 10e" o,64i 70e" iV2 = 700? V2+O M,i 
V = T[Z\ = 10e“ o,64i 50e w,64i = 500 
Los valores instant&neos ser^n: 

K, = 400cos(100^ - 0,64) 

V 2 = 1 000cos ^100*< + -J- - 0,64^ 

V, = 700cos ^100rt-1- - 0,64^ 

V = 500cos100tt/ 


siendo 400 V, 1 000 V, 700 V y 500 V los valores eficaces respectivos. 

Con los valores obtenidos se deduce que existiendo en todos los puntos del circuito la misma 
intensidad, la cual en la resistencia debe estar en fase con el potencial; pero en la autoinduc- 
ci 6 n pura la intensidad debe ir retrasada tz/2 con respecto al potencial (potencial adelantadc 
con respecto a la intensidad), y en la capacidad debe estar la intensidad adelantada tz/2 con 
respecto al potencial (potencial retrasado con respecto a la intensidad). El fendmeno queda 
expresado por los vectores V,, V 2 y V 3 . El vector resultante de los tres (V) es el potencial en 
bornes del altemador. 

5) El factor de potencia toma el valor: 

cos? = 0,8 

luego la potencia es: 

P = VJ e cos? = 500 x 10 x 0,8 = 4 000 W 


2.° m£todo: 

Se ha resuelto el problema empleando el c^lculo fasorial para que el lector se ejercite con 
estas operaciones, que tendr^ que utilizar en circuitos con impedancias en paralelo, siendo 
quiz^ m£s f^cil emplear la ley de Ohm a los valores eficaces, y se obtendra: 

V\ = / C Z, = 10 x 40 = 400 V 

V 2 = / C Z 2 = 10 x 100 = 1 000 V 

V y = I c Z y = 10 x 70 = 700 V 
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teniendo en cuenta que: 



con lo que: 



+ (100 - 70) 2 = 50 12 


V c = l c Z = 10 x 50 = 500 V 

construyendo a continuacidn el diagrama vectorial de la figura, que es consecuencia de la 
teona expuesta, nos proporciona el valor del angulo de desenfase 9 y, por tanto, todos los 
demas resultados. 


Problems 55. En el circuito de la figura, [Z x ] = 20 4- 30/ U, [Z 2 ] = 10 - 20/ Q, 
[Z 3 ] = 20 + 20/12, y la frecuencia v = 50/* Hz, un voltimetro colocado entre los 
extremos de [Z 2 ] nos marca un voltaje eficaz de 224 V. Calcular: 

1. La impedancia equivalente y el angulo de desenfase. 

2. Si en la linea V = V c cos tot. ^Que angulo <? 2 esta desfasado V 2 con respecto 
a V? 4 ,Que valor toma V 2 ? 

3. Valor de / en el circuito. 

4. Valor de Vfr V 3 y V. 

5. Potencia del circuito. € 


Solucion 


1 ) 



[Z] = [Z,] + [Z 2 \ + [Zy\ = 50 + 30/ = 10 V34e WMI 


Z = 10 V34 12 

L. L 

9 = 0,54 rad 




2) y 3) Como / es la misma para todo el circuito y el resultado anterior nos dice que est£ 
retrasada en fase 9 respecto al potencial en la linea £9 > 0 ), entonces / es de la forma: 

I = / C cos(100/ - 0,54) =*• / = l c e~" Mi 

suponiendo un desenfase p, entre V y V 2 , este ultimo se expresard por: 

V 2 = 224 cos (lOOt + p 2 ) =t> V 2 = 224 


Problema XXXI-55 


y como: 


[Z 2 ] = 10 - 20/ = 10 Vs e" l,m 
aplicando la ley de Ohm a los extremos de Z 2 , nos queda: 


V, nSd 224e* 2 ' 

/ = -— <*> 7 c e~ 0,541 = ■ 


[Z 2 ] 


10 VsV M 


/ c = —A = 10 A 

10 Vs 

-0,54 = p, + 1,11 =t> 


92 = — 1,65 rad 


luego: 


V 2 = 224cos( 100/ - 1,65) 


/ = 10cos(100/ - 0,54) 


4) Como: 

[Z,) = 20 + 30/ = 10 Vl3 [Z,] = 20 + 20 / = 20 VT e^' 
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por aplicacion de la ley de Ohm se obtiene: 


V, = / [Z,] = 100 Vl3 e ,0 - 9S - 0 S4>i => V, = 100 Vu cos(100/ + 0.44) 


V } = / [Zj) = 200 VIe( * ' °' 5J ) ' =s> V, = 200 VTcosflOO/ + 0.24) 

V = T [Z] = 100 V34 e (0S4 -°- 5J,i 


V = 100 V34cosl00/ 


5) 


P = I'V e cos-, = 1 000 V34cos0,54 = 5 000 W 


Problema 56. Dibujar el triangulo de potencias para un circuito con una tension 
6 = 300cos (col + 15°) V y cuya intensidad es / = l,4cos(w/ - 45°) A, y ambos 



luego: 


z 


B 


-e- 


■(v)— 


Problema XXXI-57 


0,5 


<ot + 15 = «Y 
tot — 45 = <o't' — ? 


? = 60° 


cosp = 0,5 


otra forma de calcular el factor de potencia seria haciendo el siguiente cambio: 
cos (tot + 15) = coswY 
cos(wr - 45) = cos(<uY - ?) 
con lo que: 

P T = VJc = 212 x 1 = 212 W 
P A = VJ C cos? = 106 W 
Pr = VJ' sen? = 106 VT' W 
obteniendose el triangulo de la figura. 


Problema 57. En el circuito de la figura las impedancias derivadas son iguales 
(Z), asi como sus resistencias ( R). El voltimetro nos indica el potencial eficaz 
^ab (10- Determinar los valores de las intensidades en las derivaciones y en el 
circuito general en funcion de Z. R y V. Demostrar que el valor de la impedancia 
equivalente a las dos en derivacion es Z cq = Z 2 /2/?. 
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Solution 



/ - 2 /,cos;> - 2 VR 

V 

z 2 



=> 




Problema 58. Dado el circuito en la figura, en el que V = 20 V2cos (50r + n/3), 
determinar: 

1 . Intensidades que circulan por cada rama en paralelo. 

2 . Factores de potencia de cada rama. 

Solution 

1) Las impedancias complejas correspondientes a cada rama son: 

[Z,] = 2 VT+ 50 x 0,04/ = 2 vT+ 2 i = 4e ^ 6 

[Z 2 ] = 2,5 + 50^1/ = -A. + = 5e'^ 

luego las impedancias de cada rama y los angulos de desenfase son: 



Problema XXXI-58 


Z, = 4 12 


?i - 


6 


Z 2 — 5 12 ?2 — “y 

como el fasor correspondiente al potencial es: 

V = 20 

los fasores de intensidad en cada rama (aplicando la ley de Ohm) seran: 

/, = —g_ = 20V2>* = 5 y^ 6 

[Z,] 4e^ 6 

L = —= 4 VTe 1 " = 4 VT 
IZ 2 ) 


las intensidades que circulan por cada rama son: 




/, = 5 vTc 


COS 


1 2 = 4 V2cos50t 


2 ) 


, VT 


- 1 

cosp, = cos — = — 


COSf2 = COS -y = — 


Problema 59. En el circuito de la figura el potencial eficaz en homes del alterna- 
dor es 200 V, R = 25 12, Leo = 50 12, 1/Cco = 20 12 y v = 50 Hz. Determinar: 
1 . Las expresiones complejas de las admitancias de cada una de las partes del 
circuito. 
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2. La intensidad en cada una. 

3. La impedancia equivalente. 

4. El angulo de desenfase entre el potencial y la intensidad en la linea. 

5. La intensidad en la linea. 

6 . La potencia del circuito. 

7. Dibujar los diagramas vectoriales correspondientes. 

Solution 


1 ) 


Z, = R = 25 LI 


Z 2 = Lea = 50 Q 


z 3 = -20 a 

Ccu 


=> 


=*> 


=> 


[Zi ] = 25 


[Z 2 ] = 50/ 


[Z 3 ] = - 20/ 


(y,1 = ir u ~' 



™ - -s- - -4— 

* 


2) Como: 


V = V c cos(ot => V = 200 cos 100 77/ 
el fasor correspondiente a este potencial es: 

V = 200 


al ser el mismo potencial para cualquiera que aea la rama del circuito, por aplicacion de la ley 
de Ohn, se obtiene: 

Tx = -jfr- = V[Y t ] = 8 A 
l Z lJ 

lo que nos indica que la intensidad en la resistencia esta en fase con el potencial. 

/, = v [y 2 ] = 200 — e~ wr - = 

lo que nos indica que en la autoinduccidn hay un retraso de rj2 de la intensidad con respecto al 
potencial. 

/ 3 = v [y 3 ] = \0e i7:/2 

lo que nos indica que en el condensador hay un adelanto de -/2 de la intensidad con respecto al 
potencial. Los valores instantaneos de las intensidades en cada una de las derivaciones es: 

/, = 8cosl00-/ 

; 2 = 4 cos (100-/ - -/ 2) 

ly = 10cos(100-/ + 42) 

siendo 8, 4 y 10 A los valores eficaces de ellas en cada una de las h'neas, respectivamente. 


3) y 4) La admitancia equivalente sera: 

m = [Y,] + [y s ] + [Y,] = ,..M. * 


[Z] 



16 - 12/ = 20e~ u - 641 => 


Z = 20 12 


? = - 0,64 rad 


lo que indica que la intensidad en la linea estara «adelantada» en fase respecto del potencial. 





































5) El valor de la intensidad en la li'nea se obtiene: 

7 = A + 7 2 + 7 3 

o mas facilmente por aplicacidn de la ley de Ohm: 
V 


I = 


IA 


= V[Y] = 10 e° 


/ = 10cos(100;rf + 0,64) 


10 A es el valor de la intensidad eficaz en la lmea. 


6) La potencia del circuito se obtiene teniendo en cuenta que el valor del factor de poten- 
cia es: 



Yi 


\ (V 



/ 


7 \ 

/ 





U yS 





0 

\h 

X 


COS9 = 0,8 => 


P = I c V e cosp = 10 x 200 x 0,8 = 1 600 W 


Problema XXXI-59-l. a 


Problema 60. En el circuito de la figura I x = 5cosl0 3 L (Los 5 A son marcados 
por el amperimetro.) Si R = 50 Q, C = 4 pJF y L = 0,1 H, determinese: 

1. Diferencia de potencial en bornes del alternador. 

2. La intensidad en la rama CR. 

3. Las diferencias de potencial existentes en bornes de la resistencia y del con- 
densador. 



Solucion Problema XXXI-60 

El fasor correspondiente a la intensidad que circula por la autoinducci6n es: 

A = 5 

Las expresiones complejas de las impedancias correspondientes a cada rama ser£n: 

[Z,] = Levi = 100/ = lOOe"^" 

[Z 2 ] = R - -J— 1 = 50 — 250/ = 50 V26 e -' m ' 


1) Aplicando la ley de Ohm: 


— i 


/ \ 

V = r [Z,].= 500 e 2 


y = 500 cos f io 3 /+ ~y j 


2) 


12 = 


500 e 2 


[Z 2 ] 50 V 26 e-'- 373i V 26 


10 ^2.944 i 


10 


V 26 


cos(10 3 f + 2,944) 


3) Como: 

[Zr] = 50 => Vr = T 2 [Zr] = _5^L_ e 2.944i 

v26 


Vr = 


500 

V26 


co$(10 3 / + 2,944) 


[Z c ] = - 250/ = 250e 


=> V C = L [Z c ] = 2 -^ E e l 373i 

V26 


V c = JJ2L cos(10 3 / + 1,373) 


V26 
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Problema 61. En el circuito de la figura el amperimetro marca 10 A eficaces y 
[Zi] = 2 + 3/ Q, [Z 2 ] = 1 - i Q y [Z 3 ] = 3 + 2/ Q, el alternador funciona a 
v = 200 / 7 T Hz. Calcular: 

1 . La impedancia «equivalente» del circuito y angulo de desenfase. 

2. Las expresiones de la intensidad*y del potencial instantaneos en el alternador. 

3. La tension en bornas de cada impedancia. 

4. La intensidad en cada una de las dos derivaciones. 

5. La potencia del circuito. 

6 . Dibujar el diagrama vectorial de intensidades. 

Solution 



1 ) 


fv 1 = 1 = 1 + j = VT ; V 4 = vT 

1 2j 1 - « 2 2 2 


,0.785 i 


[*y = 


i 


3 + 2/ 


3 ~ 2/ _ y/l3 —0.588i 
13 13 


[r] 


- IV,] ♦ .'4-1 - - Vi 


[ 2 '] = 


IH 


26 e -0.442i _ 26 _ 19 _ 

17 19 + 9i 17 17 


9 


[Z] = [Z,] + [z) ^°- 670i ■* 


Z = 40 


9 = 0,670 rad 


lo que nos indica que la intensidad de la linea estara «retrasada» respecto del potencial. . 
2 ) 


/ = lOe -0,670 ' =s> 

F = T [Z] = 40 =s> 


/ = 10cos(400f - 0,670) 


V = 40 cos 400/ 


3) Como: 


[Z,) = 2 + 3/ = Vl3 e 0 983i 


entonces: 

V, =f[Z,] = 10 Vl3e 0:si3i 


v = v 2 = V 3 = / [Z'] =10 \/ «r 


V, = 36cos(400/ + 0,313) 


V 2 = V, = 12.4cos(400/ - 1,112) 


4) 


h = V' [Y 2 ] = 12,4 e-°- 327i 


/, = 8,7 cos (400/ - 0,327) 


= v' [y 3 ] 


= 19 4 — 1,700 i 

’ 13 


/, = 3,4cos(400/ - 1,7) 


5) 


P = l e V c cos? = 10 x 40cos0,67 = 313 W 
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6) En la figura: 

9 = - 0,67 = - 38,4° 

9 2 = - 0,327 = - 18,7° 

93 = " 1,7 = - 97,4° 


Problema 62. En el circuito de la figura el potencial eficaz en bornes del alterna- 
dor es 206 V y co = 560 rad/s, si [Z x ] = 1,5/ Q, [Z 2 ] = - 2 i Q y [Z 3 ] = 2 + 2/ Q. 
Calcular: 

1. La impedancia equivalente del circuito y angulo desenfase. 

2. Las expresiones de la / y el V en la linea. 

3. La tension en bornas de cada impedancia. 

4. La intensidad en cada una de las dos derivaciones. 

Solution 


1 ) 


[J \) = i = ±. ^ a-' 

- J-i = 0,35e-^ 4 Q-' 

[r] = [y 2 ] + [y 3 ] = -J- + 4"' Q ' 1 


[Z'l = —-— = 2 - 2/ = 2,83e- i, - /4 

[H 


[Z] = [Z,J + [Z'J = 2 - -J- i = 2,06e -iO24 


Z = 2,06 Q 


9 = - 0,24 rad 


luego la intensidad est£ «adelantada» en fase respecto del potencial. 
2) Tomaremos: _ 


V = V^cosw/ = 206cos500/ 


1/ = 206 V 


entonces: 


r= 


206 


[Z] 2,06e“ 


= 100e o,24i => 


/ = 100 cos (500/ + 0,24) 


3) 

V, = T[Z,] = 100e io - 24 l,5e lry2 = 150e i< ’ y2+o - 24) 




V, = 150 cos (500/ + -/2 + 0,24) 


v = v; 


l/j = / (Z'] = 283c ,<0 ' 24 " ry4) 


=> 


y = v, = V 2 = 283cos (500/ - -/4 + 0,24) 


4) 


/, = V’ [y,] = 141,5 e '<V 4 *o. 2 4) 
f, = P [K 3 ] = 100c' ( "' 24 ‘' y2 ' 


U = 141,5cos(500/ + -/4 + 0,24) 
/, = 100 cos (500/ - -/2 + 0,24) 



Problema XXXI-62 
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x l = 3 n 



Problema 63. En el circuito de la figura el generador de corriente alterna tiene 
una FEM de 100 V eficaces y una frecuencia de 50 Hz, y su impedancia es despre- 
ciable. Determmese: 

1. La impedancia equivalente del sistema. 

2. La intensidad que circula por el circuito general. 

3. Las expresiones de K AB , V BC y V C o • 

4. Las intensidades que circulan por cada derivation. 

Solution 


lj De las figuras deducimos: 



[Z] = 2 + 3 i Q 

[Z, 1 = 3 + i Q => [y,l = —-— = 3 ~ ' Q" 1 = 0,316c-°' 322i 
1 1,1 [Z,] 10 

[Z 2 ] = - Si £1 =*• [y 2 ] = 1 = -L 1 Q- 1 = 0,200^ 

[Z 2 \ 5 

[Z 3 ] = 3 + 4/ £1 =£> [y 3 ] = -pi-j- = 3 ~ 4, ~ £T 1 = l,000e-°' 927i 

[>"] = [K.J + [Y 2 } + [y 3 ] = 21 ~ 3f Q- 1 

[Z') = —-— = — t - = 2,357 e 0142i 

in 3 

[Z eq ] = [Z] + [Z ] = -i- (13 + 10/) = 5,467c°- 6S6i =s> 
luego la intensidad esta «retrasada» en fase con respecto al potencial en el alternador. 


Z eq = 5,467 Q 
9 = 0,656 rad 


Problema XXXI-63-l. a 2) Siendo V = 100e°‘, por aplicacion de la ley de Ohm se obtiene: 


/ = 


V 

[Z cq ] 


100 p —0,656 i _ io 2Q2^ _0 656i 

5,467 : 


=> 


/ = 18,292cos(100 - 0,656) 


3) 

^AB = /« = 36,584cos (100-f - 0,656) 


y B c = 73 i = 18,292e'°- 656i 3e in/2 = 54,876c"; 9,5i => ^bc = 54,876cos(100,t< + 0,915) 


V C d = / [ Z '] = 18,292e" 0,6S6i 2,357e"- l42i = 43,114e-°- 5IJi =>, Vcd = 43,114cos(100rf - 0,514) 


4) 


/, = V'cd [Y,] = 43,114e-°- 514 0,316c-"- 322i = 13.624c- 0 -* 36 =*> /, = 13,624 CO s(100.-rt - 0,83(Q 
7. = V co [Y 2 ] = 43,114e -0 - 514 0,200c 1 ^ = 8,623c 1 " 57 =s> /,= 8 .623 cos (100-f + 1,057) 

7, = y CD (y 3 ] = 43,114 c- 0 - 514 c‘ 0 - 927 ' = 43,114c- 1 ' 441 ' = 


/ 3 = 43.114cos(100r/ - 1.441) 
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Problema 64. El potencial proporcionado por el alternador de la figura viene 
dado por: V AB = 220cos200/ expresado en el SI y en funcion de su valor eficaz. 
Determinar: 

1. La impedancia equivalente. 

2. Las expresiones de las intensidades que circulan por cada una de las impedan- 
cias representadas en la figura. 


Solution 


L = 0,5 H L = 0,5 H 



1) En las figuras: 


Problema XXXI-64 


[Z,] = [Z 2 ] = 50 + 100/ il 


[z 3 ] = ioo a 


[L 3 ] = 


100 


[Z 4 ] = [Z 5 ] = - 10 3 / Q = 10 3 c”'- 57li Q =s> [y 4 ] = (y 5 ] = / Q” 1 


[r] = [y 3 ] + [y 4 ]=-^-i-a - 1 => [Z' 


= 1Q3(1 ° —— = 99,504c -0,100 ' a 
101 


[Z") = [Z ] + [Z 2 ] = 149,010 + 90,099/ = 174,132c 0,5441 Q => 
[y”] = 1 = 149,010 - 90,099/ Q -i 


[Z"] 


30 321,810 


[y"'l = m + [y 5 ] = 1° 3 149,010 - 59 777,190/ Q _, „ 

10 3 30 321,810 


[Z'"] = • 


1 


[Y"'} 


= 175,280 + 70,316/ = 188,858 c 0,3 ® 11 O 


[Z] = [Z"‘] + [Z,] = 225,280 + 170,316/ = 282,416c 0,6471 Q 

9 = 0,647 rad 


Z = 282,416 Q 



2) Como V = 220 e° l V, entonces: 


/1 = 


220 


[Z] 


282,416 


■ c” 0,6471 = 0,779c” 0,6471 A =s> 


/, = 0,779cos(200/ - 0,647) A 


Vcb = h \Z"'] = 147,120c” 


1 V => /, = 


in 


= 0,845c” 0,8101 A 


I 2 = 0,845 cos (200/ - 0,810) A 


/< = ■ = 0,147c 1,3051 A 

l Z 5j 


/ 5 = 0,147cos (200/ + 1,305) A 


V DB = h [Z'] = 84,081 e-°‘ 910i V =*> / 3 == 0,841 e 

l Z 3j 


/ 3 = 0,841 cos(200/ - 0,910) A 


IA = 


[Z 4 ] 


= 0,084 e 0,661i A =» 


I 4 = 0,084cos(200/ + 0,661) A 


Problema XXXI-64-l. a 
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D) MAQUINAS ELECTRICAS. TRANSFORMADORES 

- FORMULARIO- 

TRANSFORMADORES: 

«Son aparatos destinados a variar la tension y la intensidad de las corrientes 
alternas.» Para un transformador ideal, en el que las perdidas son nulas 
(despreciables), la potencia al primario es igual a la potencia en el secunda- 
rio, de forma que el producto de la intensidad por el voltaje permanece 
constante: 

vVi = V2I2 

siendo la razon del voltaje igual a la razon del numero de espiras: 

V\ _ n\ h _ ”2 

V2 n .2 I2 *i\ 


Problema 65. Un motor de 2 CV de potencia funciona con una corriente de 
intensidad 2,94 A durante 5 h. Calcular: 

1. La fuerza contraelectromotriz del motor. 

2. El costo de la energia electrica que hace funcionar al motor, suponiendo que 
el precio de 1 kW • h es 6 ptas. 


Solution 


P = 2 CV = 150 kgm/s = 1 470 W = 1,47 kW 


1) La energia que hace funcionar a un motor es: 

W= en 


y la potencia: 




1 470 
2,94 


500 V 


2) Como funciona 5 h, el consumo sera: 

W = 1,47 x 5 = 7,35 kW • h 

Como el kW • h cuesta a 6 ptas, el precio de lo consumido ser£: 

C = 7,35 x 6 = 44,10 ptas 

(Independientemente de la energia disipada en forma de calor = I 2 Rt.) 


Problema 66. Un salto de agua de un caudal de 500 1/s y de una altura de 10 m 
mueve una turbina acoplada a una dinamo. Esta suministra la energia electrica a 
una fabrica, en la que existen 98 bombillas de 100 W. Calcular los CV de que se 
dispone para el movimiento de los motores de la fabrica. El rendimiento indus¬ 
trial se supone’de un 60 %. 


736 














Solution 


La potencia del salto es: 

P = 500 x 10 = 5 000 kgrn/s = 49 000 W 

Como el rendimiento en la transformacidn es del 60 %, nos quedara disponible una potencia 
de: 

P = 49 000 x 0,6 = 29 400 W 
Como las bombillas consumen: 

P = 98 x 100 = 9 800 W 

los motores consumiran: 

P = 29 400 - 9 800 = 19 600 W 

Para expresarlo en CV habra que dividir por 9,8 x 75, y tendremos: 



Problema 67. PTantear los transformadores necesarios para conducir la energia 
producida en una central (220 V) por lineas de alta tension (300 000 V) y luego 
reducir tal tension a 120 V para su utilization. 

Solution 


A la salida de la central habra que realizar una transformaci6n elevando la tensidn, por medio 
de un transformador en el que la relacidn de espira de inducido e inductor debe ser: 

n\ 300 000 

— =--- 1 364 

/?, 220 

Para reducir la tensi6n de 300 000 a 120 V la relacidn de espiras entre inductor e inducido debe 
ser: 


n 2 

n 2 


300 000 
120 


= 2 500 


Problema 68. En un transformador reductor que funciona con 88 kV y 2 A pro- 
porciona energia electrica a un voltaje de 220 V. Calcular: 

1. La relation entre las espiras del primario y el secundario. 

2. La corriente que circula por la linea de salida. 


l) 


Solution 



88 000 
220 ” 


= 400 


I\V\ = ItV- => 88 000 x 2 = 220/ 2 => 


Problema 69. Un transformador elevador maneja en el primario 220 V y produ¬ 
ce en el secundario 2 A. Si la razon entre el numero de vueltas del primario y el 
secundario es 10 -2 , calcular: 

1. El voltaje del secundario. 


U = 800 A 
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• 2. La intensidad en el primario. 
3. La potencia generada. 


V 2 = 22 000 V = 22 kV 


/, = 200 A 


p = 1/,/, = V 2 I 2 = 22 000 x 2 W = 44 kW 


Problema 70. Una casa de campo precisa de 18 kW y toma la corriente de una 
red de alta tension a 15 kV. Los aparatos instalados en la casa funcionan a 220 V. 
El transformador que nos reduce tal tension tiene un rendimiento del 90 % y su 
primario precisa, por lo menos, de una espira por cada 0,5 mA. Calcular: 

1. Intensidad al primario y al secundario. 

2. El numero de espiras que deben tener las dos bobinas del transformador. 


Solucion 

i) y 2) 

V \ _ h _ 1 220 __ 2 _ 1 

v 2 - fixT ^ ~ 2 T, Too 


Solucion 

1) Como el rendimiento r t = 0,9, la potencia al primario sera: 


2 ) 





Problema 71. El rendimiento de un transformador elevador es del 90 % y la 
razon entre el numero de vueltas del primario y secundario es 1/25. Si la tension 
alterna del primario es de 110 V suministrando una corriente de 2 A, calcular: 

1. La corriente en el primario. 

2. El voltaje en el secundario. 


Solucion 

1) En el transformador ideal de las mismas caractensticas: 

i, l 2 1 


/, = 25 /, = 50 A 


n 2 ‘ /, 25 

si tenemos en cuenta el rendimiento, la corriente en el primario tendra que ser: 


/, = 


50 

0,9 


= 55,56 A 


2 ) 


V , 


25 


25 V', = 2 750 V 




























Capitulo XXXH 


ONDAS ELECTROMAGNETICAS 


FORMULARIO 


DESCARGA OSCILANTE DE UN CONDENSADOR: 
a) Circuito LC (circuito con resistencia despreciable): 


dt 2 


1 


LC 


(2 = 0 => 


Q = <2oCOS27TVf 


/ -- = Q2nvsen2nvt = InS&n2nvt 

dt 


T = — = 2n VTC 


b) Circuito RCL: 


L - + R + — Q = 0 

dt 1 dtC 


1 _ 1 -y / l n 

T 2n \ LC TZ7 


* R < 2 


V¥ 


DISTRIBUCI6N DE LA ENERGIA ENTRE C Y L: 

1 S ' 2 = 


t/o = 4- lE 2 = 4* e£' 2 + 


2 a 


2a 


£ 2 


Problema 1. En un circuito hay intercalada una autoinduccion de 5 H y un con- 
densador de 20 (jlF. Calcular: 

1. El limite superior de resistencia para que se produzca una descarga oscilante. 

2. Suponiendo que el circuito tiene resistencia nula, <cual sera el perfodo de la 
descarga oscilante? 


Solution 

1) La condicidn para que se produzca descarga oscilante es: 

«< V? 
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Sustituyendo valores en el segundo miembro de la desigualdad. tene mos: 

R < ~ X o Q X 1Q6 ~ = 1 000 ~ 

2 ) _ 

T = 2- VZc = 2- V5 x 20 x 10' 6 = 2-10“- s 


Problema 2. ^Que autoinduccion debe tener un circuito en el que hay intercala- 
do un condensador de 1 uF de capacidad para que se produzca en el una descarga 
oscilante de 1,6 kc/s de frecuencia? ^.Cual es la resistencia maxima para la pro¬ 
duction de la descarga oscilante? 


Solution 

Como la frecuencia es 1,6 kc/s = 1 600 Hz, el periodo sera:'* 

j = _!_ s 

1 600 


1 ) 

2 ) 


Aplicando la formula del periodo en la descarga oscilante: 


T=2*VlC =*> 

II 

II 

106 - 0,01 H 


4^ 2 C 

4;r 1 600 2 


k< V?" V- 


4 x 0,01 
10" 6 


= 200 il o 


R < 200 Q 


Problema 3. En un circuito de cobre = 0,018 1 1 mm 2 /m) de 100 m de longitud 
y 1,8 mm 2 de section estan intercaladas un condensador de 100 pF y una bobina 
de 0,01 H de autoinduccion. 

1. ^Podran producirse corrientes oscilantes? 

2. En caso afirmativo, <^cual es su frecuencia? 

Solution 

l) 

R = p => R = 0,018 = l Q 

A 1,8 


Para producirse descargas oscilantes tiene que verificarse: 

*< V? 























Problema 4. Se desean producir unas ondas electromagneticas de 1 km de longi- 
tud de onda en el vado. Se dispone de un circuito de 10 -3 H de autoinduccion; 
calcular la capacidad que se debe intercalar en el circuito oscilante. 

Solution 


r = 2 tt Vlc 


X = cT 


— = 2yz Vlc 

c 


C = 


1 000 2 


4 k 2 c 2 L 47r 2 (3 x 10 8 ) 2 10" 3 


F = 3 x 10" 4 (aF 


Problema 5. Calcular la capacidad que se tiene que intercalar en el circuito osci¬ 
lante de un receptor de radio que posee una autoinduccion de 10“ 4 H, cuando se 
utiliza para sintonizar una emisora de onda corta cuya longitud de onda emitida 
por esta es de 10 m. 


Solution 


3 x 10 8 
10 


= 3 x 10 7 Hz = 30 MHz 


2;r Vlc 


c = 


1 


1 


4tt 2 v 2 L 4^9 x 10 14 x 10" 4 


F - 0,28 pF 


Problema 6. Un condensador de 2 (jlF se carga a una tension de 220 V, se desco- 
necta de la fuente de alimentation y se conectan sus armaduras a una bobina de 
resistencia despreciable y de 5 x 10" 3 H. Calcular la intensidad de la corriente 
maxima que circula por la bobina. 


Solution 


l. er m£todo: 


Q = 0ocos2^v/ 



=> l — Q 0 2^vsen27rv/ = 7 0 sen 2 7rW 


luego: 

In = C?o2ttv 

Qn = CV 0 
= 1 
v i, Vlc 


i 0 = v„ “V^T = 220 V^ 


2 x 10~ 6 

5 x i<r 3 


4,4 A 


2." metodo: Considerando las transformaciones energeticas: 
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Problema 7. Un condensador de 2 u.F, cargado con VT x 10 3 C, se conecta a 
una autoinduccion de resistencia despreciable y de 10 -2 H. Calcular: 

1. La frecuencia de la descarga oscilante. 

2. La carga del condensador cuando la energia en el condensador y en la autoin¬ 
duccion son iguales. 

3. Tiempo que se necesita para que ocurra esta ultima condicion. 


l) 


Solucion 


---=- 1 = 1 125 Hz 

2 s VLC 2- VlO -2 2 x 10~ 6 


2 ) 


La energia maxima almacenada en el condensador es: 


U 0 = 


Ql 

2 C 


llamando Q a la carga del condensador cuando esta energia esta compartida en partes iguales 
entre el condensador y la autoinduccion, la energia de este sera: 


como la condicion pedida es: 


U = — U 0 =*> 
2 



U = 


QL 

2 C 


1 Ql 

2 2 C 




Q 


go 

VT 


io- 3 c 


3) Como: 


Qo VT 

Q = C? 0 cos2rvf = —= =*> COS2 ml =- => 

VT 2 


2 rrv/ as —=£> 

4 


/ = -J- = 1,11 X 10 -4 s 

8v 


Problema 8. Un condensador de 4 x 10“ 2 aF se carga a una tension de 500 V, se 
desconecta de la fuente de alimentacion y se une a una bobina de 0,1 H y 1 000 Q 
de resistencia. Calcular: 

1. La frecuencia de la oscilacion del circuito. 

2. La maxima intensidad de corriente que lo recorre. 

3. Tiempo que tarda el condensador en reducir su carga a la tercera parte de su 
valor inicial. 

Solucion 


l) 


1 A / 1 

R 2 _ 1 f 

1 10 6 _ 3 X 10 4 H . 

2- LC 

4 L 2 2- A/ 

0,1 x 4 x 10- K 4 x 10' 2 4- 

2) 





/« = 2-/Q 0 


/„ = 2- 3 X , 104 500 x 4 x 10' 8 - 0.3 A 


On = CK, 


4 rr 























3 ) 


Q = (? 0 cos2 TTVf = 


Co 


=> COs2^v/ = —y 


=> 2 ™/ 


arcos 


r = 


3 x 10 4 


= 82 x 10" 6 s 


1 

arcos — 


Problema 9. Una onda electromagnetica plana (polarizada) tiene una amplitud 
de 3 V/m y una frecuencia de 1 MHz. Determinese la ecuacion de la onda que 
representa al campo electrico. 


Solution 


La ecuacibn de una onda plana: 

E = E 0 sen2* - 

como: 

E„ = 3 V/m 

T = — = —s = 10" 6 s 
V 10 6 

A = cT = 3 x 10 8 10- 6 = 300 m 


E = 3sen 


300 


- 10 6 / 


) V/m 
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Capitulo XXXI 


PROPAGACION DE LA LUZ. 
REFLEXION Y REFRACCION 


-FORMULARIO- 

VELOCIDAD DE PROPAGACION DE LA LUZ EN EL VACfo: 

c 0 = 300 000 lory's 
REFLEXI6N DE LA LUZ. LEYES: 

1. * El rayo incidente, el reflejado y el normal estan en un mismo piano. 

2. ‘ El angulo de incidencia y el de reflexion son iguales: 

t 

e = e 


Refracci6n de la LUZ. Leyes: 

l. a La normal, el rayo incidente y el refractado estan en un mismo piano. 
2. 3 La relacion entre los senos de los angulos de incidencia y refraccion es 
una cantidad constante, llamada INDICE DE REFRACCION del segundo me¬ 
dio (al que llega la luz) con relacion al primero: 

sene 

-= n 

sene' 

INDICE DE REFRACCION: 

Co 

1) Absoluto: n =- 

7 c 

2) Relativo: n - -- 1 = - C] - 

*\ c 2 


La formula de la refraccion la escribiremos: 

nisenei = n 2 se ne 2 

Camino Optico: 

C = 2 

i 

Angulo limite: 


n 2 




e 2 = 90 ( 


sen / = 














Problema 1 . Un foco luminoso en forma de disco de 2 cm de diametro esta 
situado a 20 cm de una lamina cuadrada opaca de 20 cm de lado. Determmese el 
ancho de la sombra y penumbra, formadas en una pantalla a 20 cm de la lamina, 
teniendo todo el sistema un eje perpendicular. 

Solucion 


1 ) 


SA 

40 + x, 


10 

20 + jt] 





SA = 19 cm 


La sombra es un cuadrado cuyo lado es: 

/* = 2 SA = 38 cm 


2 ) 


PA 

40 - * 2 


10 

20 - ;t 2 


*2 


20 

x 2 = -jy- cm 


PA = 21 cm 


La penumbra es un cuadrado cuyo lado es: 

/ p = 2 PA = 42 cm 



Problema 2. ^Cual es la altura minima de un espejo piano para que una persona 
se vea en el de cuerpo entero? 


Solucion 

Sea la superficie pulimentada del espejo A B. La imagen del senor CD sera el «senor virtual» 
C'D', simetrico al primero respecto al piano AB. 

Para que el ojo del observador (O) perciba el extremo C es necesario que reciba un rayo de 
luz que sale del espejo como si procediese de C'\ es el rayo IO (rayo reflejado que corresponde 
al incidente C7). Para ver la imagen de los pies es necesario que reciba el ojo el rayo VO (rayo 
reflejado que corresponde al incidente DI'). 

II' es, por lo tanto, la altura minima del espejo, que, al ser la paralela media (por la simetria de 
la figura), en el triangulo OCD' es la mitad de C'D'\ por lo tanto, la mitad de CD. 

La altura minima de un espejo para que un observador se vea de cuerpo entero ha de ser la 
mitad de la altura del observador. 



Problema XXXIII-2 


Problema 3. 1. En el interior de un automovil parado observamos por el es¬ 

pejo retrovisor (piano) otro automovil que por detras se acerca a nosotros; la 
velocidad de este ultimo es de 30 km/h. que velocidad vemos que se acerca su 
imagen? 

2. El coche que se acercaba en el apartado anterior se ha parado y nuestro auto¬ 
movil emprende la marcha. que velocidad se aleja la imagen del coche parado 
formada en el espejo retrovisor si nuestra velocidad es de 60 km/h? 

3. Ahora marcha nuestro automovil a 60 km/h y el que esta detras a 30 km/h, 
siguiendonos. ^A que velocidad se aleja la imagen del coche que miramos por el 
espejo retrovisor? 
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Solution 


1 ) 

2 ) 

3) 


A 30 km/h. 


A 120 km/h, puesto que al desplazarse el espejo una longitud d , la imagen se despla- 


za 2d. 

Nuestro automovil se aleja del que nos sigue a una velocidad de: 


60 - 30 = 30 km/h 


La velocidad con que se aleja la imagen es: 

2 x 30 = 60 km/h 


Problema 4. Demostrar geometricamente que un espejo piano es un sistema 
estigmatico. 


o 



Problema XXXIII-4 


Solution 

Se pretende demostrar que la imagen del punto O (figura) es siempre O', verificandose que 
OS = O'S, siendo OO' perpendicular a la superficie del espejo. 

En efecto: consideremos dos rayos cualesquiera (OS' y OS") que se reflejan en el espejo E, 
produciendo los rayos reflejados S'/?' y S"R'\ cuyas prolongaciones se reunen en O' (imagen 
virtual). Los triangulos OS'S" y O'S'S" son iguales, por tener S'S" comun y los angulos conti- 
guos a el iguales. (Los angulos de vertice S' son 90° + c, y 90° + ei; los de vertice S" son 
90° - c 2 y 90° - £2 ) Uniendo O con O', por un segmento recto, se habran formado los trian¬ 
gulos OSS' y O'SS' iguales, por tener el lado OS' = O'S' (igualdad de los anteriores triangu¬ 
los), el lado SS' comun y los angulos de vertice S' iguales (90° — £, = 90° — £',). Por tanto, 
OS = O'S y los angulos OSS' y O'SS' seran rectos, por ser adyacentes iguales. Con ello hemos 
demostrado la simetria de O y O' con respecto a E. 

Como la demostracidn anterior es valida para cualquier pareja de rayos, hemos demostrado el 
estigmatismo de un espejo piano. 


”T “ 

s 

1 

i 

S E 

•X - : 


s' 

d 

S' i E' 



— — — —*• 

r 

1 

1 . 

_5 



Problema XXXIII-5 


Problema 5. Demostrar que al mover un espejo piano paralelamente a si mismo 
la imagen de un punto se desplaza el doble que el desplazamiento del espejo. 

Solution 


En efecto: un punto O (figura) forma en el espejo E una imagen O' (OS = O'S = 5 ). Despla- 
cemos el espejo paralelamente a si mismo hasta la position £', es decir, una distancia SS' = d. 
La imagen de O se formara en el punto O" (OS' = 0"S'). 

En la figura se observa que: 

OS' = 5 + d 0"S' = 5 1 - d + O'O" 


Por igualacion de estas expresiones, obtenemos: 


s + d = s- d+ O'O" 


=*> 


O'O" = 2d 


c.q.d. 


Problema 6 . Demostrar que al girar un espejo en torno a un eje perpendicular 
al piano de incidencia el rayo reflejado gira doble que el espejo. 


Solution 
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En efecto: el rayo IS (figura) se refleja en E, en la direccion SR , formando con la normal 
—/V,— los angulos £ y z' iguales. 






















A1 girar el espejo un angulo 9 la normal gira el mismo angulo, pasando a la position Ns; el 
nuevo angulo de incidencia es e + 9 ; el nuevo angulo de reflexion es s' — 9 + o'; como ambos 
deben ser iguales, se verifica: 


£ + 9 = s' — 9 + 0 => 9 = 


+ 0 ' =r> 


29 = 


c.q.d. 


Problema 7. 1. El diamante tiene un fndice de refraction muy elevado —apro- 

ximadamente 2,5—. Calcular la velocidad de propagation de la luz en el interior 
del diamante. 

2. La velocidad de propagation de la luz en el agua es 225 563 km/s. Calcular el 
mdice de refraction del agua. 


Solution 


n 

2} 



v 


=*> 



300 000 
2,5 


120 000 km/s 


c_ = 300 000 
v 225 536 


1,33 


Problema 8. Un rayo de luz incide, formando un angulo de 40° con la normal, 
sobre la superficie plana de separation de dos medios de indices de refraction 1,3 
y 1,5. Determinense los angulos de refraction segun que el rayo proceda de uno u 
otro medio. 


Solution 


/ysene, = n 2 stnc 2 


1) 


2) 


n x = 1,3 
£l = 40° 
n 2 = 1,5 


=> sen e 2 


pi- sen 40° 


£ 2 = 33°51' 


n 1 = 1,5 
£] = 40° 
n 2 = 1,3 


=> sen £ 2 = 


T3“ sen40 ° 


=> 


£ 2 = 47° 52' 


Problema 9. Calcular el angulo limite entre el diamante (n x = 2,5) y el vidrio 
( n 2 = 1 , 5 ). 


Solution 


f^se n£, = Az 2 sen£ 2 


n 2 1,5 




/ = 36°52' 


£ 2 = 90° => £, = / => sen/-= 


n 


2,5 


3 

1 



















Problema 10. Calcular el indice de refraction de una sustancia con relation al 
aire, sabiendo que su angulo limite es de 30°. 


Solution 


flseru = ri sene' 
e' = 90 => £ = / 


n > ri 


i n' 

=> sen / = - 

n 



2 


=> 



Problema 11. El angulo limite que corresponde a la refraction entre el aire y el 
hielo es de 45°. ^Cual debe ser el radio de un disco para que, colocado so- 
bre un bloque de hielo, no permita ver una burbuja situada dentro de este y a 
10 cm de la superficie? 


■MMT 

un.liny ! 

' O 

/ ] 

Pi 

1 

) 


Problema XXXIII-11 


Solution 

Todos los rayos que parten de P (burbuja) y que llegan a la superficie con un angulo mayor de 
45° sufren la reflexidn total y, por tanto, no pueden ser recibidos por el ojo del observador. 
El radio del disco que no permite ver P es OA. Al ser el angulo OAP = 45°, el tri£ngulo POA 
es isdsceles; por tanto: 

PO — OA = 10 cm 


Problema 12. Sobre la superficie de un liquido contenido en un vaso colocamos 
una superficie flotante opaca que cubre por completo a la del liquido. La superfi¬ 
cie opaca tiene un orificio circular de radio 4 cm. En el fondo del vaso se ha 
colocado un pequeno objeto P, en la vertical que pasa por el centro del orificio. 
Calcular hasta que altura se debe llenar el vaso para que el objeto se vea desde 
cualquier position exterior a traves del orificio. El indice de refraction del liquido 
con respecto al aire es 2. 

Solution 



Para que el punto P se vea desde cualquier posicidn desde el aire es necesario que salgan del 
orificio rayos de luz en todas las direcciones, y, por tanto, los que llegan a los bordes del 
orificio deben emerger rasantes a la superficie. Para ello es necesario que el angulo de inciden¬ 
ce de estos rayos extremos sea el «limite», y por tanto: 

sen / = = J_ => / = 30° 

n 2 

Se habra formado, asi, un triangulo rect&ngulo cuyos catetos son la altura x que queremos 
calcular y el radio del orificio (4 cm); la tangente del angulo limite es asi: 

tag 30° = —i— = — => 

VT jc 


x = 4 ViTcm 


Problema XXXIII-12 
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Problema 13. Basandonos en el principio de Fermat, demostrar las leyes de la 
reflexion de la luz. 


Solucion 


Supongamos un punto O, una superficie reflectora y otro punto O'. Tracemos el punto O,, 
simdtrico de O con respecto al piano reflector. De todos los caminos geomdtricos posibles de 
luz (<X40' = 0,/40'; OBO' = 0,B0'; OCO' = 0,C0'), el m 6 s corto es el OBO' = 0,Z?0\ 
ya que esta ultima distancia es el segmento recto que une Oj y O'; OBO' es, por tanto, el 
camino real de luz. La igualdad de tri&ngulos rect£ngulos OSB y 0,5V nos indica que: 

OBS = O x BS =*> e = c' 

Cualquier camino que hubiese salido del piano del papel (piano que pasa por O y O' y es 
normal al espejo) y que despuds de reflejarse en el espejo, pasase por O', hubiese recorrido 
mayor camino que OBO'. 

Queda demostrado asi que OB , la normal NB y O'B est<in en el mismo piano y la igualdad de 
los angulos de incidencia y reflexi 6 n. 



Problema XXXIII-13 


Problema 14. Basandonos en el principio de Fermat, demostrar las leyes de la 
refraccidn de la luz. 


Solucion 


Supongamos dos puntos O, y 0 2 a un lado y otro de una superficie de separacidn de dos 
medios distintos ( 1 ) y (2). El camino que recorre la luz para ir de O x a 0 2 es 0 X S'0 2 \ si la 
velocidad de la luz en los medios es v x y v 2 , el tiempo que emplea la luz en su trayecto de O, a 
0 2 es: 


t = 'i + h 


0,S' 0 2 S' _ Vhi + X 2 Vhi + (d - xf 

V, V 2 V, v 2 


derivado con respecto a x : 

dt = 2x _2 (d - x) 

dx 2v, V/i, + x 2 2 v 2 Vhi + (d - jc ) 2 
Como para que el tiempo sea mi'nimo la derivada debe ser nula, tendremos: 

_ x ___ d — x _ 

v, V7zf + x 2 v 2 Vhi + (d - x) 2 

o sea: 

sene, senc 2 sene, v, n 2 

v, v 2 sene 2 v 2 ' n ] 

quedando demostrada la ley de la refraccidn. 


n } sene, = « 2 sen £ 2 



Problema XXXIII-14 


Problema 15. Construir geometricamente el rayo refractado de un rayo de luz 
incidente en la superficie plana de separacion entre dos medios de indices n } y n 2 - 

Solucion 

Sea CD (figura) la superficie de separacion de dos medios de indices de refraccidn y n 2> IS 
es el rayo incidente. Se trata de trazar el rayo refractado conocidos a,, n 2 y la direccion de 
incidencia. 
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Problema XXXIII-15 


Con centro en S y con radios SA' y SA , respectivamente iguales a a, y n 2 < se trazan dos 
circunferencias. Por el punto P (interseccidn de la prolongacidn del rayo incidente y la circun- 
ferencia de radio n } ) se traza una paralela a la normal NM. El punto en que esta recta 
— N'M '— corta a la circunferencia de radio n 2 (punto P'), unido con 5, determina el rayo 
refractado SR. En efecto: el angulo de incidencia e, es igual al SPS' por correspondientes; su 
seno es (triangulo SPS'): 


El angulo e 2 (que queremos demostrar es el de refraccidn) es igual a SP'S' por alternos inter- 
nos; su seno es (triangulo SP'S'): 


sen e 2 = 


sy 

SP' 


El cociente de los dos senos es: 

sene, SP' n-> 

-= = —— => n-> sene, = n->sene-> 

sene 2 SP n } 2122 

Por cumplirse las leyes de la refraccidn, SR es el rayo refractado. 



Problema XXXIII-16 


Problema 16. Construir graficamente el angulo limite de una sustancia, conoci- 
do su indice de refraccion — n — con relation al aire. 

Solucion 

Se traza una superficie plana de separacion del aire y del medio considerado. Por un punto 
cualquiera — O — se trazan dos semicircunferencias de radios 1 y 1/Vi, respectivamente. Por#' 
(punto en que la circunferencia de radio 1 /n corta a la superficie) se traza la normal N'M'. El 
punto P en que N'M' corta a la circunferencia de radio 1 se une con O. El angulo NOl es el 
angulo limite, ya que el rayo refractado, OB , forma con la normal un angulo de 90°. 


Problema 17. Un rayo de luz monocromatica entra en una esfera homogenea 
transparente de indice de refraccion n = 4/3. Despues de sufrir p reflexiones, 
emerge en la direccion R. Calcular: 

1. La desviacion J final experimentada por el rayo. 

2. La expresion que da la variacion de J con el angulo de incidencia i. 



Solucion 

1) La desviacion entre los rayos 0 y 1 es J°. que por ser exterior de un triangulo es la suma de 
los dos interiores no adyacentes: 

J° = (/ - r) + (/ - r) 

La desviacion entre los rayos 0 y 2 sera la que hay entre 0 y 1 mas la que se produce entre 1 y 2 
(a en la figura): 

j' = j" + a 

La desviacion entre 0 y 3 sera la que hay entre 0 y 2. mas la que hay entre 2 y 3, que es a. 

J" = J' + a = J c + 2 a 
En general, despues de p reflexiones sera: 

J p = + 
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A1 ser a exterior de un triangulo, valdra: 

a = p + r = 080 - « - r) + (/ - r) = 180 - 2r 


Luego: 

2 ) 

derivando: 


J p = J° + p(180 - 2r) = 2(« - r) + p( 180 - 2r) 


J p = 2( - 2r + 180p - 2pr 


^ p _ i n ^ 't.. dr r\ -\ dr . « 

-ir- 2 ~ 2 -ir- 2p ^r = 2 - 2 ^r^ + p^ 


sen / = /isenr =*> cos/ = ncosr 


dr 

di 


dr _ _J_ cos/ _ _J_ Vl - sen 2 / . 


-- a/- a/ 

r V n 2 - « 2 sen 2 r 


y sustituyendo: 


~T~ = 2 — 2(1 + p) A/i-Z- sen2 ; 
a/ \ n 2 - sen 2 / 


1 - sen 2 / 

* 2 - sen 2 / 
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Capitulo XXXIV 


DIOPTRIOS - PRISMAS - ESPEJOS 


A) DIOPTRIO PLANO. LAMINAS PLANOPARALELAS 



FORMULARIO 


DIOPTRIO PLANO: 


n i 


n 2 

s 2 


Problema 1. Un muchacho que no sabe nadar observa que, a lo sumo, la pro- 
fundidad de un lago es de 1,5 m. Como es prudente y sabe Ffsica, tomo la pre¬ 
caution antes de banarse de medir la profundidad introduciendo una cana hasta 
tocar el fondo; hecho esto, decidio no banarse. <Por que? (Indice de refraction 
del agua con respecto al aire = 1,33.) 

Solution 


Problema XXXIV-1 


La distancia del fondo del lago a la superficie es: 

s, PO 1,33 

s 2 n 2 1,5 1 


PO — 2m 



Problema 2. Un buzo observa normalmente a la superficie de un lago y desde 
dentro del agua un avion que pasa a 200 m sobre dicha superficie. ^A que distan¬ 
cia ve el avion? 


Solucion 


s } _ 200 

s 2 n 2 P'0 


1 

1,33 


=> 


P'O = 266 m 


Problema XXXIV-2 Problema 3. Un foco puntual esta sumergido a una profundidad desconocida x 
en un lago y en un punto a 18 m de la orilla. Un observador, cuyo ojo esta a 
1,5 m del suelo en el borde del lago, desplaza lentamente su mirada partiendo de 
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la orilla y observa que el primer rayo que emerge del agua se encuentra a 6 m de 



Problema XXXIV-3 


CAl ~ O'IB => 


AC 

Al 


=> x’ = 


AC 

Al 


IB 


1,5 

6 


12 = 3 m 



Problema 4. Demostrar que al atravesar un rayo de luz una lamina de vidrio de 
caras planas y paralelas «el rayo emergente es paralelo al incidente si los medios, 
en contacto con las caras de la lamina, son identicos». 

Solucion 

Supongamos un rayo de luz que atraviesa una lamina de vidrio de caras paralelas, limitadas por 
medio de Indices de refraccidn /j lf n 2 y ^ 3 , se hahr& de cumplir: 

fljsenc, = h 2 sene', n 2 sene 2 = ^sen^ 

pero como ei = e 2 (alternos intemos), se cumple: 

rt,sene, = n 3 sene 2 



Si los medios exteriores en contacto con las caras son id£nticos (aire, por ejemplo), al ser: 

n x = n 3 =*> sene, = sene 2 


y, puesto que los angulos son agudos: 

e, = e 2 


Problema 5. Calcular el desplazamiento que sufre un rayo de luz al atravesar 
una lamina de vidrio de caras planas y paralelas cuando los medios en contacto 
con las caras de la lamina son identicos. DATOS: e\ espesor de la lamina, 
angulo de incidencia. n 2 : indice de refraccion del vidrio. n x \ fndice de refraccion 
del medio en contacto con las caras. 

Solucion 



De la figura se obtiene: 


Problema XXXIV-5 


d = SS' sen (e, — e',) = --— sen(e, - e',) 

COSe, 
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Problems XXXIV -6 


y teniendo en cuenta la ley de la refraction (/z,sene, = rt 2 sene',), se obtiene: 

sene, cos e', - cose, sene', rt 2 cose', — /i,cose, 

a = e - = esene, - — 


n 2 Vl - senV, - n } Vl - 


sen“ e, 

-— = esene, 


VT-~ 


rt 2 C0Se', 

V n 2 — A2fsen 2 e, - — nfsen 2 e, 

Vrt 2 - rt 2 sen 2 e, 


d = esene, 


[ J _ - / nr - nfseiu , 

V fl 2 rtfsen 2 


Problema 6. Demostrar que al intercalar una lamina de caras planoparalelas 
entre los rayos de luz que van a formar una imagen, esta sufre un desplazamien- 
to: y = e{\ - njn 2 ), siendo e el espesor de la lamina, n x el indice del medio que 
esta en contacto con las caras de la lamina y n 2 el indice del medio que forma la 


lamina. 


Solucion 


Observemos un punto O, a trav£s de una lamina de caras planas y paralelas, realizando la 
vision normalmente a sus caras; los medios en contacto con las caras son identicos. La imagen 
del punto objeto O, en el dioptrio AB cumple la condici 6 n: 

5, s 2 

n i n 2 

el punto 0 2 hace de objeto con respecto al dioptrio CD, verifitiindose: 

J 2 _ = _h_ s 2 + e _ J 3 

n 2 rt, n 2 rt, 

sustituyendo en esta ultima el valor de 5 2 //z 2 , obtenemos: 


— + — 
/i, n 2 




s 3 = S] + e - 


n 2 


La imagen se ha desplazado la distancia 0,0 3 (y), cuyo valor es: 
y = s ] + e-s 3 = s ] ^e-s 1 -e 



( 


n 2 

y ~ e \ 

”2 / 


Si el medio que esta en contacto con las caras de la lamina es aire, se hace n, = 1 en las 
anteriores formulas, y se obtiene: 


y = e 


n - 1 



Problema 7. A una lamina de caras planas y paralelas de indice de refraccidn 
igual a 1,5 llega un rayo con un angulo de incidencia de 45°. El espesor de la 
lamina es de 10 cm. Calcular el desplazamiento lateral del rayo incidente. 


Solucion 

rt,sene, = n 2 sene', =*> sen 45 = 1,5 sene', => sene', = 
cose', = Vl - sen 2 s', = 1 “ 


vT 


2 x 1,5 


vr 

3 


o' = /sen a = 


sen(e, - e',) = 


cose' 


(sene,cose', - cose,sene',) 
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sustituyendo valores: 


10 x 3 r V2 vf V2 V2 


vr 


= 3,3 cm 


Problema 8. Un vaso de vidrio es de fondo grueso (2 cm) y esta lleno de agua, 
siendo la altura de esta 5 cm. Determinar la posicion de la imagen de una man- 


^agua 1,3^)* 


"1 


•^2 

n 2 


Solucion 

2 S 2 


1,5 


1,33 


=> s 2 = 1,77 cm 



X URE 

n 2~ ! - =_ 
_ _ _ 

~ Sjjr - AGUA2 

(»7 i * 

w ~i 

07 

/ VIDRIO 

— oT 



La imagen en el dioptrio «vidrio-agua» esta situada a 1,77 + 5 = 6,77 cm de la superficie del 
agua; luego: 


6,77 

"UT 


_iL 

1 


=£ Sy = 5,1 cm 


La imagen es virtual y a 5,1 cm por debajo de la superficie del agua. 


Problema XXXIV-8 


Problema 9. Un estanque contiene agua cuya superficie es AB. En una misma 
vertical OP se hallan: en O , a 1,20 m por encima de AB , el ojo de un observa- 
dor; en P, a 0,80 m por debajo de AB , el ojo de un pez. 

1. ^E1 observador y el pez se ven separados por la misma distancia OP ? Calcular 
estas distancias aparentes. 

2. El fondo del estanque esta formado por un espejo piano horizontal CD. El 
espesor de la capa de agua por encima del espejo es de 1,20 m. El observador, 
permaneciendo en la misma posicion O, se mira en el espejo CD. 1 A que distan¬ 
cia ve su imagen? ^En que sentido y cuanto se desplaza ella cuando se hace vaciar 
toda el agua del estanque? 

Solucion 

1) El observador ve al pez a la distancia aparente (fig. LO¬ 
OP' = 05, + 5,P' 





Problema XXXIV-9-l. a 


_n_ = _rL_ ^ 4/3 


1 


=*> 5,P' = 0,6 m 


OP' = 1,2 + 0,6 = 1,8 m 


0,8 S } P' 

El pez ve al observador a la distancia aparente (fig. 2. a ): 


PO' = PS, + 5, O' 
1 4/3 


1,2 5,0' 


=*> 5,0' = 1,6 m 


PO' = 0,8 + 1,6 = 2,4 m 



Problema XXXIV-9-2.-* 
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Problema 10. Un prisma optico de angulo de refringencia 60° y cuyo mdice de 
refraction es 1,5 recibe un rayo de luz perpendicularmente a una de sus caras. 
Determinar el angulo de desviacion. 



Problema XXXIV-10 


Solution 

Calculemos el valor del angulo li'mite para ver si puede haber refraccion en la segunda cara del 
prisma: 

sen / = —y- = 0,66 => / = 41°48' 

Como el £ngulo de incidencia en la segunda cara es mayor que el angulo limite, no habra 
refraccidn, sino reflexion total y la marcha de los rayos sera la de la figura: 

o' = 30° + 30° = 60° 


Problema 11. ^Cual es el angulo de desviacion minima de un prisma equilatero 
cuyo indice de refraccion es v3? Representese en un diafragma la trayectoria de 
un rayo que atraviesa dicho prisma en las condiciones de desviacion minima. 
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Solucion 


sene, = n sene', 
ei = 30° 
n = VT 


=> 


sene, = 


VT 

2 


=> 


e, = 60° 


<? m = 2 e, — a = 120 — 60 = 60° 


Problema 12. Determinar el indice de refraccion de un prisma cuyo angulo de 
refringencia es 30°, sabiendo que el angulo de minima desviacion es 16°. 

Solucion 


Sabiendo que el angulo de minima desviaci6n es el que corresponde a un rayo tal que en el 
interior del prisma se desplaza perpendicularmente al piano bisector del prisma y que su 
valor es: 


= £]+ e 2 ~ a 


y teniendo en cuenta que: 


e, = e 2 =$> e, = 


o' + « 


*1 = 


aplicando la ley de la refraccidn, nos queda: 


o' m + a a 

sen- = Aisen — 

2 2 



Problema 13. Tenemos un prisma de vidrio (indice de refraccion n = V2) cuyo 
angulo es de 60°; en una de sus caras incide un rayo formando un angulo de 45°, 
siendo la direction del mismo hacia el vertice. Determinar: 

1. Angulo de refraccion (en el interior del prisma). 

2. Valor del angulo de emergencia. 

3. Angulo de minima desviacidn. 

4. Dibujar la marcha de la luz en el caso de que el rayo incida normalmente a 
una cara. 


sene, = a? sene', 
e, = 45° 
n = VT 


Solucion 


VT 

2 


= VTs( 


=£> sene, = 


e', = 30° 


al ser 30° el angulo de refraccidn en el interior del prisma y 60° el Angulo del prisma e', = e[» y 
precisamente este rayo es el de minima desviacidn, por ser perpendicular al piano bisector. 














2) 



Problema XXXIV-13 


nstne 2 = sene 2 

n = VT 
t' 2 = 30° 


=> 



c 2 





3) 


<s' = £j + £ 2 “ « = 30° 


4) Calculemos el valor del Angulo limite para ver si puede existir reflexidn total: 

sen/=-L = _i_ = ^L 

n VT 2 


=> / = 45° 


La luz t en este caso, verifica el fendmeno de reflexidn total. 


C) DIOPTRIO ESFERICO 


n = 1 

}*•—-2 cm—^ 
jl mm 


(, 

S 

\n = 1 

VC n' = 1,5 


{1 mm > 

L:_ 

c z 

S n'= 1,5 


Problema XXXIV-14 


FORMULARIO 


Formula (invariante de Abbe): 


FOCOS: 


T = - 

n — n 


f= ~ r ~l 


n — n 


J_ = __ 

r 

Aumento LATERAL: 


X + JL = 1 ff = zz . 


y s f s n' 


Aumento angular: 


v' _ s _ _ 1 / _ 1 n 

* ~ s' ~ ~J 7 y~V 


Invariante de Helmoltz: 


nyn = n'yV 


Problema 14. Determinar las distancias focales de los dioptrios esfericos de la 
figura, de radio 5 cm, y averiguar la posicion y tamano de la imagen del objeto 
que se indica. ^Cuantas dp tienen ambos sistemas? El medio exterior a la varilla 
es aire; la varilla es de vidrio (n = 1,5). 
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Solution 


1 ) 


f — r- 


n 


f — r 


n - n 
n 


n - n 


r = 5 cm 

n = 1 
ri = 1,5 


f = 5- 


1,5 


1,5 - 1 


= 15 cm 


/=- 5 - 


1,5 ~ 1 


= - 10 cm 


9 = —L = —5— = 6,67 dp 
f 0,15 


n 

r 


1 = 1,5 

-20 5 


1,5 


s' = 30 cm 



2 ) 



30 

-20 



=> 


y* = — 1 mm 


r = - 5 cm 
n = 1 

= 1,5 


f - - 5 - j ^ j = - 15 cm 
/ = 5 - j ^ = 10 cm 


? ~ - — “ -= — 6,66 dp 

r 0,15 


i_ 1 = 1,5 _ _L5 


-5 -20 -5 s' 

p _ s' n _ -10 1_ 

5 n' -20 1,5 


s' = - 10 cm 



Problema 15. Una larga y recta varilla de vidrio, de l'ndice de refraccion 
« = 1,5, termina por un extremo en una cara esferica convexa de radio 8 cm. 
1. Calcular la posicion y el tamano de la imagen que esa cara produce de una 




























































flechita luminosa de 4 mm colocada de pie sobre el eje, en el aire, a 20 cm del 
vertice. 

2. Lo mismo, en el caso de que la cara fuese concava y de la misma curvatura. 

3. Lo mismo que en el caso 1), suponiendo que la varilla y la flecha estan sumer- 
gidas en agua (n = 1,33). 

Solution 



1 ) 



„r_L 

-Li 

= n' 

r. 

_ 


L - 

s J 

L 

r 


< 

r-JL 


s' 

n 



y 


s 

n' 

n = 1 

l 

1 

1,5 


1.5 

8 

-20 

8 


s' 

II 


120 

1 



r = 8 cm 

y' 

V 


“4 

-20 

1,5 



120 cm 


2 ) 


n = 1 
n' = 1,5 
r = - 8 cm 


1 


-8 


-20 

-13,33 


1,5 

-8 


1,5 


s' = — 13,33 cm 


-20 1,5 


>•' = 1,77 mm 














































3 ) 


1,5 

s' 


n = 1,33 
n' = 1,5 
r = - 8 cm 


1,33 _ 1,33 
8 -20 


1,5 


=> 


s' = — 33 cm 


y' -33 1,33 

4 -20 1,50 


y' = 5,85 mm 


Problema 16. Un tubo de vidrio lleno de agua (indice de refraccidn: 4/3) esta 
cerrado por un extremo con una superficie esferica de vidrio delgadisimo de 
20 cm de radio, que separa el agua del aire, y de manera que su convexidad mira 
hacia el aire; se desea saber: 

1. La distancia focal imagen de dicho dioptrio esferico. 

2. Su distancia focal objeto. 

3. La distancia en donde se formara la imagen de un objeto situado en el aire 
perpendicular al eje principal y a 1 m del verfice del dioptrio. 

4. La naturaleza de la imagen. 

5. Sabiendo que el objeto es de 10 cm de altura, calcular el tamano de la imagen. 

6. Dibujar un esquema de la marcha de los rayos. 



Problema XXXIV-16 


r = 20 cm 




n = 1 

, 4 

" = — 

=> 

4 

/ = 20-^— 
~T ~ 1 

- = 80 cm 


2) 


f = - r - - -= - 20---cm =*> 

n' - n _4_i 


/ = - 60 cm 


3) y 4) 


X + JL = 1 


-60 80 


-100 5 ' 


= 1 => 


s' = 200 cm 


La imagen es real. 
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5 ) 

3- = JL = JL jl. = 200 _L_ = -is 

y * n' -100 4/3 


=> 


y' = 10 (—1,5) = - 15 cm 


Imogen invertida respecto al objeto. 



Problema 17. Una varilla cilindrica de vidrio, de mdice de refraction 1,5 y de 
radio 2 cm, termina por uno de sus extremos en una semiesfera de igual radio. 
En el eje del cilindro y a 6 cm del polo de la esfera hay dentro del vidrio una 
pequeria burbuja de aire de 0,2 mm de diametro. Determinar: 

1. Posicion de la imagen que se forma de la burbuja. 

2. Tarnaho aparente de la misma. 

3. Dibujese un esquema explicando como se forma dicha imagen. 


Problema XXXIV-17 


n = 1,5 
n' = 1 
r = — 2 cm 
5 = - 6 cm 


Solucion 


1,5 

-2 



± 

s' 


=p 



=> 



La burbuja est& en el foco objeto del dioptrio: 


s ri -6 1 

la varilla vista por un extremo parecer& hueca. 


Problema 18. Una varilla de vidrio de 1 cm de diametro termina en dos semies- 
feras convexas miradas desde el exterior. En el eje de la varilla y a 10 cm del polo 
de uno de los dioptrios hay un pequeno objeto de 1 mm de altura. Determinar la 
posicion de la imagen final, mirando a traves de la varilla y en la direccion de su 
eje y el tamano de la imagen. La distancia entre polo y polo es 11,66 cm 
(n = 1,5). 


Solucion 


n 





1 

0,5 


—— = —^- => s\ = 1,66 cm 

-10 0,5 Ji 


Tal imagen se forma a 11,66 - 1,66 = 10 cm delante del polo del segundo dioptrio: 
1,5 _ 1,5 = 1 _1_ 

-0,5 -io -0,5 


$2 - 1,18 cm 
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La imagen es real y a 1,18 cm del polo del segundo dioptrio: 

A = 


& = 


■*i 


1,66 

1 



n \ 

-10 

1,5 

ox 

II 

ox 

it 

S 2 

n 2 

1,18 

1,5 


$2 

n 2 

-10 

1 





y' = 0,02y = 0,02 mm 


1,66 x L18 
10 x 10 


0,02 


10 cm 


Imagen real y derecha. 


i y ,"' =| . 5 ^ 

' . € 


./?' = 1,5 


Problema 19. Los cuerpos cilindricos de la figura, terminados por caras esfericas j 
o planas, son de vidrio (n = 1,5). El medio exterior es aire y el radio de los Y n '= i.5 ~T 
dioptrios esfericos es 5 cm. Determinar la posicion de la imagen que se obtiene i V V 

del objeto indicado en la figura, en cada uno de los casos. 

Solution 


Problema XXXIV-19 




En todos los casos se verifica: 

1 1 1,5 


1,5 


1,5 . 


-10 


= 0 => s' = « 


El objeto esta colocado en el foco objeto del primer dioptrio. La imagen en el segundo diop¬ 
trio estara situada en su foco imagen. 
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1 ) 


f 2 = r 2 - 


r 2 = - 5 cm 
ri 2 = 1 
n 2 = 1,5 


/i* - 5- 


1 - 1,5 


= 10 cm 


La imagen definitiva estar£ situada a 10 cm a la derecha del polo del segundo dioptrio (ima- 
gen real). 

2 ) 


r 2 — oo => 

La imagen se situa en el infinito. 

3) 


fz = 


fz = r 2 - 


”2 


r 2 = 5 cm 


n' 2 = 1 

=> 

II 



h = - 5 • 


1 - 1.5 


= — 10 cm 


La imagen se forma a 10 cm a la izquierda del polo del segundo dioptrio (imagen virtual). 


Problema 20. En el centro de una esfera de vidrio (n = 1,5) hay una pequena 
burbuja de aire. Determinar la posicion de la imagen de la burbuja y el aumento 
del sistema. 



Solucion 


n 




s' 


] 


expresando las magnitudes con su valor y signo, obtenemos: 


1,5 _ 1,5 


—r —r 


— = 0 => s' = - r 

s' 


La burbuja se ve en el centro de la esfera. 




Problema 21. Ante una esfera de vidrio (r = 10 cm, n = 1,5) se coloca un pe- 
quefio objeto de 1 mm de altura, perpendicularmente al eje, a 20 cm del centro 
de la esfera. Considerando la zona paraxial, determinar: 

1. Posicion de la imagen. 

2. Altura de la imagen. 

3. La imagen ^,es derecha o invertida?, ^es real o virtual? 

4. Tras el dioptrio de salida de los rayos de luz, antes de formarse la imagen y 
perpendicularmente al eje, se intercala una lamina plano-paralela de vidrio 
(n = 1,5) de 15 cm de espesor. ^Cuanto se desplaza la imagen? ^Se acerca o 
aleja de la esfera? 
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Solution 


* \- - 5 -] =„ [j-!_] ^ _J_!_ = _y_ LL 

L r s J L r s' J 10 -10 io s' 


=> s' — ~ 30 cm 


1,5 

-10 


1,5 

-50 


-10 


s" - 50 cm (real) 



2) y 3) 


4) 


y _ s n 

y s n‘ 


y 1 -10 1,5 2 mm 


„ 0 50 1,5 , ... , 

y - 2 ——-j— = - 3 mm (invertida) 




Luego se aleja 5 cm. 


Problema 22. Un objeto de 1 mm de altura se mira a traves de una esfera de 
vidrio de 10 cm de radio. Determinar la position y tamano de la imagen. (La 
observation se realiza en una direction que pasa por el centro de la esfera.) La 
distancia del objeto al centro de la esfera es 40 cm {n = 1,5). 


Solution 

El objeto esta a 30 cm ante el polo del primer dioptrio: 

1 1,5 




1 

10 


1,5 


-30 


10 


=> s' = 90 cm 


La imagen se forma a 90 - 20 = 70 cm detras del polo del segundo dioptrio. Tal imagen hace 
de objeto virtual con respecto a dicho dioptrio.: 


1,5 

-10 


1,5 

70 


1 


-10 


=> s'-, = 14 cm 
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Problema XXXIV-22 


Luego 

P\ — 

Al¬ 


ia distancia al centro de la esfera sera: 


Ji _ 

5, n\ 
_sj_ Jh_ 
S 2 n' 2 


x = 14 + 10 = 24 cm 

90 1 

90 I 4 „, / 

P = Afc = - — — = - °- 6 = — 

30 70 y 

-30 1,5 

14 ' 1,5 

70 1 

y' = — 0,6y = — 0,6 mm 





D) ESPEJOS ESFERICOS 
-FORMULARIO- 


F6RMULA: 


Aumento lateral: 


y 


f 


f=f 



Problema XXXIV-23-1.* 


Problema 23. Obtener la formula de los espejos esfericos para rayos paraxiales, 
aplicando las leyes de la reflexion y consideraciones geometricas. 

Solution 

En el triangulo OIO' (fig. l. a ) la bisectriz del angulo OlO' divide al lado opuesto en partes 
directamente proporcionales a los otros dos lados: 

IQ _ IQ' 

CO CO ' 

Si la ordenada del punto objeto es despreciable en comparacion con 5 . s' y r, y los angulos que 
forman los rayos con el eje son lo suficientemente pequenos para confundir tales angulos con 
sus senos y tangentes (rayos paraxiales), se pueden igualar Ol a OS y O'I a O'S , transforman- 
dose la proporcion anterior en: 

SO = SO' 

CO CO' 
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Las anteriores distancias con sus signos son, en el espejo cdncavo: 
SO = - s (distancia del punto principal al punto objeto). 

SO' = — s' (distancia del punto principal al punto imagen). 

OO = - s - (—r). (El radio es negativo en el espejo concavo.) 
CO' = - r - (-s'). 

Sustituyendo en la proporcidn, se obtiene: 


- s 

— s + r 


- s' 

- r + s' 


=> sr — ss ' = ss' - s'r 


sr + s'r = 255' 


y dividiendo por ss'r : 



Si consideramos el espejo convexo, aplicaremos la propiedad: «la bisectriz de un Angulo exte¬ 
rior de un triangulo divide, exteriormente, al lado opuesto en partes proporcionales a los otros 
dos lados», obteniendo, por las mismas consideraciones, las identicas proporciones. 

En este caso: 


SO = - 5 
SO' = 5 ' 

CO = — s + r 
CO' = r- s' 



Problema 


por sustitucidn, y operando de la misma forma, obtenemos id^ntica fdrmula. 


Problema 24. Delante de un espejo concavo de 50 cm de distancia focal y a 
25 cm de su centro de figura se encuentra un objeto perpendicular al eje y cuya 
altura es de 1 cm. Calcular la posicion y el tamano de la imagen. (Se suponen rayos 
correspondientes a la zona paraxial.) 



Problema XXXIV-24 



1 



1 


=> 


s' = 50 cm 


-25 


-50 












































La imagen es virtual (detras del espejo) y a 50 cm del centro de la figura. 
y' v' 50 

y 

(imagen derecha). 


s 

s 


1 


-25 


■ = 2 


v' = 2 cm 


Problema 25. Resolver el problems anterior, siendo el espejo convexo. 



Solution 



_ 1 _ 

50 


=> 


s' = 16,66 cm 



La imagen es virtual (detras del espejo) y a 16,66 cm del centro de la figura: 

y' _ 16,66 

1 -25 

Imagen derecha. 


y' = 0,66 cm 


Problema 26. A 150 cm del centro de la figura de un espejo concavo se forma 
una imagen real, invertida y de doble altura que el objeto. Calcular la position 
del objeto y el radio del espejo. (Realizamos el problema en la zona paraxial.) 



Problema XXXIV-26 


Solution 


* - - v> _ _ s' 
y s 

,3 = - 2 
s' = - 150 cm 




-150 

s 


=> 


s = — 75 cm 



2ss' 

r =- 

5 + 5' 


2(—75) (-150) 
- 70 - 150 


- 100 cm 
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Problema 27. Un espejo concavo forma una imagen real, invertida y de tamano 
triple de un objeto vertical situada sobre el eje optico a 10 cm del espejo. 

1. Dibujar un esquema con la marcha geometrica de los rayos que definen la 
imagen del objeto. 

2. Determinar el radio de curvatura del espejo. 

3. Determinae la distancia a que se encuentra el objeto del espejo. 



Problema 28. Determinar el radio de curvatura de un espejo que forme una 
imagen real, invertida y de tamano doble de los objetos situados a 20 cm del 
espejo. Dibujar un esquema con la marcha geometrica de los rayos para definir la 
imagen de un objeto vertical situado en el lugar indicado. 



Problema 29. Por medio de un espejo concavo se quiere proyectar un objeto de 
1 cm sobre una pantalla plana, de modo que la imagen sea derecha y de 3 cm. La 
pantalla ha de estar colocada a 2 m del objeto. Calcular: 

1. El radio del espejo. 

2. Su distancia focal. 

3. Su potencia. 

4. Distancias del objeto e imagen al espejo. 

Solution 


Para que una imagen sea proyectable tiene que ser real, y como en espejos esfericos concavos 
las imagenes reales son invertidas respecto al objeto, colocaremos el objeto invertido para que 
la imagen sea derecha. Todo esto queda explicado en la figura. 



769 


































2 ) 


3) 


4) 


f = ~y = - 0,75 m 




s — — 1 m 


s' = - 3 m 


Problema 30. A una distancia de 60 cm de un espejo concavo de 80 cm de radio 
y sobre su eje optico existe una fuente luminosa puntual P. £A que distancia del 
espejo concavo debera situarse un espejo piano para que los rayos, despues de 
reflejarse sucesivamente sobre el espejo concavo y el espejo piano, converjan en 
P nuevamente? 



Problema 31. Un espejo esferico concavo — E — de 1 m de radio esta enfrente 
de un espejo piano — E '— colocado perpendicularmente al eje del espejo. La 
distancia entre los dos espejos es 1,80 m. A 20 cm del espejo piano y en el eje 
hay un punto luminoso — P —, de forma que un rayo que parte de P se refleja 
primero en el piano y luego en el esferico. Determinar la position de la imagen y 
el aumento del conjunto. Dibujar la marcha de un rayo de luz que parte de P. 
(Trabajamos en la zona paraxial.) 
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Problema 32. Resolver el mismo problema anterior, suponiendo la primera re¬ 
flexion en el espejo esferico y la segunda en el piano. 


Solution 



-160 s' -100 


o sea: 


x — 180 — 72,72 = 107,28 cm a la izquierda de 5. 


72,72 cm 


P" 

'x- 

X 

X 

X 


E E 



Problema XXXIV-32 


En este espejo piano se forma una imagen virtual (F') detras de £' y a una distancia de £' 
igual a 107,28 cm. Como los espejos pianos no producen aumento, el aumento del con junto es 
el correspondiente al espejo esferico: 



-72,72 

-160 


0,45 


Problema 33. Tenemos un espejo concavo £, de 1 m de radio de curvatura. Se 
pide: 

1. Situation y naturaleza de la imagen que el anterior espejo de de un objeto, 
situado sobre el eje principal a 75 cm del vertice del espejo. 

2. Interceptando los rayos procedentes del espejo concavo mediante un espejo 
piano queremos que la imagen se forme en el piano focal del espejo E\ ^don- 
de hemos de colocar el espejo £'? 

3. Y para que la imagen se forme en el mismo piano en que esta el objeto <,don- 
de colocaremos el espejo piano £'? 















4. En este ultimo caso determinar la situation de las sucesivas imageries dadas 
por los espejos E y E'. 


Solucion 


1 ) 


s + 5 ' r ^ -0,75 + 5' -1 

La imagen es real y a 1,5 m delante del espejo. 

2) Para que la imagen se forme en F es necesario colocar el espejo piano en el punto medio 
de O'F, es decir, en el centro C. 

3) y 4) Para que la imagen se forme en O es necesario colocar el espejo en el punto medio de 

00\ o sea, 0,75/2 = 0,375 m entre O y O', o sea, a 1,125 m delante de S. 


s' = - 1,5 m 


Problema 34. Se da un espejo concavo de 2 m de radio. A una distancia de 
1,40 m del vertice S\ se coloca un pequeno circulo luminoso de 1 cm de radio, 
cuyo centro coincide con el principal. Se pide a que distancia de se debera 
colocar un espejo piano perpendicular al eje para que el centro de la imagen se 
confunda con el centro de curvatura del espejo. ^Cual sera el diametro de circulo 
de esta imagen? 


Solucion 



s' = — 3,5 m 



x 


-3,5-2 

2 


- 2,75 m 


P = 


<P 


<p’ = - <p -1 — - - 2 —= - 5 cm 
s -1,4 
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Problema 35. A 35 cm de un espejo esferico concavo de 60 cm de radio se 
encuentra un objeto; determinar a que distancia hay que colocar un espejo piano 
normal al eje del sistema para que la imagen, despues de reflejarse los rayos en 
este espejo quede situada en el centro de curvatura del espejo concavo. Hagase la 
construction grafica. ^Cuanto valdra el aumento lateral? 


Solucion 



_l_ J_ 

-35 + 5' 



=> s' = - 210 cm => 


- 210 - 60 


= - 135 cm 



(ver figura del problema anterior). 


Problema 36. Dos espejos esfericos concavos —E y E '—, de radio 1 m, estan 
situados a 2 m de distancia, coincidiendo sus ejes opticos. Determinar: 

1. El punto del eje cuya imagen es el mismo punto, despues de reflejarse la luz 
en E y E' sucesivamente. 

2. El punto del eje cuya imagen es F (foco de £'), despues de reflejarse la luz en 
E y E' sucesivamente. 

3. La imagen de F (foco de £'), despues de reflejarse la luz en E y E' y el 
aumento del sistema. 

Dibujar la marcha de la luz en todos los casos. (Trabajamos en la zona paraxial.) 


1 ) 


2 ) 

3) 


Solucion 

Al coincidir los centros de curvatura de los dos espejos en el punto C todo rayo que parte 
de tal centro (rayo 1) pasa despues de las sucesivas reflexiones por C, que es, por tanto, 
punto objeto e-imagen. 

Todo rayo que parte del foco F del primer espejo (rayo 2) se refleja paralelamente al eje 
principal y, despues de reflejarse en £', pasa por su foco £', que es as! la imagen de F. 

La distancia de F'S es 1,5 m. La imagen de F en E se formara a una distancia 0\S = s \, 
dada por: 



1 


1 


-1,5 s\ 


-2- => i', = - = - 0,75 m 

-1 2 


El punto 0\ distara de E'\ 

0\S' = 2 - 0,75 = 1,25 m 

y formal en este ultimo espejo una imagen a una distancia 0' 2 S' = s' 2 dada por: 

+ -L 

1,25 s'i 1 

El aumento en la primera reflexidn es: 


1,25 

1,50 


0,83 m 



A = " 


£i_ 

*1 


-0,75 

“ T 


Problema XXXIV-36 
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y en la segunda: 


ft = - 


fl 

s 2 


0,83 

X25 


El aumento del conjunto, producto de los aumentos, es: 


P = 


0,7$ 

1,5 


- if -- 0 - 33 


Problema 37. Dos espejos esfericos, uno concavo y el otro convexo, tienen el 
mismo eje principal y radios de igual longitud R = 2 m; estan colocados a 2,50 m 
uno del otro. A 1,50 m del espejo concavo se halla una pequena recta luminosa 
perpendicular al eje. Los rayos luminosos llegan unos sobre el espejo convexo 
despues de su reflexion sobre el espejo concavo; otros, sobre el espejo concavo 
despues de su reflexion sobre el espejo convexo. Se pide donde se formaran las 
imagenes que proceden de cada una de estas dos reflexiones. Construir estas 
imagenes. 

Solution 



-1,5 + 5' -2 

-0,5 i" -2 



.La posicidn de la imagen es la misma que la del objeto. Este resultado se podia haber previsto 
como consecuencia del principio de reversibilidad de rayos. 
















Problema 38. Sea un sistema centrado formado por dos espejos esfericos, uno 
convexo y otro concavo, ambos de 4 m de radio, separados 5 m uno de otro. A la 
distancia de 2 m del espejo convexo hay un pequerio objeto luminoso AB situado 
sobre el eje principal. Se pide: 

1. Calcular el lugar en que se formara la imagen de AB por los rayos que, par- 
tiendo del objeto, llegan al espejo convexo despues de reflejarse en el concavo. 

2. El lugar de la imagen que se formara por los rayos que lleguen al espejo 
concavo despues de haberse reflejado en el convexo. 

3. Naturaleza de las imagenes. 

4. Dibujar en cada caso la marcha de los rayos. 

Solution 

Tomaremos siempre las distancias como positivas a la derecha de 5, y S 2 . Aplicaremos la 
fdrmula: 


1 


+ 


s 


s' 


2 


r 


1) Distancia de A al espejo cdncavo: 

s = — 3 m 




=» s' = — 6 m 


A' esta a — 1 m de S 2 (detriis del espejo convexo); tal imagen hace de objeto virtual con 
respecto a S 2 : 


-1 + 5" -4 

La imagen es real y se forma a 2 m de S 2> coincidiendo con A. 



2) En virtud del principio de reversibilidad de rayos, la imagen se encontrara en el mismo 
lugar que en el caso anterior y el rayo luminoso seguira el mismo camino que en la figura, pero 
al rev^s. 


3) La imagen es real y a 2 m del espejo convexo. 



Problema XXXIV-38 
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Problema 39. Un espejo esferico que actua de retrovisor de un coche parado 
proporciona una imagen virtual de un vehfculo que se aproxima con velocidad 
constante. El tamano de dicha imagen es 1/10 del tamano real del vehiculo cuan- 
do este se encuentra a 8 m del espejo. 

1. i,Cual es el radio de curvatura del espejo? 

2. que distancia del espejo se forma la correspondiente imagen virtual? 

3. Un segundo despues la imagen observada en el espejo se ha duplicado. 
que distancia del espejo se encuentra ahora el vehiculo? 

4. ^Cual era su velocidad? 


Solution 


i) y 2 ) 


/ _ 1 

s' 

y 10 

s 

= — 800 cm 



s' = 80 cm 


— + — 


-800 


80 


1 600 


= 177,77 cm 


3) 


02 = 


y i 


= 2 * = - = -- 


177,77 


s = - 355 cm = - 3,55 m 



t 


8 - 3,55 

1 


4,45 nVs 


4) 













Capitulo XXXV 


SISTEMAS CENTRADOS. 
SISTEMAS COMPUESTOS. LENTES 


-FORMULARIO 

SISTEMAS COMPUESTOS: 


( 1 ) ( 2 ) 



Lentes: convergencia: 
Gruesas: 

1 ) 


[ 


e(n - 1 ) 
nr x r 2 


- + 

r 2 n 




Delgadas: 

Formula de puntos conjugados: 




a a' 


f=-r 






























AUMENTO: j3 = 


CONVERGENC1A DE UN DOBLETE 

Pegado: <p' = <?[ + ?2 

Despegado: <p' = 9! + 92 ” ^?i ?2 

Problema 1. Calcular el numero de dioptrias de una lente cuya distancia focal 

imagen es: 

1. 10 cm 

5. 2 m 

2. 20 cm 

6. 4m 

3. 25 cm 

7. 5 m 

4. 50 cm 

8. 10 m 


Solucion 


1 ) 


5) 


9 = 


2 ) 


3) 


9 = 


4) 


9 = 


1 

100 

0,10 

10 

1 

100 

0,20 

20 

1 

1 

100 

0,25 

25 

1 

100 

0,50 

50 


10 dp 


1 _ 

9 “ 

-i- = 0,5 d P 

5 dp 

6) 

/ _ 

9 — 

-i- = 0,25 dp 

4 dp 

7) 

9 ~ 

= 0.2 dp 

2 dp 

8) 

9 = 

-nr- 0 "* 


Problema 2. 1. ^Que tipos de lentes delgadas pueden construirse combinando 

dos superficies cuyos radios de curvatura son, en valor absoluto, 10 cm y 20 cm? 

2. ^Cuales son convergentes y cuales divergentes? 

3. Calcular la distancia focal de cada una si el vidrio utilizado tiene un mdice de 
refraction n = 3/2. 

Solucion 


1) La biconvexa, la bicdncava y el menisco divergente. 

2 ) 




1 1 

o , 1 

-0,2 J 



-0,1 

0,2 J 

■ 1 

■ I 

-0,1 

-0,2 J 


I dp (divergente) 


f \ = -L = I"—-11 I"—!-!—1 = - 2,5 dp (civergente) 

h L 2 J L - 0.1 " 0.2 J 


3) 


/, - 13,33 cm 


f 2 =~ 13,33 cm 


fy = 40 cm 


778 





















Problema 3. Enfrente de un lente convergente de 25 cm de distancia focal y a 
30 cm del centro optico se encuentra un objeto cuya altura, perpendicular al eje 
optico, es de 1 cm. Determinar la posicion y el tamano de la imagen. Considera- 
mos rayos correspondientes a la zona paraxial o de Gauss. 


Solucion 


-_L + _!_ = J_ => 1 1 { 1 _ f + a 

a a' f a' a f af 

Sustituyendo a y f por sus valores: 



=s> a — 


af 


f + a 



La imagen es real, invertida, de 5 cm de altura y situada a 150 cm del centro dptico de la lente. 


Problema 4. Resolver el problema anterior considerando la lente divergente. 


Solucion 



a a' f f + a 


779 




















Sustituyendo valores: 


(-30) (-25) 
- 25 - 30 


= 13,64 cm 


Aplicando la f6rmula del aumento lateral: 




v' -13,64 
^ 1 " -30 * 


, 13,64 

/=- 3 J-= 0,45 cm 


La imagen es virtual, derecha, 0,45 cm de altura y situada a 13,64 cm del centro 6ptico. 

Problema 5. Enfrente de una lente convergente de 50 cm de distancia focal y a 
25 cm de su centro optico se encuentra un objeto cuya altura, perpendicular al 
eje, es de 1 cm. Calcular la posicion y tamano de la imagen (suponemos rayos en 

Solucion 





f + a 


-25 x 50 
50 - 25 


= - 50 cm 


y 

1 


-50 

-25 


, 50 

y =-= 2 cm 

25 _ 



Problema XXXV-6 


Problema 6. Resolver el problema anterior considerando la lente divergente. 

Solucion 

1 


1 

— + — 
a a' 


T 


P = 


a 

a 



La imagen es virtual y derecha. 


Problema 7. Delante de una lente convergente de 5 dp y a 50 cm del centro 
optico se encuentra un objeto cuya altura, perpendicular al eje, es de 2 cm. De- 
terminar la posicion y el tamano de la imagen. Considerar la imagen correspon- 
diente a la zona paraxial. 


Solucion 

L 



780 

































- — + — = ?' = — ^ f = -L- m = 20 cm 

a a’ f 5 


i q 0,5 a -)<) 

a = - = - = 0,33 m 

p'a + 1 - 5 x 0,5 + 1 


a' y' 33 

a ^ 2 -50 ^ 

, 66 

y =-io- = _1 ’ 3cm 


Problema 8. Resolver el problema anterior considerando la lente divergente. 

Solucion 



1 

r 


f --m = — 20 cm 

5 


a' - a - 

°' 5 - - 0,14 m 

p'fi + 1 

(-5) (-0,5) + 1 


tr = 


y = . 
y 


y 

2 


-14 

-50 


y = ■ 


28 

50 


= 0,56 cm 


Problema 9. Calcular las potencias de las siguientes lentes delgadas, cuyo radio 
de curvatura es siempre de 40 mm y que estan fabricadas de un vidrio de n = 1,5. 

1. Una lente biconvexa. 

2. Una lente biconcava. 

3. Una lente plano-convexa. 

4. Una lente plano-concava. 

5. Calcular la situacion y el tamano de la imagen producida por la primera lente 
de un objeto real situado en el eje principal y a 20 cm delante de la lente. 

Solucion 

-L] 
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1) 


2 ) 


3) 


4) 


5) 


- 0 - 5 [-ok-^or]' 25 


dp 


■°' s [ko4---k]’- 25dp 


- os [k—=k] ■ ,2iS dp 


-° s [-=--- k ]-- 12 ' 5 


dp 


- -L + -1— =?'=*>-!— + —= 25 =» 

a a' -0,2 a ' 


a' = 0,05 m = 5 cm 


js = — = — = -4r = _ °’ 25 

y fl —20 


(Imagen real, invertida y de 1/4 del tamano del objeto.) 


Problema 10. A 50 cm del centro optico de una lente convergente se forma una 
imagen real y de doble altura que el objeto. Calcular la position del objeto y la 
convergencia de la lente. (Consideramos la zona paraxial.) 

Solution 



Problema XXXV-10 






























Problema 11. En una delgada lente plano-convexa buscamos una position en 
que el tamano de un objeto sea igual al de su imagen real. La distancia del objeto 
al centro optico de la lente es entonces 50 cm. El radio de la cara curva, determi- 
nado con un esferometro, es de 12,50 cm. Calcular la convergencia de la lente y 
el indice de refraction del vidrio que la forma. (Consideramos la zona paraxial.) 


Solution 


Para que una lente convergente (plano-convexa) forme una imagen real y del mismo tamano 
de un objeto 6ste debe estar situado al doble de la distancia focal de la lente. La distancia focal 
es, asf, 25 cm y la convergencia: 


1 


0,25 


- 4 dp 


La convergencia viene dada por: 


?, = ( "- 1) [^- 1 ] * 4 = ( " _1) TTB- = ( ' , - 1)8 


n = 1,5 



Problema XXXV-11 


Problema 12. Se desea proyectar sobre una pantalla la imagen de un objeto de 
2 cm de alto, y para ello contamos con una lente convergente biconvexa de 5 dp 
o con un espejo concavo de 0,5 m de radio. La pantalla esta situada a 2 m de 
distancia del sistema. 

1. Utilizando la lente, determinar a que distancia de la misma debe colocarse el 
objeto para que la imagen se forme exactamente sobre la pantalla. 

2. Utilizando el espejo, indicar donde se ha de colocar el objeto para cumplir el 
mismo fin que el caso anterior. 

3. ^Que tamano tendria la imagen en ambos casos? ^En cual seria mayor? 

Solution 


1 ) 

— = - — + —L- 

f a a' 

= 5 dp =*> f - 20 cm 



20 a + 200 






s = 


200 

7 


= - 28,57 cm 


3 ) 


? 



200 

- 22,22 


- 18 cm 



? 200 
-28,57 


— 14 cm 
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Problema 13. Con dos vidrios de reloj del mismo radio de curvatura R y de 
espesor despreciable se forma, pegandolos, una especie de lente biconvexa, hue- 
ca. Si se llena con un liquido de indice de refraccion 5/4, la imagen de un objeto 
situado a 40 cm de la lente esta en el infinito. Si se llena con un liquido de indice 
de refraccion n desconocido, la imagen del mismo objeto resulta estar a 40 cm de 
la lente. ^Cuales son los valores de n y /?? 


Solucion 



f 


— + — 


r 


i 


20 20 


-40 

2 


1 _ 1 
40 20 



=> / = 20 cm 



Problema XXXV-14 


Problema 14. El radio de curvatura de una lente plano-convexa es de 30 cm. 
Delante de ella se coloca un objeto de 5 mm perpendicular al eje principal y 
detras, una pantalla a 4 m de distancia. Calcular: 

1. Distancia focal de la lente. 

2. Distancia a que habra de colocar el objeto para que la imagen se recoja en la 
pantalla. 

3. Tamano de la imagen. 

4. Lente, objeto y pantalla se sumergen en agua. Calcular la position en que 
habra que colocar en este caso el objeto para que su imagen se recoja en la 
pantalla. 

Datos: Indices de refraccion: vidrio, 3/2; agua, 4/3. 

Solucion 

1) El foco objeto de la lente coincide con el del dioptrio esferico: 


2 ) 

3 ) 

4) 



- 60 cm 


f - - f - 60 cm 



—— + —-— = 
a 400 

y' _ 400 

1 ^706 


60 




a — - 70,6 cm 




y' = - 28 mm 


/h : o - 


n 


n' - n 


= - 30 


4/3 


3__4 

2 3 


- 240 cm => f = - / H , 0 = 240 cm 




a 


=> 


a - - 600 cm 


400 


240 






















Problema 15. Entre un objeto de 2 cm de tamano y una pantalla que dista de el 
60 cm se coloca una lente biconvexa de radios iguales e indice de refraccidn 
n = 1,5. Se obtienen imagenes nitidas en la pantalla para dos posiciones de la 
lente separadas entre si 40 cm. Calcular: 

1. La distancia focal de la lente y su potencia. 

2. El radio de las caras de la lente. 

3. El tamano de las imagenes en las dos posiciones de la lente. 

Solucion 


1) 


_L + _i_ = J. 

a a' f 


1 .+. 1 - 1 


-;t 60 - * f 


1 +■ 1 - 1 


- (x + 40) 20 — * f 


1 +. 1 


1 +■ 1 


x 60 - x 40 + x 20 — x 
x = 10 cm 


f = — cm = 0,0833 m 
6 


?’ = — =! 12 dp 

f 


t' 1 



o 

60 — x r- 

O' 


-60 -- 


2 ) 


■/- [-^ ^-] - (1 - s - 11 [t*t| 


f = r = 0,0833 m 


-jc + 40 


3) 


-20 - x~+ 


O' 


y\ = y J ^ = 2-^ r =-io cm 


Problema XXXV-15 


j,- = y _£_ = 2 ^ -0,4cm 


Problema 16. 1. Hallar una formula que exprese la distancia D entre un objeto 

y su imagen, formada por una lente convergente en funcion de la distancia focal y 
de la distancia del objeto a la lente. 

2. que distancia de la lente debe encontrarse el objeto para que D sea 
minima? 

3. 4 ,Cuanto vale esta distancia minima? 

4. ^Cual es el aumento de la lente en este caso? 

Solucion 


1) 

- a + a' = D 


f a a' 


r 


a 


1 

D + a 



785 


































2) y 3) 


4) 


dD = _ (a + /)2a - a 2 = _ a 2 + 2a/ = Q 
rfa (a+/) 2 (a+/) 2 


a 2 + 2a/ = 0 


a = 0 

(en la doble distancia focal) 

= 4 r 




Problema 17. Una lente convergente — L — de 1 dp esta enfrente de un espejo 
piano — E — colocado perpendicularmente al eje. La distancia entre el espejo y la 
lente es de 1,80 m. A 20 cm del espejo y en el eje hay un punto luminoso — P — 
que se refleja en el espejo piano y luego su imagen hace de objeto con especto a 
la lente. Determinar la posicion de la imagen y el aumento del conjunto. Dibujar 
la marcha de un rayo de luz que parte de P. (Consideramos la zona paraxial.) 

Solution 

9' = -j- = 1 dp => f = 1 m 


L 



La imagen en el espejo piano se forma a 20 cm detras de el, es decir, a 0,20 4- 1,80 = 2 m del 
centro 6ptico de la lente. 

La aplicacidn de la fdrmula de los focos conjugados conduce a: 




=> 



La imagen es real y a 2 m del centro dptico de la lente. 

El aumento del sistema es el de la lente, ya que el espejo piano tiene un aumento lateral igual 
a la unidad. 



La imagen es invertida y de la misma altura que el objeto. 
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Problema 18. A 40 cm de distancia del centro optico de una lente de 5 dp se 
halla un objeto luminoso. Detras de esta lente y a 1 m de distancia, formando 
con ella un sistema centrado, existe un espejo convexo de 60 cm de radio. 

1. Construir graficamente la imagen del objeto formado por el sistema. 

2. Deducir la posicion, la naturaleza de la imagen y el aumento del sistema. 

Solucion 


?' = 5 dp f = 20 cm 



Problema 19. Sea una lente biconvexa esferica de radios de curvatura iguales a 
50 cm y de fndice de refraccion n = 1,5. Se pide: 

1. Calcular su potencia. 

2. Determinar la posicion y el tamano de la imagen de un objeto de 5 mm situa- 
do sobre el eje principal a.lm de distancia de la lente. 

3. Suponiendo que plateamos la cara posterior de la lente, calcular la posicion de 
la imagen final que producira del objeto colocado tal como se describe en la 
pregunta anterior. (En todo el problema consideramos nulo el espesor.) 

y 

if f 


Problema XXXV-19-1.- 


1 ) 


Solucion 


> hr ~r] - ° 5 [tt - 4r] 


= 2 dp 
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2 ) 


1 



=> 


-1 



2 


=> 




Problema XXXV-19-2. 3 





y' = — 5 mm 


3) Imagen del objeto en el dioptrio frontal: 


n 

-J_l 

r_L. 

. _i_l 

^ 1 _ 

8 

II 

\ 

H 

1 

II 

L- 

*1 

L 

S' J 

50 

1 

o 

o 

1 

o 

J 

c 

1 


El objeto esta en el foco objeto del dioptrio. Los rayos, en el interior de la lente, se propagan 
paralelos al eje principal y se reflejan en la direction del foco del espejo (25 cm ante la lente). 
Este hace de objeto virtual, con respecto al dioptrio esferico (los rayos retornan hacia 61): 


r-L-_Li=„ 

n__Li 

^ 1.5 

1,5 1 

. 1 „ 

s" = - 14,3 cm 

[ r s ] 

[ r s" J 

50 

-25 50 



La imagen es real y a 14,3 cm delante de la lente. 


Problema 20. Una lente piano convexa tiene su cara plana plateada. La lente 
tiene un indice de refraction de 1,4 y el radio de la cara convexa es de 30 cm. 
Supuesta la lente delgada, determinar: 

1. La position de la imagen de un objeto situado en el eje principal a 30 cm de la 
lente. 

2. Tamano y naturaleza de la imagen si el objeto tiene un tamano de 1 mm. 

Solution 


1) Imagen en el dioptrio esf6rico: 


r_L. 

- —1 = n\ 

r_i_. 

Ll 

1 _ 

1 

1 

1 

s' = - 70 cm 

L r > 

s, J 1 

L r < 

J 

30 

\ 

VT 

1 

o 

ro 

1 

O 

ro 

1 


Esta imagen hace de objeto con respecto al espejo piano; la imagen se forma a 70 cm detras de 
61. Esta imagen, a su vez, hace de objeto con respecto al dioptrio esferico: 


n 2 




1 1 ^ 1,4 __ _L4 

J 30 70 


—-— => s'-> = 150 cm 

30 $; 


(Hemos tornado en los dos casos las distancias como negativas o positivas, segun esten ante o 
tras la lente.) 


2) La imagen es virtual y situada 150 cm detras de la lente y, por tanto, detras del espejo: 


fit 


s\ _ 

S\ n\ 



S 2 ft 2 


70 1 

-30 1,4 

150 1,4 

70 1 


f = m 


(El aumento del espejo piano es 1.) 

La imagen es derecha y de 5 mm de altura. 


70_ l_ 150 1,4 

30 1,4 70 1 
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Problema 21. Averiguar la potencia de una lente semiesferica de vidrio 
(n = 1,5) de radio 2 cm. Un objeto de 2 mm de altura esta colocado ante ella a 
una distancia de 1 cm. Determinar la posicion y tamano de la imagen. 



La imagen se forma a 2 cm delante del polo del dioptrio esferico y, por tanto, a 4 cm ante el 
dioptrio piano. 


s 2 s 2 

n-> ri- 


-4 

1,5 


1 


s 2 - — 2,66 cm 


La imagen es virtual y a 2,66 cm delante de la cara plana de la lente. 


= 


ft- 


-2 1 


-1 1,5 

-2,66 1,5 


= 1,33 


-4 


1 


= 1 


=s> j3 = = M 2 = 1,33 =t> 


y' = 1,33 x 2 = 2,66 mm 


■— 2 cm-- 


Problema 22. El espesor de la lente de la figura es 2 cm y el radio de su cara 
curva 10 cm. Determinar su potencia y la posicion de la imagen de un objeto 
situado 10 cm ante la lente y el aumento del sistema (n = 1,5). 


Solucion 


?' = (n - 1) 


[ e(n-\) 1 { 1 1 

L nr ^2 r 2 r, J 




e = 2 cm 
n = 1,5 
r, = - 10 cm 

r 2 = oc 

1 


0,5 

0,1 


= - 5 dp 


n= 1,5 


1 


-10 


-10 


1,5 

-10 


1,5 


=> Si — “ 


Problema XXXV-22 

10 cm 


(La imagen de un objeto situado en el centro de un dioptrio se forma en el centro del diop¬ 
trio.) La imagen esta situada a 10 + 2 = 12 cm delante de la cara plana de la lente. 

s-> s'-> -12 s 1 * r~ “ 

—— = —— => -= —— => s 2 = - 8 cm 

n-, n -» 1,5 1 


1,5 
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Problema XXXV-22-1. 3 


La imagen es virtual y a 8 cm delante de la cara plana. 
s\ n x -10 1 1 

5, n\ -10 1,5 1,5 


02 = 


J2_ 

s 2 


n 2 


= 1 


6—r 


Problema 23. Los radios de curvatura de una lente menisco-convergente son 10 
y 20 cm. Su espesor es 1 cm. Determinar su convergencia y la posicion de un 
objeto para que forme su imagen virtual aim delante de la lente. Calcular el 
aumento del sistema (n = 1,5). 


Solution 


Supondremos (aunque es lo mismo para los resultados) que la luz penetra por la cara convexa 
(10 cm de radio). 


?' = («“ 1 ) 


e(n ~ 1) 
nr x r 2 



n = 1,5 
e = 1 cm 
r, = 10 cm 
r 2 = 20 cm 



II 

o 

r 0,01 x 0,5 1 1 "| 

| = 2,58 dp 

L 1,5 X 0,1 x 0,2 0,2 + 0,1 J 



La imagen definitiva esta a: 

s' 2 =- 101 cm 

de la cara de 20 cm de radio. El objeto que ha producido esta imagen estara: 



s 2 = 99,3 cm 
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Problema XXXV-23 

La imagen producida por la primera cara est£ situada a s\ = 99,3 + 1 = 100,3 cm de su polo, 
luego: 


[v- 

-t: 


[t 

-t] 

1 - - 
10 

1 

s x 

1,5 

10 

1,5 

100,3 

=> 

$! = - 28,5 cm 

A = 

s \ 


100,3 

1 

i 





. 

-28,5 

1,5 







s i 


0 = aa = 

100,3 

-101 

= 3,6 


A- 

s 2 

n 2 

-101 

1,5 

-28,5 

99,3 


S 2 

n 2 

99,3 

1 







Problema 24. Resolver el mismo problema anterior, suponiendo la lente menis- 
co divergente. 


Solution 


Supondremos (aunque es lo mismo para los resultados) que la luz penetra por la cara de 20 cm 
de radio. 


L nr \ r 2 r 2 r \ J 


r, = 20 cm 
r 2 = 10 cm 

Razonando como en el problema anterior, obtenemos: 


n =1,5 
e = 1 cm 


, n c T 0,01 x 0,5 1 1 "I , M J 

9 ' L 1.5 X 0,1 x 0,2 0,1 + 0,2 J 4,83 dp 


r_L 

_L_"| 

i r_L_ 

i l 

1 =* 1,5 

1,5 _ 1 

1 

L r 2 

a J 

\ 2 [r, 

*2 J 

10 

5 2 10 

-101 

r_L 

_!_1 

1 _ r i 

Ll 

+ _L 

1 _ 1,5 

1,5 

L * 

J 

1 'L r, 

*i J 

20 

5, 20 

38,4 


=> s 2 = 37,4 cm 


5 ! = 71 cm 
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El objeto ha de ser virtual y a 71 cm de la cara de entrada. 
s\ n 1 38,4 1 


A = 


A = 


n\ 

s' 2 n 2 

S 2 /t*> 


71 1,5 

-101 1,5 


37,4 


1 


3 = 33 , =-38,4 x 101 = _ j 4 6 

A M 71 x 37,4 


Problema 25. Se tiene una lente delgada plano-convexa, de fndice de refraction 
1,5 y radio de la cara convexa igual a 10 cm. En contacto con la cara plana hay 
una lamina de vidrio de 1 cm de espesor e fndice de refraction igual a 1,4. Deter- 
minar: 

1. La potencia de la lente. 

2. ^Donde se forma la imagen de un objeto situado en el lado de la lamina plana 
y a 5 cm de la misma? 

3. ^Donde se forma la imagen de un objeto situado del lado de la cara convexa y 
a 10 cm de ella? 


Solution 


1 ) 


[^r-- 0 5 [JL5 


dp 


2) Imagen en el primer dioptrio piano: 


n _ ri 1 

s s' -5 


1,4 


=> 5 ' = - 7 cm 


Este punto hace de objeto con respecto al segundo dioptrio piano, estando situado a 
7 + 1 = 8 cm ante el: 


_n_ = JlL => 1,4 _ 1,5 


s' = - 8,57 cm 



















Tal imagen hace de objeto con respecto al dioptrio esferico: 



.j_l =„■ 

r_L. 

,_L_1 

1.5 

1,5 _ 1 1 _ 

s' = - 8 cm 

L' 

s\ 

L' 

S' J 

-10 

-8,57 -10 s' 


La imagen es virtual y se forma a 8 cm ante el polo de la cara curva, es decir, a 7 cm de la cara 
frontal de la lamina. 


3) Imagen en el dioptrio esferico: 


n 

._l 1 _ n 

r_L._Li 

^ i 

i 

c 

1 

II 

'o 

11 

1 

II 

L 

. J 

^ J 

10 

-10 10 s' 


Esta imagen hace de objeto con respecto al dioptrio piano que separa los medios de fndice de 
refraccion 1,5 y 1,4. 


n _ ri 1,5 _ 1,4 _ to 

— =- => -=- =s> s = — zo cm 

5 s' -30 s' 


La imagen queda situada a 28 + 1 = 29 cm ante el dioptrio piano de salida. 

n _ ri 1,4 _ _J_ 

s s' -29 s' 


s' = — 20,7 cm 


La imagen es virtual y a 20,7 cm ante la cara plana en contacto con el aire y a 
20,7 — 1 = 19,7 cm ante el polo del dioptrio esferico. 

(En todo el problema se ha considerado nulo el espesor de la lente.) 


Problema 26. Se tiene una lenta biconvexa de vidrio (n = 1,5) de potencia de 
2,5 dp; el radio de una de las caras es de 60 cm. Determinar: 

1. El radio de la otra cara. 

2. Delante de ella, a 50 cm, se coloca un objeto de 3 cm de altura; determinar la 
posicion de la imagen. 

3. Calcular el tamario de la imagen anterior y el aumento. 

4. Yuxtapuesta con la anterior se coloca una lente divergente del mismo vidrio, 
de potencia 4 dp; ^cual sera la potencia del sistema? 

Solucion 


L 



Problema XXXV-26 
















?' 


1) 

(*-l) 



=> 2,5 = 0,5 | 

r_±___Li 

L 0,6 r 2 J 

1 * 

r 2 = - 0,3 m = - 30 cm 


2 ) 



a' 


2,5 


a' — 2 m 


Imagen real 


3) 



y' = - 4 x 3 = — 12 cm 


Invertida 


4) 

9 — 9i + 92 = 2,5 4 — 1,5 dp 


Problema 27. Un doblete piano convexo esta formado por el acoplamiento de 
dos lentes: una biconvexa, de indice de refraccion 1,6, y otra plano-concava, de 
rndice de refraccion 1,5. Los radios de las superficies curvas valen 10 cm. Deter- 
minar: 

1. Potencia de cada lente. 

2. Potencia del doblete. 

3. Naturaleza y posicion de la imagen que produce el sistema de un objeto situa- 
do a 10 cm de la lente y situado en el eje principal. 

4. Si el objeto tiene de tamano 2 mm, ^cual sera el tamano de la imagen? 

Solucion 

[a—i.] 



Problema XXXV-27 
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i) y 2 ) 


= 0,6 
?2 = 0,5 


3) 


r 



1 

1 

= 12 dp 

0,1 

-CM 

1 

1 

= - 5 dp 

. -°d 

00 

1 

-*> _ 

1 + 1 

a 


-0,1 a 


? = ?i + ?2 = 7 dp 


= 7 =*> 


--m 

3 


Imagen virtual. 

4) 

3 _ -1/3 _ 10 

Imagen derecha y de 6,7 mm de altura. 


, 10 , , 
y = —— 2 = 6,7 mm 


Problema 28. Un doblete esta formado por la union de dos lentes, una plano- 
convexa y otra biconcava; el fndice de refraccion de la primera es de 1,3 y el de la 
segunda 1,4. El radio de las superficies curvas es de 10 cm. Determinar: 

1. La potencia del sistema. 

2. El radio de la lente plano-concava equivalente, si se hace con un vidrio de 
fndice de refraccion 1,5. 

3. ^Donde se formara la imagen de un punto situado sobre el eje del sistema, a 
15 cm del mismo? 


Solucion 


l) 







Problema XXXV-28-1." 



2 ) 

3) 



a a ' 




r = 0,1 m = 10 cm 



5 => 


a' = - 0,086 m = - 8,6 cm 


Imagen virtual. 



Problema 29. Se tiene una lente plano-convexa de fndice de refraccion n x = 1,3 
y radio r, = 15 cm; por su cara plana se une a la cara plana de otra plano- 
concava de fndice de refraccion n 2 = 1,4 y radio r 2 = 10 cm. Determinar: 
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1. La potencia en dioptrias de cada una y del sistema formado por ambas. 

2. La position, tamario y naturaleza de la imagen de un objeto de 2 mm situado 
en el eje principal del sistema y a 40 cm del mismo. Las lentes se consideran 
como delgadas. 


Solution 



2 ) 


a a' f -0,4 a' 

y' _ cl' v' _ —22 

y a ^ 2 —40 

Imagen virtual, derecha, a 22 cm ante el sistema y de 1,1 mm de altura. 


- 2 => 


a' = - 0,22 m = - 22 cm 


, 2 x 22 , , 

v = —-=1,1 mm 


Problems 30. Una lente convergente de radios iguales y distancia focal 50 cm 
proyecta sobre una pantalla la imagen de un objeto de 5 cm de longitud. 

1. Calcular la distancia de la pantalla a la lente para que la imagen sea de longi¬ 
tud igual a 4 dm. 

2. Si el indice de refraction de la lente es igual a 1,5, ^que valor tienen los radios 
de la lente y cual es el poder convergente de la misma? 

3. Acoplando a la lente primera otra para que la imagen sea doble que el objeto, 
^que clase de lente debe emplearse v cual sera la convergence del sistema? 


Solution 



Problems XXXV-30 

















1) La imagen tiene que ser real para que sea proyectable. 


J- + - 1 - 1 


fx 


p\ ~ 


y i = 

yi ^ 


JL + _L 


a i a\ 
-40 . a\ 

5 = ~oi~ 


1 

50 


a, = - 56,25 cm 


a\ = 450 cm 


2 ) 


, i „ . o [-1 1-] 


0,5 


= 0,5 


n 



L 

~r\ 



r = 0,5 m = 50 cm 


3) Supondremos que la imagen es real y que la posici 6 n del objeto es la misma que en el caso 
anterior: 


= - 2 


= — = — 

y a 

a = a, = — 0,5625 m 

^ _ 1 . 1 
? - Y\ + 92 --+ - 

a a' 


a' = -2a = - 2 (-0,5625) = 1,125 m 

=> 9 ' = 2,67 dp 


1 . + . 1 


-0,5625 1,125 


y como 91 = 2 dp, la lente acoplada tendra: 


?2 — — ?\ — 0,67 dp 


Problema 31. Se tiene un sistema optico formado por una lente convergente de 
5 dp y una lente divergente de potencia desconocida, ambas yuxtapuestas con el 
mismo eje principal. Un objeto de 5 cm de altura situado 40 cm de distancia a la 
izquierda del sistema forma una imagen real situada 80 cm a la derecha del 
mismo. 

1. ^Cual es la distancia focal y la potencia de la lente divergente del sistema? 

2. ^Cual es el tamano de la imagen dada por el sistema? 

3. ^Como se modifica la situacion y el tamano de esta imagen si se yuxtapone al 
sistema una lamina de vidrio de caras plano-paralelas de 3 cm de espesor e indice 
de refraccion 1,5? La lamina esta al mismo lado del sistema que el objeto. 

Solucion 


1) 


Y 


1 


r 



-+-= 3,75 dp (sistema) 

-0,4 0,8 


^ = 3,75 - 5 = - 1,25 dp 


f-> - —5— =---m = - 80 cm 

?2 " 1,25 





= 5 


80 

-40 


- 10 cm 


2) 





























3) A1 colocar la lamina plano-paralela entre el objeto v la lente la imagen a traves de la 
lamina (que hace de objeto para la lente) se desplazara hacia la derecha una distancia y : 




1 cm 


luego la distancia objeto para la lente es —39 cm. 


3.75 = - 


1 


-0.39 


a' = - 0,84 m 


v = y 


= 5 


0,84 

-0.39 


= — 10.8 cm 


Problema 32. Dos lentes convergentes A y B de 9 y 15 cm, respectivamente, de 
distancia focal forman un sistema centrado de tal modo que la lente B esta situa- 
da en el piano focal de la A. Un objeto de 2 cm de altura se situa a una distancia 
de 36 cm delante de la lente A. 

1. Construir graficamente la imagen del objeto formado por el sistema. 

2. Determinar la naturaleza, tamano y distancia de la imagen a la lente B. 


Solucion 
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Problema 33. Tenemos un sistema optico formado por dos lentes convergentes 
de 20 dp cada una, separadas entre si 20 cm. Un objeto vertical de 5 cm esta 
situado 10 cm a la izquierda de la primera lente sobre el eje optico. 

1. Representar graficamente la marcha geometrica de los rayos a traves de todo 
el sistema hasta formar la imagen definitiva de dicho objeto. 

2. Determinar la naturaleza, el tamano y la posicion de la imagen definitiva, asi 
como las caracteristicas de la imagen formada por la primera lente. 

3. Calcular el aumento de todo el sistema optico. 

Solucion 

?' = 20 dp f = m = 5 cm 


1 ) 




1 * 


-10 

1 


a' = 10 cm 


+ —- 
- 10 a " 


a" — 10 cm 


(real) 


3) 



= 1 


a 


Imagen de igual tamano que el objeto. 


Problema 34. Dos lentes convergentes de 2 dp estan una enfrente de otra, con 
sus ejes coincidiendo. La distancia entre sus centros opticos es de 2 m. Delante 
de una de las lentes (fuera del espacio comprendido entre ellas, y a 1 m de distan¬ 
cia de su centro optico, se coloca, en el eje, un punto luminoso. Determinar la 
posicion de la imagen formada por el sistema. (Consideramos la zona paraxial.) 

Solucion 

o\ = $!> = — = — => f\ =/'-> = — m = 50 cm 
/if: "3 
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La imagen en la primera de las lentes se formara a una distancia dada por: 




a\ = 1 m 


Esta imagen hace de objeto con respecto a la segunda lente; la distancia de tal punto al centro 
6ptico es: 


fl 2 =-(2-l) = -lm 


-1 a' 2 

La imagen es real, derecha (la primera imagen es invertida con respecto al objeto y la segunda 
es invertida con respecto a la primera) y situada a 1 m del centro optico de la segunda lente. El 
aumento, producto de los aumentos, sera: 



y = PM = 


a\ a 2 
a, a 2 



La imagen es de la misma altura que el objeto. 



= 1 


Problema 35. Buscar la posicion de un punto del eje en el sistema optico del 
problema anterior para que los rayos emergentes de la segunda lente sean parale- 
los al eje principal. (Consideramos la zona paraxial.) 

Solucion 



Problema XXXV-35 
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La imagen del punto objeto en la primera lente debe ser el foco objeto de la segunda, estando, 
por tanto, a una distancia del centro 6ptico de la primera de las lentes: 


a'i = 2 - / 2 = 2- y = 1,5 m 



Q\= - 0,75 m = - 75 cm 


El punto objeto esta a 75 cm ante el centro dptico de la primera lente. 


Problema 36. Determinar la position y tamano de la imagen de un objeto de 
1,2 cm de altura situado ante un sistema constituido por dos lentes delgadas de 
eje comun y cuyas focales son 4 y 8 cm y la distancia entre ellas 2 cm. El objeto 
esta situado 20 cm ante la primera lente. 


Solution 



5 


=> a\ 


5 cm 



Esta imagen esta situada a 5 - 2 = 3 cm detras de la segunda lente. 


<*2 




U_ 

24 


24 

11 


2,2 cm 


detras de la segunda lente. 




y\ y 2 
y i y2 


Zi 

y\ 


0\ 

d\ a 2 


y 2 _ 5 2,2 

1,2 “ -20 3 


y' 2 = - 0,2 cm 


Problema 37. Dos lentes convergentes A y B de 10 y 20 dp, respectivamente, y 
con el eje principal comun, estan separadas entre si 24 cm. Delante de la lente A 
y a 20 cm de distancia se situa un objeto de 2 cm de altura. 

1. Construir el diagrama de formacion de la imagen para esta combinacion de 
lentes. 
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2. Determinar la position, naturaleza y tamario de la imagen que da la primera 
lente, asi como las mismas caracteristicas ofrecidas por la combination de A y B. 

Solution 


?i = 10 dp fi = 10 cm 

92 = 20 dp f 2 = 5 cm 



Problema XXXV-37 


2 ) 


1 

f 


— + — 


/3 = 


a 

a 


1 

10 


1 + — 


-20 


a' = 20 cm 


La distancia objeto para la segunda lente ser&: 
20 - 24 = — 4 cm 

1_1 

5 


+ — 
—4 a' 


a" = - 20 cm 


(virtual) 


/ = 2 


20 


-20 


= - '2 cm 


(Imagen real que da la primera lente.) 


y" — — 2 —= 10 cm 


(Imagen virtual que corresponde al sistema.) 


Problema 38. Se tiene una lente delgada, convergente, de 10 cm de distancia 
focal. En el foco de esta lente hay otra, tambien delgada, divergente y de 15 cm 
de distancia focal. Determinar: 

1. La potencia del sistema. 

2. Position de la imagen de un objeto en el eje principal del sistema a 5 cm de la 
lente convergente y 15 de la divergente. 




















3. Dibujar un esquema indicando la marcha de la luz en la formacion de la 
imagen. 


Solution 


1) 


9 — 9\ + ?2 “ ^9i?2 - 79TrT "*-rTTc-0*10 n \ n - } t g = 10 dp 


0,10 -0,15 


0,10 -0,15 


2) Imagen en la lente convergente: 


—-1- —-— = —=> - —^— + —-— = —-— => a', = — 10 cm 

a, a, -5 fl', 10 


Esta imagen queda situada a 10 + 10 = 20 cm ante la lente divergente. 

+ ^ = ■>-i- + —i 

#2 2 fl 


-20 ai -15 


a' 2 = — 8,57 cm 


La imagen es virtual y situada a 8,57 cm ante el centro de la lente divergente. 



Problema 39. Una lente convergente A y otra divergente B , de 10 y -20 dp, 
respectivamente, y con el eje principal comun estan separadas entre si 15 cm. 
Delante de la lente A y a 25 cm de distancia se situa un objeto de 3 cm de altura. 

1. Construir el diagrama de formacion de la imagen para esta combination de 
lentes. 

2. Determinar la position, naturaleza y tamario de la imagen que da la primera 
lente, asi como las mismas caracteristicas ofrecidas por la combination de A y B. 

Solution 



Problema XXXV-39 


803 
























f 


-L + -L 


Luego: 




1 

10 


—— + — 
-25 a 1 


50 


La distancia a la segunda lente sera: 

1 1 


-5 


+ —- 
5/3 a" 


a" = — cm (real) 
2 


/ = “ 


50 


3 x 25 


3 = - 2 cm 


/ = (- 2 ) 


5/2 

5/3 


= — 3 cm 


Problema 40. Un sistema optico esta formado por dos lentes de las siguientes 
caracteristicas: a) Lente biconvexa de radios r x = 10 cm y r 2 = 20 cm; indice de 
refraction = 1,3* b) Lente plano-concava de radio r 3 = 25 cm; fndice de re¬ 
fraction n 2 = 1,4. La separacion entre ambas es de 5 cm. Determinar: 

1. La potencia de cada lente en dp. 

2. La potencia del sistema. 

3. Posicion y naturaleza de la imagen de un objeto situado en el eje principal del 
sistema, en el lado de la lente convergente y a 30 cm de ella. 

Solucion 


1) 


?\ = (n\ ~ 1 ) 


1 

r\ 


1 

r 2 


= 0,3 


0,1 


- 0,2 


= 4,5 dp 


92 “ ( n 2 ~ 1) 


1 

r? 


1 

r 4 


= 0,4 


1 


_1_ 

-0,25 oo 


= - 1,6 dp 


2 ) 

3) 


?' = 9i + 92 “ = 4,5 - 1,6 + 0,05 x 4,5 x 1,6 = 3,26 dp 




—-1- —— = 4,5 =9 a\ — 0,85 m = 85 cm 

-0,3 a\ 


La imagen se deben'a formar a 85 - 5 = 80 cm tras la lente divergente. Tal imagen hace de 
objeto virtual respecto a ella: 


— + — 


1 + —— = — !,6 


0,8 


q'-> — ~ 2,8 m = — 280 cm 


La imagen es virtual y situada a 280 cm ante la lente divergente. 





































Problema 41. Un objeto recto de 2 mm de altura esta situado a 90 cm a la 
izquierda de una lente delgada divergente de 30 cm de distancia focal. A conti- 
nuacion de la lente divergente se dispone una lente delgada convergente de 5 dp 
de convergencia. 

1. Determmese cual debe ser la distancia entre las dos lentes para que la imagen 
definitiva del objeto anterior sea real y este situada a 30 cm a la derecha de la 
lente convergente. 

2. Dibujese la marcha aproximada de los rayos. 

3. Determinar la potencia de una lente unica que produzca el mismo efecto. 


Solution 


1 ) 


-L + -L 

a a' 


1 

f 


—— + — 
-90 a' 


-30 


=> a' = - 22,5 cm 



Tal imagen esta situada a 22,5 + x cm delante de la lente convergente de 5 dp, es decir, de 
1/5 m = 20 cm de distancia focal. 


- (22,5 + x) + 30 


20 


=> 


x = 37,5 cm 


2) Para que en una lente unica la imagen de un objeto situado a 90 cm ante ella se forme a 
67,5 cm detras sus dioptrias deberan ser: 


a a' 


—— +---- 2,6 dp 

-0,9 0,675 


Problema 42. Un cuerpo de vidrio de 3 cm de largo e indice de refraccion 1,5 
tiene dos caras, centradas en el mismo eje y talladas en forma de superficies 
esfericas de radios r x = 2 cm y r 2 = - 2 cm. Determinar los puntos cardinales 
del sistema y su convergencia. Un objeto de 1 cm de altura esta colocado normal- 
mente al eje y a una distancia de 10 cm ante el polo del dioptrio de entrada. 
^Cual es la posicion y tamano de la imagen? 
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A = r, 




/i = “ r x 


n i - n, 


"i “ "I 


Tj = 2 cm 
ni = 1,5 
aj, = 1 


Solution 

fi = 2- 


1,5 


/i = “ 2 ■ 


1,5 - 1 
1 


= 6 cm 


1,5 - 1 


= - 4 cm 





fi = r 2 - 


*2 


fl ~ ~ r 2 


n 2 ~ n 2 
n 2 


n 2 ~ n 2 


r 2 = - 2 cm 
n; = 1 
n 2 = 1,5 


/ 2 =- 2 - 
/ 2 = 2 


1 


1 - 1,5 
1,5 


= 4 cm 


1 - 1,5 


= - 6 cm 


z' = F 2 F = - 
z - F X F = 


J = F,F 2 = - 9 cm 
M - 6 x 4 

/ifi 


8 

—9 T 

- 4 x 6 8 


-9 


cm 


* Mi 6x4 8 

fm ~ — -~-=9 -— cm * 


300 

?' = — = 37,5 dp 


f _ Mi (-4) (-6) 
1 J 


8 


-9 3 

Tomando a partir de F y de Festas distancias focales cambiadas de signo, obtenemos H' y 



Problema XXXV-42-2. 



































Si el objeto se encuentra a 10 cm del polo del primer dioptrio, entonces distard de H : 
a = OH = - ^10 + -i-j = - _^_cm 



Problema 43. Una varilla de vidrio de 10 cm de longitud actua como lente grue- 
sa, teniendo el extremo izquierdo tallado y pulido en forma de casquete esferico 
convexo de 50 cm de radio y el extremo derecho esta igualmente tallado y pulido 
simetrico al anterior. 

1. Determmense las posiciones de los focos y pianos principales de dicha lente. 

2. Un objeto en forma de flecha de 1 mm de altura esta situado a la distancia de 
100 cm a la izquierda de la lente. Calculese la position de la imagen del objeto 
formada por la lente utilizando solo los rayos paraxiales. 

3. ^Cual es el tamario de la imagen? ^Es derecha o invertida? ^Real o virtual? 
Indice de refraccion del vidrio: 1,5. 

Solucion 

1 ) 1 

/i = - r,-= - 50-= - 100 cm 

n\ - h, 1,5 - 1 

^ n\ 1.5 

= r, -1-= 50-= 150 cm 

n\ - n x 1,5-1 

3,4 cm 

-H h- 



807 

























/!■» 1,5 

f 2 = - r 2 ---= - (-50)-= - 150 cm 


/i — r 2 


n 2 — n 2 
n'-> 


1 - 1,5 


= - 50 - 


1 


n\ - n 2 1 — 1,5 

J = F x F 2 = - 290 cm 


= 100 cm 


//, - 100 x 150 

z — F\F — =-—-= 51,7 cm 


z' = F->F = - 


fzfz 


-290 
- 150 x 100 


-290 


= - 51.7 cm 


fj, - 100 x (-150) 
f= ~ -=290-= - 51.7 cm 

f,A 150 x 100 

f -f--^95- 51 ' 7 “ 

En la figura han quedado localizados los focos y los pianos principals del sistema. 


2 ) 

- — + _2_ = _L =,-!— + —= —L_ 

a a' f -103.4 a' 51.7 

La imagen se forma a 103,4 cm de H\ es decir. a 100 cm del polo del segundo dioptrio. (Como 
el objeto esta situado en el foco objeto del primer dioptrio, los rayos procedentes de el se 
propagan paralelos al eje en el interior de la lente y concurren en el foco imagen del segundo 
dioptrio.) 

3) 

q _ y' _ ^ y' 103,4 

y a 1 -103,4 

La imagen es real, invertida y del mismo tamano que el objeto. 


y' = — 1 mm 


a' - 103,4 cm 


Problema 44. Determinar los puntos cardinales de una lente plano-convexa de 
3,2 cm de radio, 3,2 cm de espesor e mdice de refraccion 1,5. 


Solucion 
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Supuesto el dioptrio esferico como cara de entrada de la luz, sus distancias focales son: 


/i -r, 


ri 1,5 , 

—-= '’I — 7 - = 3r, 

n — n 0,5 


f\ * - n 


1 


0,5 


= -2 r, 


quedando asf localizados F, y F\ a partir de //,. 

Los rayos que parten de F, se propagan paralelamente al eje en el interior del vidrio, llegando 
normales a la cara plana y emergiendo paralelos al eje. F, es, por tanto, el foco objeto del 
sistema (F); es, asimismo, el piano principal objeto, ya que la prolongaci 6 n de los rayos 
paralelos al eje que emergen del sistema cortan a los incidentes correspondientes en el piano 
normal al eje que pasa por H y . Por tanto: 

/= - 2 r, 



Para hallar F habremos de encontrar el punto donde los rayos paralelos al eje en el espacio 
objeto se reunen despues de atravesar el sistema; tal punto es la imagen de F', en el dioptrio 
piano. 

n _ n' 1,5 _ 1 2r, _ 4 

s s' 2 r, s' 1,5 3 

Asi queda localizado F. La distancia focal imagen es: 

/■ = —/= 2 ~ 

A partir de F tomamos una distancia igual a —2r,, y quedara determinado H'. 


Problema 45. La lente del problems anterior tiene una de sus caras plateada. 
Determinar su convergencia o potencia: 

1. En el caso de estar plateada la cara plana. 

2. En el caso de estar plateada la cara esferica. 

Solution 


1 ) Resolvamos el problema duplicando el espesor de la lente y doblando despues la figura 
por la perpendicular al eje del sistema que coincide con el espejo piano. 
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I £ 



De esta manera se localizan los focos y puntos principals de la esfera; estos ultimos coinciden 
entre si y con el centro de la esfera. Doblando la figura por el eje obtenemos los puntos 
cardinales del sistema en estudio (coinciden H y H'\ tambi^n F y F). La focal es, como se 
desprende de la figura y del estudio anterior: 


'-~r' 


y la convergencia: 


1 

r 


2 

3 r 


3 x 0,032 


= - 20,8 dp 
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2) Un rayo paralelo al eje atraviesa sin desviaci6n al dioptrio piano y se refleja pasando por 
el foco F 2 del espejo esferico. (Tener en cuenta en la figura que se trata de rayos paraxiales, 
aunque para la claridad del esquema se hayan dibujado bastante separados del eje.) La imagen 
de F 2 en el dioptrio piano nos determinara el foco imagen del sistema (F): 


2 x 1,5 3 

Al ser AB = r el doble de H ] F 2 = r/2 se verifica que: 

AC = 2 H,C 

Considerando los triangulos ADC y H } F'C, al ser AC = 2//,C: 

AD = 2H t F = -y- 

pero: 

AD = AE+ ED => -y- = y- + ED => ED = -y- 


n = 1,5 




Problema XXXV-45-2.” 


quedando, asi, localizado el punto H' (coincidente con H). 


La focal (objeto e imagen) es: 


f = H-F — r Y 


La potencia del sistema es: 



—£-= - 94 dp 

-0,032 


Problema 46. Dos lentes delgadas de 4 y 5 dp con el eje comun estan a distancia 
de 50 cm. Determinar los puntos cardinales del sistema compuesto y la posicion y 
tamano de la imagen formada por un objeto situado 20 cm delante de la primera 
lente, normalmente al eje y de 2 cm de altura. Calcular la convergencia del sis¬ 
tema. 

Solucion 


m = 25 cm /, = - 25 cm 
f 2 = m = 20 cm f 2 = — 20 cm 



Problema XXXV-46-l. J 
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fj, - 20 x 20 _ 

z' = F*F = - - --^-= 80 cm 


z = F,F = 


J 5 

//, - 25 x 25 


= - 125 cm 


//-> 25 x 20 

f = - ----= - 100 cm 

, /1/2 (-25) (-20) _ 

/ = —-— =---= 100 cm 


Los pianos principales se determinan como en el problema anterior. 
La convergencia del sistema es: 


h*- 

! /= 1 m 

-2,50m- ► 

z — — 1,25 m 

0,5 m 

z' — 0,8 m /' = — 

-- +A 
lm ] 

H 



T p / 

\Fi F 

H r 


/, = - 0,25 m 


—-M 

fi = 0,2 m 



Problema XXXV-46-2. J 


Si el objeto esta a 20 cm ante la primera lente, se encuentran a 230 cm de H (a = 2,3 m). 



a a ' 


2,3 


a?' + 1 


-2,3+1 


= - 1,77 m 


al ser: 

r= -r =* — — + —7- = -7- = ?' => 
a a' f 

La imagen se encuentra a -1,77 m de H' y, por tanto, a 23 cm tras la segunda lente (ya que la 
distancia H 2 H' son 2 m). 




a 

a 


puesto que: 


_ „ y' -1,77 

f=-r => 4 - = - t 3 “ 


• 3 - 54 1 < 

> —o" = _u cm 


Problema 47. Determinar la posicion de los puntos cardinales y la potencia del 
sistema constituido por tres lentes delgadas de focales 10 cm separadas una de 
otra 5 cm y cuyo eje es comun. 


Solution 
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Hallemos los puntos cardinales del sistema formado por la primera y segunda lente (ver fi- 
gura): 























—• -5 cm— 


1 

1 

• if 

A=-15cm j 

; f 

U— 

20 1 

4rcm-n i 

3 » 1 

;f, f 2 %h, 

Hn 

H2 Fi\ F' Fj'i 

i i 

| 

- 

! ! 1 

! ' 

z' = -fcm 


"7=f cm^ /n = f ^ 

Problema XXXV-47-1.' 


J = F\F 2 = - 15 cm 


z = F,F,, = 


z' = F'-.F',, = - 


/(f, - 10 x 10 20 


Aft 


-15 3 

- 10 x 10 


20 


fl2 ~ 


Mi -io(-io) 




-15 

10 x 10 


-15 

20 

~T~ 

20 


cm 


-15 3 

Compongamos el resultado con la tercera lente: 

z = i^cm ( -o rrn 


- cm 



1 

f -Y- -~ 


. r ~ H ~ 

p.-f^8cm --if, 


F 2 F n 

Fi F I F '\ 


-z' = —12cm- 
H 


F/ 


Ft' 


—fc- 

F% 


A=^cm 


Problema XXXV-47-2. 1 


A = F 12 F 3 = 


25 


2 = F P F = 


/./. 2 


2 ' = f; 3 f' = - 


//3 


20 20 
3 3 

25 
3 

- 10 x 10 


16 


/ = 


fxzh 


20 


(- 10 ) 


25 

3 

20 


r = - 




10 


-25 


25 
3 

= - 8 cm 


■ = 8 cm 


- cm 


= - 12 cm 


f 0,08 


= 12,5 dp 
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Capitulo XXXVI 


EL OJO HUMANO. INSTRUMENTOS OPTICOS 


AUMENTO VISUAL: 


FORMULARIO - 


A=-^ L 
tag a' 


AUMENTO DE UN PROYECTOR: 

e - JL _ sL 

* > r 

AUMENTO VISUAL DE UNA LUPA: 


— “ a ? 


A - — = — + — 

\ r ) d r d 


AUMENTO VISUAL DEL MICROSCOPIO: 

a —_ y i — Ai- f -• 

A - --- 

y fi 

AUMENTO VISUAL DEL ANTEOJO ASTRON 6 MICO: 

A 92 


A = — 


ft 


? 1 


Problema 1. Listing identifica el ojo humano con un dioptrio esferico de 5 mm 
de radio que separa dos medios de indices de refraccion 1 y 4/3. Calcular las 
distancias focales, objeto e imagen. ^A que distancia del polo del dioptrio debe 
estar la retina? 


Solucion 


Aplicando las formulas del dioptrio esferico, la distancia del foco imagen sera: 


r = 


nr 

n - 1 


4/3 x 0,5 
4/3 - 1 


2 cm 


















La retina del ojo normal debe estar a 2 cm del polo del dioptrio, pues a esta distancia est£ el 
piano focal imagen, lugar de reunidn de los rayos procedentes de un punto en el infinito. 
La distancia del foco objeto al polo del dioptrio sera: 



0,5 

4/3 - 1 


1,5 cm 


Problema 2. Un ojo normal puede acomodar desde el infinito hasta 25 cm de el. 
Calcular el poder de acomodacion, es decir, la convergence de una lente que, 
colocada ante el ojo, permitiera ver el punto proximo sin necesidad de acomoda¬ 
cion. 


Solucion 


La lente colocada ante el ojo deber£ formar la imagen del punto prdximo en el infinito. El 
punto pr6ximo ha de ser, por tanto, el foco objeto de tal lente y su convergencia: 



-= 4 dp 

0,25 


Problema 3. <,Que gafas deben prescribirse para un ojo miope cuyo punto prdxi- 
mo esta a 10 cm del ojo? 


Solucion 

La imagen de un objeto a 25 cm del ojo (distancia minima de la visidn de un ojo normal) debe 
formarse, a traves de la lente, a 10 cm del ojo. 


a a' 


? = ~ ■ 


1 


1 


-0,25 


- 0,10 


= - 6 dp 


Problema 4. ^Que gafas deben prescribirse para am ojo miope que no puede 
distinguir objetos mas alia de 75 cm? 


Solucion 


La imagen que nos de la lente de las gafas de un objeto lejano tendrS que estar delante de esta 
y a 80 cm (punto remoto), y, por tanto, sera virtual: a' = - 75 cm. Como el objeto esta a gran 
distancia, a es muy grande y \/a es despreciable; por tanto: 



=> 



—— = - 1,3 dp 
0,75 


Problema 5. 1 . Calcular el poder de acomodacion de un ojo miope cuyo punto 

remoto esta a 1/2 m y el proximo a 15 cm del centro optico. 

2. Calcular las dioptrfas de una lente divergente que se debe colocar ante este ojo 
para corregir su miopia, es decir, para que vea los objetos situados en el infinito 
sin necesidad de acomodacion. 












Solution 


1) La lente colocada ante el ojo debera formar la imagen del punto pr 6 ximo en el remoto. 
Como ambos est&n situados al mismo lado del cristalino, la imagen del punto pr 6 ximo ser 2 
virtual. En la f 6 rmula de los focos conjugados: 


f 


a = - 0,15 m 


a' = - 0,5 m 


1 


1 


-0,15 -0,5 


= 4,67 dp 


2 ) 



Problems 6. Calcular la convergencia de una lente que se comportase como el 
cristalino de un ojo miope cuyo punto remoto esta a 1 m del centro optico del ojo 
y la distancia de este a la retina es 22 mm (se supone la lente en el aire). 

Solution 

Los objetos situados a 1 m del centro deben formar una imagen a 22 mm de el (en la retina). 

-— + —= 9 ' => 9 ' = — —-- 1 - - -= 46,4 dp 

a a' -1 0,022 


Problems 7. Calcular la distancia entre la retina y el polo del dioptrio esferico 
en un «ojo reducido de Listing» con miopia y que necesitase para su correction 
una lente divergente de 4 dp. El radio del dioptrio es 4 mm. 


Solution 


El punto remoto del ojo a que se refiere el problema coincide con el foco imagen de la lente 
divergente que corrige el defecto; esta, por tanto, a una distancia del polo del dioptrio igual a 
1/4 de m, es decir, 25 cm. 

La imagen del punto remoto debe formarse (sin acomodacidn del ojo) en la retina. La aplica- 
cion de la formula del invariante de Abbe da: 




v = - 25 cm 
r = 0,4 cm 
n' = 4/3 


J_ 1 = _4/3 

0,4 -25 0,4 


4/3 

s' 


=j> 


s' = 1,7 cm 


Problems 8. 1. Un ojo hipermetrope tiene su punto remoto a 25 cm de su cen¬ 

tro optico y detras de la retina. Calcular la potencia de la lente convergente que 
se debe colocar ante el para corregir su defecto. 

2. 4 ,Que gafas necesita un hipermetrope cuyo punto proximo esta situado aim 
de su ojo? 

















Solution 


1) 


?' = 


1 

0,25 


= 4 dp 


2 ) 


La imagen de un objeto a 25 cm del ojo debe formarse a 1 m de 61. 


?' 



1 

-0,25 


+ 



= 3 dp 


Problema 9. El ojo humano como instrumento optico se puede considerar sim- 
plificadamente como un dioptrio esferico convexo de 5,55 mm de radio e mdice 
de refraction 4/3. Calculese: 

1. Las distancias focales, objeto e imagen, de dicho dioptrio. 

2. La separation con que se formaran en la retina las imagenes de dos estrellas 
que subtienden un angulo de 1° en el campo visual, estando el ojo enfocado al 
infinito y en la direction de dichas estrellas. 

Solution 



Problema 10. Un ojo miope cuyo punto remoto esta a 1,10 m mira a traves de 
una lupa de 10 dp. que distancia de la lupa debe colocarse el objeto para ver 
la imagen sin acomodacion? 

Solution 



a a' 


a' = - 1,10 m 
?' = 10 dp 


1 


- 1,10 


= 10 


a = - 9 cm 


Problema 11. Una lente plano-convexa cuya convergencia es 50 dp constituye 
una lupa. 

1. Sabiendo que el indice de refraction del vidrio es 3/2, calcular el radio de 
curvatura de la cara convexa. 
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K>|Cv. 





























2. Calcular su aumento. 

3. Un ojo miope no ve nada mas que en el caso de que los objetos esten situados 
entre 100 cm y 10 cm de distancia de el. Sabiendo que el observador coloca el ojo 
en el foco imagen, ^cual sera la amplitud de la zona en que habra de colocar el 
objeto el miope para ver perfectamente? 

Solucion 


1 ) 




/, = ^0 _m = 2cm 


+-[*"][+"!■] 


r = - 1 cm 


r, = oo 

n = 3/2 

2) El aumento visual, para un ojo normal (/ = - 0,25 m), acomodado al infinito, sera: 


A = - l?' = 0,25 9 ' = 


50 


= 12,5 


(imagen derecha) 


3) 


1 

f 


-L + _L 


a' - - 100 cm (punto remoto) 

=> a = — 1,96 cm 


-L + —!— 

a -100 


a a' = - 10 cm (punto proximo) 

=> a — - 1,67 cm 


-L + —!— 

a -10 


La amplitud de la zona en que habra que colocar el objeto es entre -1,67 y —1,96 cm. 


Problema 12. Con una camara fotografica cuyo objetivo tiene 10 dp se retrata a 
una persona situada a 2,10 m de distancia. <A que distancia del centro optico del 
objetivo debe colocarse la placa? Si la persona tiene 1,70 m de estatura, ^que 
altura minima debe tener la placa para formar una imagen de cuerpo entero? 

Solucion 



- 2,10 


9 *a + 1 


10 (— 2 , 10 ) + 1 


a' = 0,105 m = 10,5 cm 


170 


10,5 

-210 


y' = — 8,5 cm 


Problema 13. Tenemos una lente biconvexa tal que colocando un objeto lumi- 
noso a 25 cm de distancia nos da una imagen real y cuatro veces mayor que el 
objeto. 

1. Calcular la convergencia de esa lente. 
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2. Calcular el radio de curvatura de su segunda cara, sabiendo que el de la pri- 
mera es 30 cm y que el indice de refraccion del vidrio es 3/2. 

3. Esta lente se utiliza como objetivo de una camara fotografica y se fotografia a 
un automovil que pasa, perpendicularmente al eje optico de la lente, a 1 000 m 
del objetivo y con una velocidad de 75 km/h. Calcular cual debe ser el tiempo 
maximo durante el que esta abierto el obturador para que la imagen de un punto 
del automovil no barra sobre la placa mas de 0,1 mm. 

Solucion 


1 ) 


F = 


- —+— 
a a' 

/ a' 


= — 4 => a' = - 4(-0,25) = 1 m 




2 ) 


yr~k-\ 


r 2 = — 15 cm 


3) El automovil A se encuentra practicamente en el infinito (camara enfocada al infinito); la 
distancia de la lente a la placa fotografica es, pues, la distancia focal: 



= 0,01 ^ 5 = 50 cm = 0,5 m =*> 

10 5 20 


, = A = 

0,5 x 3 600 _ Q 024 $ 

V 

75 000 • 


Problema XXXVI-13 


Problema 14. Con una camara fotografica cuyo objetivo tiene una distancia fo¬ 
cal de 20 cm sacamos una foto de un coche que corre a la velocidad de 60 km/h, a 
100 m, por delante de nosotros y en direction perpendicular al eje del objetivo. 

1. Calcular el tiempo maximo de exposicion, sabiendo que la foto es nitida, si 
durante la exposicion un punto imagen no se desplaza mas de 0,1 mm. 

2. Si la distancia maxima entre el objetivo y la placa es de 21 cm, <-,cual sera la 
minima distancia a la que podemos sacar una foto correcta? 

3. Si quisieramos con esa camara retratar un objeto situado a 40 cm del objetivo, 
^que lente hemos de colocar yuxtapuesta al objetivo? 


Solucion 


1 ) 


— + — 


=> - ■ 




1 


r — y - a 

,J v a 


r -100 a' 

- 0,1 mm = - 10“ 4 m 


60 000 50 

^ = v/ = -T60T r = — 1 


0,2 

- 10' 4 


a' = 0.2 m 

0,2 


50 


t 


-100 


/ = 3 x 10‘ 3 s 


2 ) 


— + — 


i 

r 


=> - -L + —L 

a 21 


1 

20 


420 cm = - 4,2 m 
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0,01 cm 


























3) 


a = — 40 cm 



a' = 21 cm 


? ‘ 2 = 2,26 dp 



Problema 15. El teleobjetivo de una camara fotografica esta formado por una 
lente convergente de 6 cm de distancia focal y otra divergente, separada de la 
anterior 4 cm, de distancia focal -2,5 cm. (La lente convergente es la mas proxi- 
ma al objeto.) 

1. Dibujar la imagen de un objeto muy lejano. 

2. Calcular la distancia de esta imagen a la lente convergente. 

3. Comparar el tamano de la imagen formada por esta combination de lentes con 
el de la imagen que se hubiese obtenido de no existir la lente divergente. 


Solution 



A 

Problema XXXVI-15 


1) La imagen final tiene que ser real para que sea posible su fotografia. 

La imagen que da la primera lente se encuentra practicamente en su foco imagen F \, as! esta 
har3 de objeto virtual para la lente divergente, unico caso en que estas lentes dan imagenes 
reales. 


2 ) 


---+- => a\ = 10 cm 

-2,5 2 a' 2 


Luego la distancia a la primera lente sera 14 cm. 


3) 
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al ser a x ^ a\ => es muy pequeno; luego y\ ^ y y : 


A- 


yi 
y i 


fl 2 


10 

2 


= 5 


Lo que nos dice que la lente divergente nos multiplica por cinco el tamano que nos daba la lente 
convergente. 


Problema 16. Se desea proyectar una fotografia en un salon de longitud 10 m. 
El dispositivo que para enfocar lleva el proyector permite acercar o alejar la 
fotografia al objetivo entre los limites 25 y 30 cm. Calcular la potencia maxima y 
minima del objetivo y el aumento en cada caso. 


Solution 



1) Potencia maxima: 

a - — 0,25 m 

a' = 10 m 




? 


1 

-0,25 


+ 


10 


= 4,1 dp 




2) Potencia minima: 

a = — 0,3 m 

a' = 10 m 


»•-- ^5T + -nr- 3 - ,3< ”' 


0 = 


a 

a 


10 


-0,30 


= - 33,33 


Problema 17. Se trata de instalar el cine en un salon de actos. La pantalla ha de 
tener 5,5 m de anchura y la distancia desde la cabina del aparato proyector hasta 
la pantalla es de 25 m. Sabemos tambien que cada una de las fotografias de la 
cinta cinematogragica mide 22 mm de anchura y 16 de altura. Se pide: 

1. ^Que altura debera tener la pantalla para que toda quede exactamente cubier- 
ta por la imagen? ^Cuanto valdra el aumento lateral? 

2. ^Cual debe ser la distancia entre la pelicula y el objetivo para que la imagen 
quede perfectamente enfocada, y cual ha de ser la distancia focal del objetivo, 
considerandolo como una simple lente delgada? (Debes dar el valor de la distan¬ 
cia focal aproximado; un error de 1/2 mm en mas o menos no tiene importancia.) 

3. Si este objetivo fuese una lente plano-convexa delgada, ^cuanto valdria el ra¬ 
dio de curvatura de la cara esferica? (Indice de refraccion del vidrio: 1,5.) 

4. Si colocamos un carton junto al objetivo, tapando la mitad inferior del haz de 
rayos, ^que veremos en la pantalla: la mitad superior de la imagen, o bien la 
mitad inferior, o bien toda la imagen, aunque desigualmente iluminada? Razona 
la respuesta. 
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5. Si el objetivo no constase de una sola lente, como habiamos supuesto, sino de 
dos lentes delgadas iguales y yuxtapuestas, ^de cuantas dioptrfas tendria que ser 
cada una? 


Solucion 



l) 


5,5 

h 


22 

16 


/i = 4m 




-4 


0,016 


= - 250 


2 ) 


9 = 


a 

a 


250 = 


25 

a 


a = - 0,1 m 


1 

1 | 1 


1 

1 


— = 10 dp 
25 


/ = 0,1 m 


r 

3) 

a a ' 

^ 9 

" f 

-0,1 

r 




r 






?' = (« 

-»h- 

Sr\ 

=9 

10 = 0,5 

1 

r 

- 4 -] => 

r = 

= 0,05 m = 5 cm 


4) 


Rayos procedentes de los extremos del objeto, A y B, llegan al piano imagen (A'B'), por 
lo que se ve la imagen completa. El flujo que capta la semilente, procedente de A, es 
mayor que el de B , ya que el angulo solido co es mayor que el a/ y la inclination de los 
rayos que llegan a un punto de la lente procedentes de A es menor que la correspondiente 
a B. Por ello la imagen se vera desigualmente iluminada (mayor iluminacidn en A' que en 
B') (ver Fotometria). 


5) 


9 — 9i 92 — 2 y ] — 10 


?i = 5 dp 


Problema 18. Una gota de rock), de forma esferica y centro O, apoya en un 
punto A sobre un piano horizontal. Se la observa con un microscopio cuyo eje 
dptico coincide con la direccion AO, enfocado en A a traves de la gota. Se retira 
esta y se enfoca ahora el microscopio sobre A. Deducir el radio de la gota. Da- 
TOS: Indice de refraccion del agua: n = 1,334. Desplazamiento del microscopio 
necesario para el segundo enfoque: h = 1,5 mm. 



Solucion 


Primeramente el microscopio esta enfocado a A', imagen de A a traves de la gota. 

4 




n' = 1 
5 = — 2 r 
s' — - ( 2 r + h) 


1 


4/3 4/3 _ 1 

r -2r r - (2r + h) 


r — — /? = -!, 5 mm % 
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Problema 19. Con dos lentes (50 y 20 dp) se construye un microscopio, montan- 
dolas en los extremos de un tubo de 15 cm de longitud. que distancia de la 
primera lente debe colocarse el objeto cuando mira por el microscopio un ojo 
normal, sin acomodacion? 

Solucion 


El ocular tiene por distancia focal: 

f = -L- = 0,05 m = 5 cm 

El centro dptico del objetivo dista del foco del ocular: 

a' = 15 - 5 = 10 cm 

En tal punto se debe formar la imagen dada por el objetivo. 
a a' 


0,10 


1 - 9 V 


1 - 50 x 0,10 


= - 0,025 m = - 2,5 cm 


Problema 20. El ocular y el objetivo de un microscopio estan separados 22,6 cm 
y tienen focales de 2 cm y 6 mm, respectivamente. Considerando las lentes como 
delgadas, determinar la potencia del sistema compuesto y la posicion de sus pun- 
tos cardinales. ^Cual es el aumento visual del microscopio? 

Solucion 

J = F\F 2 = 22,6 - (2 + 0,6) = 20 cm 

/■ = -" 

J 

La posicion de los puntos cardinales se determina como en los problemas del capitulo anterior. 

■ *»'>» - w THoT °' 2 x <-°' 2! » - - 116 ' 7 


0,2 




0,02 x 0,006 


= - 1 667 dp 


Problema 21. Un microscopio se compone de un objetivo O x de convergencia 
9 i = + 100 dp y de un ocular 0 2 de convergencia 92 = + 50 dp. Estos dos siste- 
mas los consideramos como lentes delgadas centradas sobre el mismo eje y cuyos 
centros opticos estan separados por una distancia de 28 cm. 

1. ^cuales son las distancias focales del objetivo y del ocular? 

2. que distancia del objetivo debemos colocar un objeto piano perpendicular 
al eje optico para que la imagen de este objeto, dada por el microscopio, se 
forme en el infinito? 

3. ^Cual es el aumento de este microscopio? 

Solucion 


1 


f, =-m = 1 cm 

100 


A = —— m = 2 cm 
50 


1 ) 
















A — J/p'|?2 


2) 



a 1 = 28 - 2 = 26 cm 1 * 

3) El aumento visual para un ojo normal sera: 

A = Al 9 \ 9 ' 2 = 0,25(-0,25) x 100 x 50 = - 312,5 



Problema 22. Dos lentes, una de 3 mm de distancia focal y otra de una conver¬ 
gence de 25 dp, estan montadas formando un microscopio: 

1. £Cu£ 1 de esas dos lentes sera el ocular? 

2. Este microscopio lo utiliza una persona cuyo punto proximo esta a 13 cm colo- 
cando el ojo en el foco del ocular y acomodando al maximo. En estas condiciones 
la longitud del aparato es 20 cm. a) Calcular a que distancia del ocular se formara 
la imagen que da el objetivo. b) Calcular la distancia que separara del objetivo al 
objeto en observacion. 

3. Calcular el aumento del aparato en las anteriores condiciones de observacion. 


Solucion 

1) El ocular es el de menor convergencia, es decir, el de mayor distancia focal. Luego en este 
caso el ocular es la lente de 25 dp, que tiene: 

foe = m = 4 cm 


2 ) 

a) 


1 

r 


— + — 


a' = - 13 cm 


1.1 _ 52 

— +- => a - -cm = - 3 cm 

a -13 17 


d = 20 - -j|- = 17 cm 


b) 


a' = 17 cm => 


0,3 


-L + -L- 

fl 17 


51 

167 


— 0,305 cm 


3) El aumento visual para este ojo miope sera: 

J = 20 - f oh + / oc = 20 - f oh - f oc = 15,7 cm = 0,157 m 
/ = - 13 cm = - 0,13 m 

?', = — =-!— = 333,33 dp 

f 0.003 

= 25 dp 


A = - 170 


(imagen invertida) 
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Problema 23. Con dos lentes (10 y 1 dp) se desea construir un anteojo astrono- 
mico por el que mire un ojo normal sin acomodacion. ^Cual debe ser la longitud 
del anteojo? 


Solucion 


Las distancias focales de las lentes son: 


f] = j- = 0,10 m = 10 cm 
f 2 = —j— = 1 m = 100 cm 


=> i = +f 2 = 10 + 100 = 110 cm 


Problems 24. Dos lentes delgadas convergentes de +2 y +4 dp tienen el eje 
comun y la distancia entre ellas es 75 cm. Calcular: 

1. La potencia o convergencia del sistema. 

2. La posicion de la imagen de la Luna observada a traves del sistema y el au- 
mento visual. 

3. Posicion de la imagen de un objeto situado 50 cm ante la lente de 2 dp. 

4. Posicion de la imagen de un objeto situado aim ante la lente de 2 dp y el 
aumento transversal. ^Es la imagen real o virtual? ^Derecha o invertida con res- 
pecto al objeto? 


Solucion 



d = 75 cm = + f 2 (el sistema es telescdpico) 


92 = — =*» = — m = 25 cm 

fi ‘ 4 


1) Su convergencia sera nula; en efecto: 


?' — y\ + ?2 4fi92 — 2 + 4 0,75 x 2 x 4 0 


2) La imagen se encontrara en el infinito y el aumento visual es: 


A - -— = - 2 (invertida) 


4) 


3) La imagen estara situada en el foco de la segunda latente (ver figura). 



-+- 

-100 a' 


=p a' = 100 cm 


f a a' 50 


--— + —— => a" = 12,5 cm (imagen real) 


Problema XXXVI-24 


25 25 a' 


? = A = " 1 


=> ^ =-— (imagen invertida) 
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Problema 25. Un objetivo de 5 dp se asocia con un ocular de -120 dp para 
constituir un anteojo de Galileo. Un ojo normal, enfocado al infinito, observa a 
traves de este anteojo un objeto situado a 1 500 m de distancia y que tiene 30 m 
de alto. Se pide: 

1. Hallar la distancia entre las dos lentes. 

2. Calcular el angulo, expresado en radianes, bajo el cual vera el observador al 
objeto. 

3. Calcular cual sera la distancia entre las dos lentes si colocando detras del an¬ 
teojo y perpendicularmente a su eje, a una distancia de 1 m, una pantalla, se 
recoge sobre ella una imagen nftida y real del objeto. 


Solution 



A = 


taga 
tag a' 


taga = 


- 30 


h 

1 

50 


taga 


h t 

= - taga = - 
71 


5 

6 


20 


1 

50 


1 200 


1 200 


- rad 


1 500 

3) Para que esto pueda suceder el sistema deja de ser telescopico (no es anteojo). La imagen 
a traves del objetivo se encuentra a 20 cm a su derecha (objeto practicamente en el infini¬ 
to, imagen en el foco imagen) y hace de objeto virtual para el ocular, con el fin de que la 
imagen final sea real y, por tanto, proyectable. 


r 


1 

a' 


-5/6 


100 


100 


cm 


Luego la distancia entre las dos lentes sera: 


d = 20 - 


100 

121 


= 19,2 cm 


121 

























Capitulo xxxvn 


OPTICA FISICA. LA LUZ COMO MOVIMIENTO 

ONDULATORIO 


A) LA LUZ COMO MOVIMIENTO ONDULATORIO 

-FORMULACION- 

LONGITUD DE ONDA: 

A = cT = — 

V 

INDICE DE REFRACCI 6 N: 

Co ^0 


Velocidad de propagaciOn: 



Problema 1. Las longitudes de onda de las luces «visibles» estan comprendidas 
entre 7 800 A (rojo) y 3 800 A (violeta). Calcular, en Hz, las frecuencias de estas 
radiaciones extremas. 


Solution 


De la formula: 



V 


C 



(c = 3 X 10'° city's) 


Reduciendo todo a cm y sustituyendo: 

= — 3 x IP 10 — = 3 g5 x 10 ,4 Hz 
7 800 x 10 -8 


3 x 101 " — = 7.89 x 10 14 Hz 
3 800 xlO -8 
















Problems 2. Determinar la longitud de onda y la velocidad de propagation de la 
luz amarillo-verdosa de frecuencia 5,4 x 10 14 Hz cuando se propaga en un vidrio 
de indice de refraction 1,5. 


Solution 



para el vacio seria: 


Aq — CqT — 


Co 


3 x 10 8 
5,4 x 10 14 


= 555 x 10" 9 m = 555 mu 


Problems 3. El espectro visible de las luces en el aire esta comprendido entre 
las longitudes de onda de la luz violeta, de 380 mix, y la luz roja, de 780 mp. 
Calcular entre que longitudes de onda esta comprendido el espectro visible en el 
agua, cuyo indice de refraction es 4/3. 


Solution 


£o 

c 


A 0 T 
A T 


-*0 

"T" 


=> A = 


n 


A 0 : longitud de onda en el aire; A: longitud de onda en el agua. Luego: 


Ai — 


380 x 3 


= 285 mu 


A i — 


780 x 3 


= 585 mu 


Problems 4. Demostrar la homogeneidad de la formula: c = l/Vcjtl, que nos da 
la velocidad de propagation de la luz en un medio. 

Solution 


[c] 

= LT' 




. \Q\m 

. i/pw* 

a 2 t 2 


m [r] 2 

[F] (^] 2 

mlt~ 2 l 2 

M 

. [S][r] 

in w 

mlt~ 2 l 

m 

[ Q 1 M [/] 

ATLT'A 

r 

_i I _ 


= M' n L 3n T 2 A 

L 

v^: J 


= M-'L-'T'A 2 


= mlt~ 2 a- 


Problema 5. La constante de la ley de Coulomb para el vacio vale: 
K 0 = 9 x 10 9 N • m/C 2 y la permeabilidad del vacio es: a 0 = 4 tt/ 10 7 N/A 2 ; de- 
terminese con estos datos la velocidad de la luz en el vacio. 


828 

























1 

4*C 0 


Soluci6n 


*0 = 


=» Co — ■ 


1 


4*9 x 10 9 N • m 2 


c o — 


'Wo 


V- 


= V9 x 10 16 = 3 x 10 8 nVs = 300 000 km/s 


4* 


4*9 x 10 9 x 10 7 


Problema 6. Calcular el indice de refraction de un medio por el que se propaga 
un tren de ondas luminosas, sabiendo que para ese medio e' = 4/3 y ^ = 6/5. 


Soluci6n 

La velocidad de propagaci6n ser£ 

1 

c =- 

v^r 

luego: 




B) FOTOMETRIA 

-FORMULARIO- 

FLUJO DE ENERGIA O FLUJO RADIANTE DE UN FOCO PUNTUAL (# e >.) CEN¬ 
TRO DE UN ANGULO s6lido DETERMINADO: «Es la energia que*se propaga 
en la unidad de tiempo dentro de aquel angulo solido. Se mide en vatios.» 

Factor de eficiencia para una radiaci6n (V,) o luminosidad rela- 
TIVA: «Es el cociente de los flujos energeticos de la luz de 555 mp. por el de 
la radiation, para que produzca en el ojo humano la misma sensation de 
luminosidad.» 

FLUJO LUMINOSO DE UN FOCO PUNTUAL DENTRO DE UN ANGULO S6LIDO 
DETERMINADO: «Es su flujo energetico referido a su capacidad de produc¬ 
tion de luminosidad»: 

* = <Pc-,V y 

La unidad de flujo luminoso es el LUMEN (lm): se ha convenido que 1 W de 
flujo de energia de la luz de 555 mp. corresponda a 685 lm. Es decir: 
1/685 W de radiation de 555 ma corresponden a 1 lm de flujo luminoso. 




















Rendimiento LUMINOSO DE UNA FUENTE: «Es el cociente entre el flujo 
luminoso y el flujo radiante»; o lo que es lo mismo: «A1 cociente de los 
lumenes que produce la fuente a los que deberfa producir si toda la energia 
radiante fuese de luz de factor de eficiencia 1 » (que corresponde a la luz 
amarillo-verdosa de 555 mp. de longitud de onda): 

0 

(555 mu) 

INTENSIDAD LUMINOSA DE UN FOCO PUNTUAL: «Es el flujo luminoso CO- 
rrespondiente a un angulo solido de 1 sr»: 

, _ d<P 
doj 

Su unidad es la candela (1 cd = 1 lm/sr). 

IluminaciOn DE UNA SUPERFICIE: «Es el flujo luminoso que recibe en ca- 
da unidad de area»: 



Su unidad es el LUX (1 lx = 1 lm/m 2 ). 

Iluminaci6n PRODUCIDA POR UN FOCO PUNTUAL: «Es directamente pro- 
porcional a la intensidad del foco y al coseno del angulo formado por los 
rayos incidentes y la normal a la superficie que los recibe, e inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia al foco emisor»: 

£ _ /cos 9 


Problema 7. ^Cuantos lm le cbrresponden a 1 W de flujo radiante de una luz de 
factor de eficiencia 0 , 2 ? 


Solucion 


<P = <P 2 V = 685 x 0,2 = 137 lm 


Problema 8. Teniendo en cuenta la definicion de lumen, calcular el numero de 
W de flujo radiante necesarios para que el flujo luminoso de la luz de 600 mu, 
cuyo factor de eficiencia es 0,6, sea 1 lm. ^Cual es el flujo luminoso producido 
por 1 W de flujo radiante de esta luz? 


Solucion 

Sabemos que «1 W de flujo radiante de la luz de 555 ma. cuyo factor de eficiencia es 1, corres- 








ponde a 685 lm». Luego para esta luz obtenemos un flujo luminoso de 1 lm con un flujo 
radiante de: 


4> e >. = -ggg- = - 1,46 x 10~ 3 W 

Para 1 W de flujo radiante de longitud de onda de 600 mu necesitaremos un flujo luminoso: 

0 = 0,6 x 685 = 411 lm 

luego para producir 1 lm de flujo luminoso necesitaremos: 

(P e) . = —fp = 2,433 x 10 -3 W 


de flujo radiante. 


Problema 9. Calcular el factor de eficiencia de una luz de una determinada lon¬ 
gitud de onda, sabiendo que 7 W de flujo radiante producen 1 918 lm. 


Solucion 


Si 7 W de flujo radiante producen 1 918 lm 

1 W » » » <P 


1 918 


= 274 lm 


luego, como «1 W de flujo radiante de la luz de factor de eficiencia 1 (A = 555 mu) producen 
685 lm», tendremos: 


-°- 4 


Podremos resolverlo de la siguiente forma: 

<P = 1 918 lm 


0 = <P e V 


V = 


0 


t> c = 7 x 685 lm 


=J> V = 


1 918 
7 x 685 


= 0,4 


Problema 10. Una fuente luminosa proporciona un flujo radiante compuesto 
por 0 C] = 30 W de luz monocromatica de factor de eficiencia = 0,6, 
<p e2 = 50 W de luz de V 2 = 0,8 y tf> c3 = 10 W de luz de K 3 = 0,3. Calcular: 

1. Flujo luminoso de la fuente. 

2. Rendimiento fotometrico de la fuente. 

Solucion 


1 ) 


0 = Z<P ci V t 


0, = 0,6 x 30 x 685 = 12 330 lm 

0 2 = 0,8 x 50 x 685 = 27 400 lm 

0 3 = 0,3 x 10 x 685 = 2 055 lm 


=> 


0 = 41 785 lm 


2) 


41 785 


30 x 685 + 50 x 685 + 10 x 685 


= 0,68 


68 % 
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Problema 11. Una fuente luminosa puntual de 40 W proporciona una intensidad 
media esferica (intensidad media en todas las direcciones) de 250 cd. Calcular: 

1. El flujo luminoso total radiado por la fuente. 

2. La eficiencia de la fuente. 


Solucion 


1 ) 


I = 


<p 
4 ;: 


<P = 4tzI = 4r250 = 1 000- lm 


2 ) 


<p = <p e y 



1 000 - 
40 x 685 


0,11 


Problema 12. Una superficie circular de 10 cm de radio recibe un flujo luminoso 
de 0,2 lm de un foco puntual a una distancia de 5 m de su centro y emite unifor- 
memente en todas las direcciones luz monocromatica de 600 mjx, que tiene un 
factor de eficiencia 0,6. La linea que une el foco con el centro de la superficie es 
perpendicular a la superficie. Calcular: 

1. La intensidad del manantial en la direccion de la superficie. 

2. El flujo luminoso total emitido por el foco. 

3. El flujo radiante total emitido por el foco. 

Solucion 



1) Calculemos primero el Angulo s61ido correspondiente a la superficie (trabajemos en me 
tros): 


A_ 

CO 


25 

1 


A_ 

25 


-IQ " 2 

25 


sr 


luego: 



0,2 x 25 
- x 10" 2 


= 159 cd 


2) El flujo luminoso correspondiente a 4^sr sera: 


3) 


<p = 4nl = 2 000 lm 


<P = 685 V<P C 


=> 


* =_*_ 
e 685 V 


2 000 
685 x 0,6 


4,9 W 


832 
















Problema 13. La iluminacion que la luz solar produce, cuando incide normal- 
mente a una superficie situada en la Tierra, es de 100 000 lx. Calcular el numero 
de arcos voltaicos de 4 000 cd de intensidad luminosa que producen la misma 
iluminacion que el Sol, situandolos a 2 m de la superficie, en iluminacion normal. 

Solucion 


La iluminaci6n producida por el Sol es an&loga a la de 100 000 cd a 2 m de distancia, en 
iluminacion normal a la superficie. 


E = 


nl cos? 

-> 

r 


I = 4 000 cd 
E = 100 000 lx 

p — 0 ■—? COS? = 1 

r = 2 m 


100 000 = 


*4 000 
2 2 


n = 100 arcos voltaicos 


Problema 14. Calcular la distancia necesaria para que 2 500 arcos voltaicos de 
4 000 cd de intensidad produzcan la misma iluminacion que la luz solar, supo- 
niendo que los rayos, en uno y otro caso, incidan normalmente a la superficie 
iluminada. (La iluminacion de la luz solar cuando incide normalmente sobre la 
Tierra es de 100 000 lx.) 


/ cos? 


Solucion 


- VFF- V 


2 500 x 4 000 
100 000 


= 10 m 


Problema 15. Una bombilla de 100 cd de intensidad luminosa esta a 2 m de 
altura sobre el suelo. Calcular la iluminacidn que produce en un punto de este, 
situado en el pie de la vertical que pasa por el centro de la bombilla y en otro 
punto del suelo distante del primero 2 m. 


l) 


2) 


Solucion 

/cos? 


£ = 


r 2 


/ = 100 cd 
? = 0 => cos? = 1 
r = 2 m 


=> 



I = 100 cd 
? = 45° =*> cos? = 


VT 

2 


r = 2 2 + 2 2 = 8 m 2 


100 VT 

2x8 


8.8 lx 



Problema 



6 

C4 


2 m- J 

XXXVII-15 
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Problema XXXVII-16 


Problema 16. Determinar a que altura del centro de una mesa redonda de radio 
1 m debe de colocarse un foco puntual para que la iluminacion en los bordes sea 
maxima. 

Solution 


E = 


/cos 6 


r = R 2 + h 2 

cos 6/ = - 


=* E = 


Ih 


( R 2 + h 2 ) 3/2 


dE _ = (R2 + ~ ,h -f (/?2 + _ ( R 2 - 2 h 2 )I 

dh 


(R 2 + h 2 f 


( R 2 + h 2 )* 


dE 

dh 


= 0 => 


h = —— = —= 0,7 m = 70 cm 

VT VT 


C) INTERFERENCE AS Y DIFRACCION 
-FORMULARIO- 


CONDICIONES DE MAXIMO Y MINIMO: 

F } P- F 2 P = KX 

F\P ~ F 2 P = (2 K + 1) 4- 

Laminas delgadas (por refraccion): 

2en = KX 

2en = (2 K + 1)-|- 

Si la observacion se hace por reflexion, las condiciones de maximo y mi'ni- 
mo son las de mi'nimo y maximo por refraccion. 

Anillos de Newton: 

r = KXR 

DIFRACCION DE UNA REND1JA: 

KX 

n senp = —^— 

Redes de difraccion: 

ncsenp = KX 
nosenp = (2K + 1) -j- 
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Problema 17. Iluminamos con luz monocromatica de 700 mu una rendija muy 
delgada practicada en una superficie opaca (ver Fig. Rendijas de Young), trans- 
formandose por difraccion en un foco emisor de luz en todas las direcciones. Los 
rayos emitidos iluminan dos pequenas rendijas que estan separadas 0,1 mm y que 
funcionaran como focos coherentes productores de interferencias en una pantalla 
que se encuentra a 40 cm de ellas. Determfnese: i^— 

1. Posicion del primer mmimo contado a partir del centro de la pantalla (punto 

O en la figura). d —- 

2. Posicion del decimo maximo (sin contar el central) respecto del mismo punto. 

3. Distancia entre dos maximos consecutivos. 

Problema XXXVII-17 


Solucion 


La condicidn de mi'nimo es: 

* = (2K + 1) \ -±- 

la de maximo: 



o 

II 

=> 


. 700x10-0.4 =14xl0 - m= i.4mm 




X 2 d 

2 x lO’ 4 






' 

10 => 

X = 

10A/ 

10 x 700 x 10” 9 X 0,4 w ,n—3_oo_ 

--— = 2o x 1U m = 28 mm 



d 

10" 4 



3) La distancia entre dos maximos consecutivos es: 

(K + in —- K>.— = X — = 700 x 10 - *' 0,4 = 28 x 10~ 4 m = 2,8 mm 

d d d 10- 4 


Problema 18. Se ilumina normalmente, con luz blanca, una lamina de vidrio de 
1 (micra) de espesor. Determinar la longitud de onda de las radiaciones que 
atraviesa la lamina con maxima intensidad. La luz visible tiene longitudes de 
onda comprendidas entre 3 800 y 7 800 A; el indice de refraccion del vidrio es 
1,5. 


Solucion 

e = 1 a = 10 4 A 

Para la produccion de maximos por refraccion es necesario: 

2 en = K'a 

K , numero entero, estara comprendido entre los valores obtenidos en la igualdad anterior, 
sustituyendo valores: 

2 x 10 4 x 1,5 . „ _ „ ^ 2 x 10 4 x 1,5 _ 0 

-3 800- = -7 800- 3 ' 8 


835 














Los valores de K seran: 


7, 6, 5, 4 

correspondientes a las siguientes longitudes de onda en el vacio: 



Problems 19. Sobre una lamina de agua jabonosa de fndice de refraction 4/3 y 
10 -3 mm de espesor incide luz blanca. Determmese las longitudes de onda de las 
radiaciones luminosas que faltaran en la luz reflejada en dicha lamina. 


Solucion 


Para la produccidn de minimos por reflexi6n es necesario: 

2 en = KX 

K % numero entero, estar£ comprendido entre los valores comprendidos en la igualdad anterior 
para los limites del espectro visible (3 800 A y 7 800 A), sustituyendo valores: 

_ 2*10-4 _= 70>*> - 2X iQ -^-= 3.4 

3 x 3 800 x 10" 10 3 x 7 800 x 10 _, ° 


se obtendr£n las radiaciones perdidas para: 


K = 4 


K = 5 


K = 6 


A = 


len_ = 2 x 10 6 4 _ 1Q io A = 6 667 A 


K 


3x4 


= 2 x 10 6 4 10 ,o A = 5 333 A 
_ 3x5 _ 

= 2 x 10~ 6 4 _ 1()1 o A = 4 444 A 
3x6 


Problems 20. Se introduce, entre los bordes de dos laminas de vidrio superpues- 
tas, otra lamina, de manera que quede formada una cuna de aire. Suponiendo la 
separacion maxima de las laminas h = 5 x 10 -3 cm y la longitud / = 4 cm, calcu- 
lar el numero de franjas de interferencias que se produciran en cada cm, ilumi- 
nando al sistema normalmente con luz de 6 250 A. 

Solucion 

Los maximos por refraccidn se produciran en los lugares en que el espesor de la cuna de aire 
sea: 



El primer maximo se formara a una distancia d del vertice de la cuna, que podremos calcular 
por la proporcion: 

1 d ^ A- l >' 

h )J2 2h 
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expresando todas las longitudes en cm: 


d = 4 x 6 250 x 1Q~ 8 

2 x 5 x HT 3 

El numero de lmeas por centimetro sera: 


0,025 cm 


n° = 1 

0,025 


40 


Problema 21. Una lente plano-convexa de 1 dp (indice de refraction del vidrio: 
1,5) se coloca sobre una placa de vidrio plana, apoyandola por su cara convexa. 
A1 sistema se le ilumina desde lo alto con una luz de 5 000 A. Calcular el radio de 
la novena circunferencia del maximo de interferencias, haciendo la observation 
por reflexion. 

Solution 

La condition de maximo por reflexion es: 

2 en = (2/C - 1) -j- 

siendo para la primera circunferencia K = 1, para la segunda K - 2... En nuestro caso, 
K = 9. 

El radio r es media proporcional entre los segmentos que divide al di&metro 2 R: 

r = e(2R - e) 

teniendo en cuenta que n = 1 y sustituyendo el valor de e despejado en la primera fdrmula. 


I 


°i 




nos queda: 


r = (2K - \)-j- ^2/? - (2/C - 


Problema XXXVII-21 


El sustraendo del parentesis es despreciable en comparacidn con el minuendo; elimin^ndolo se 
obtiene: 


- V 


(2 K - 1 )XR 


[ 1 ] 


El radio R de la lente se calcula por la fdrmula de su convergence: 

(-ir-k) 

que, en nuestro caso, se reduce a: 


1 = 0,5 =» R = 0,5 m 

R 

Expresando en [1] todas las longitudes en cm, obtenemos: 


V (2 x 9 - 1) x 5 000 x 10" 8 x 50 

-----= 0,15 cm 


Problema 22. 1. Tras una regia A con una pequena rendija colocamos un foco F 

productor de luz de 4 160 A. Observamos tal luz a traves de una red de difrac- 
cion R y vemos el primer maximo de difraccion a 21,3 cm de la rendija; la distan- 
cia entre esta y la red es 1 m. Calcular el numero de trazos por mm que tiene la 
red. 



Problema XXXVII-22 
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2. Iluminamos el aparato con una luz de longitud de onda desconocida y observa- 
mos la formation del primer maximo de difraccion a 24,9 cm de la rendija. Calcu- 
lar la longitud de onda de la luz. 


Solution 


1) La f 6 rmula que da el primer maximo de difraccion en una red es: 


o'sen? = A 

en la que o' es la constante de la red, igual a l/n, siendo n el numero de rendijas por unidad de 
longitud; 9 es el angulo de difraccidn. La tangente del angulo 9 es: 


tag 9 


21,3 

100 


0,213 


9 


= 12 ° 


luego: 


A 

sen 9 


n 


2) En este caso: 


sen 9 

n =-= 

- sen —-= 500 rend/mm 

A 

4 160 x lO ' 7 


tag 9 = 


24,9 

"W 


= 0,249 => 9 = 14° 


y como: 


10 8 


5 000 


5 x 10 3 


■ A = 2 x 10 4 A 


se obtiene: 

A = o'sen 9 = 2 x 10 4 sen 14° = 4 832 A 


D) LUZ POLARIZADA 

-FORMULARIO- 

Ley DE Brewster: «Un rayo de luz se polariza totalmente por reflexion 
cuando la tangente del angulo de incidencia es igual al indice de refraction; 
a tal angulo se le llama angulo de polarizations 

tag 9 = n 

Ley DE Malus (NICOLES Y lAminas POLARIZANTES): «Cuando en un nicol 
incide un rayo de luz polarizada la intensidad luminosa del rayo emergente 
es directamente proportional al coseno cuadrado del angulo que forman el 
piano principal del nicol y el de vibration de la luz.» 

/ = / O cos 2 p 

















Leyes de Biot: «E1 poder rotatorio de los cuerpos solidos es directamente 
proporcional al espesor de las sustancias atravesadas por la luz polarizada y 
a su densidad.» 


[a] se llama poder rotatorio especffico, cuyo valor es constante para cada 
sustanda. 

«E1 poder rotatorio de las disoludones es directamente proporcional al es¬ 
pesor de la capa lfquida y a la concentracion.» 

Siendo / la longitud de un tubo lleno de lfquido y atravesado por la luz 
polarizada, las leyes de Biot se expresan: 

a = [oc\lc 

El poder rotatorio especffico de una disolucion es: 



o sea: el giro del piano de polarization producido por una disolucion de 
concentration unidad (1 %, por ejemplo), haciendo la observation a traves 
de un tubo de la unidad de longitud (1 dm, por ejemplo). 


Problema 23. Calcular el angulo de incidencia con que debe llegar un rayo de 
luz natural para polarizarse totalmente por reflexion, en un cristal de fndice de 
refraccion 1,5. 


Solucion 


Para que el rayo de luz se polarice totalmente es necesario que: 


tag? = n => tag? =1,5 =i> ? = 56° 18' 


Problema 24. Determfnese la altura del Sol sobre el horizonte para que al re- 
flejarse sus rayos sobre una piscina con agua (fndice de refraccion: 4/3) este total¬ 
mente polarizada. 


Para que el rayo de luz se polarice totalmente: 


Solucion 




luego la altura del Sol sobre el horizonte es: 


V = 90 - ? = 36° 52' 


Problema XXXVII-24 
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Problema 25. Las direcciones de polarizacidn de dos laminas polarizantes son 
paralelas, de forma que para una determinada posicidn de ambas se obtiene in- 
tensidad maxima. Determmese el angulo que tenemos que girar una de las l£mi- 
nas para que la intensidad se reduzca a la cuarta parte. 

Solucidn 


Siendo: 



y como: 


/ = / n cos 2 ? <=*> COS 2 9 = 


=£> COS9 



9 = ± 60 ° 

9 = ± 120° 


Problems 26. Se observa con un polarimetro una disolucidn de sacarosa; su po- 
der rotatorio es de 5°. La longitud del tubo es de 1 dm. El poder rotatorio especi- 
fico de la sacarosa es 66,5° cm 3 /g • dm. Calcular la concentration en g/1. 

Solucion 


Aplicando la ley de Biot: 

a = [a]/c => 5 = 66,5 x 1 x C 


c = = 0,075 g/cm 3 = 75 g/l 

00,3 


Problema 27. Se disuelven 10 g de una mezcla de sacarosa y maltosa hasta obte- 
ner 50 cm 3 de disolucion. El poder rotatorio de la disolucion es 16,9°. Calcular la 
proporcion de los dos componentes en la mezcla. Poder rotatorio especifico de 
sacarosa y maltosa: 66,5 y 138 cm 3 /g • dm. La longitud del tubo es 1 dm. 

Solucion 

La concentraci 6 n de la mezcla de sacarosa y maltosa es: 

C = - 55 - = 0,2 g/cm 3 

Si j t e y son las concentraciones de sacarosa y maltosa en g/cm 3 , se habr£ de verificar: 

x + y = 0,2 

El poder rotatorio de la disoluci 6 n, suma de los poderes rotatorios de los componentes de ella, 

es: 

a = a, + a 2 = /([oc ,]jc -I- [a 2 ]y) => 16,9 = 66,5 a: + 138y 



















Problema 28. Explicar la teorfa del cinematografo en relieve, sabiendo las si- 
guientes cuestiones: 

1. El tomavistas toma dos pelfculas de la escena, estando situados los dos objeti- 
vos en tubos paralelos a la distancia de los ojos humanos. 

2. Las dos fotograffas se proyectan superpuestas en la pantalla, pasando los haces 
luminosos por laminas polaroides con sus ejes formando angulo de +45° y —45° 
con la vertical. 

3. El espectador ve la escena proyectada a traves de gafas polaroides con sus ejes 
formando angulos con la vertical de +45° (una lamina) y -45° (la otra). 

Solution 

En la pantalla se proyectan dos fotograffas correspondientes a lo que seria la visidn de la 
escena con cada uno de los ojos. 

Sin gafas polaroides el ojo derecho ve en la pantalla lo que verian en la realidad el ojo derecho 
y el izquierdo, siendo, por tanto, la imagen borrosa. Si ante el ojo derecho se coloca una 
lamina polaroide, cuyo eje coincida con la vibraci6n de la luz polarizada que ilumina la proyec- 
cidn correspondiente al ojo derecho y tal eje es perpendicular a la direccidn de vibracidn de la 
luz que forma la otra imagen, se formara, exclusivamente, en la retina del derecho la imagen 
que en la visidn de la realidad se hubiese formado. El mismo efecto se produce en el ojo 
izquierdo. 


Capitulo XXXVI 


II 


EL ATOMO 


-FORMULARIO- 

Quantum de energia: 

E = hv 

h: quantum de action de Planck (6,626 x 10 -27 erg • s); v: frecuencia de la 
radiation. 

Ecuaci6n de Einstein: 

E = me 2 

Mas A DE INERCIA DE UN FOT6N: 

E = me 2 = hv =s> m = ^ = - 

c 2 cX 

c : velocidad de la luz; X: longitud de onda. 

NUCLEO: 

N.° protones = n.° atomico = Z 

N.° protones + n.° neutrones = masa atomica 

Z + N = A 

La corteza del Atomo: 



NIVEL ENERGETICO 

NUMERO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


LETRA 

K 

L 

M 

N 

O 

P 



Los subniveles se les designa con las letras s, p, d, f, g, ... 

La distribution de electrones en los distintos subniveles obedece a las leyes 
de Bohr-Bury. 

1. El numero maximo de electrones en cada nivel es In 2 . 

























2. El numero maximo de electrones en el ultimo nivel es 8. Por tanto, en el 
ultimo nivel solo puede haber electrones s y p. 

3. El numero maximo de subniveles por nivel es n. 

4. En el penultimo nivel solo puede haber electrones s, p y d. 

5. En el nivel exterior solo puede haber electrones s si el penultimo nivel 
no esta completo, segun las reglas 1 y 2. 

La siguiente regia nemotecnica nos da la ordenacion y distribution de elec¬ 
trones en los subniveles y niveles de la corteza del atomo: 



4/ 

<P 5/ 5 g 


Se van completando los distintos subniveles, yendo de arriba abajo, segun 
la direction que marcan las flechas, hasta colocar tantos electrones como 
indica el numero atomico del atomo, agrupandose, finalmente, los distintos 
subniveles en el nivel que le corresponde. 

Radiactividad: leyes de Soddy: 

1. a A1 perder un atomo de un cuerpo radiactivo una particula a disminuye 
su masa atomica cuatro unidades y su numero atomico dos; transformando- 
se el elemento en otro situado dos lugares antes en la clasificacion perio¬ 
dica. 

Se comprende perfectamente esta ley, puesto que las particulas a elimina- 
das proceden del nucleo; cada particula perdida significa la eliminacion de 
dos protones y dos neutrones. 

2. a A1 perder un atomo de un cuerpo radiactivo una particula £ no se 
altera su masa atomica y su numero atomico aumenta una unidad, transfor- 
mandose el cuerpo en otro situado un lugar mas avanzado en la clasificacion 
periodica. 

Elio es debido a que un foton y se materializa en un electron que emerge 
del nucleo y un positron, que aumenta una unidad el numero de cargas 
positivas del nucleo. 

La transformacion de unos elementos en otros constituye la transformacion 
de la materia por medio de las llamadas reacciones nucleares. 

Ley de trasmutaciones radiactivas: 

El numero de atomos de un cuerpo radiactivo que se desintegra por unidad 
de tiempo es proporcional al numero total de tales atomos existentes en el 
cuerpo: 












N: numero de atomos sin desintegrar; dN : numero de atomos que se desin- 
tegran en el tiempo dt. 

De la que se obtiene: 

N = N 0 e- X% 

«Cuando el tiempo crece en progresion aritmetica el numero de atomos del 
cuerpo radiactivo original disminuye en progresion geometrica.» 

Vida media: 

«Es el tiempo medio que un atomo de cuerpo radiactivo permanece sin 
desintegrar.» 



Periodo DE SEMIDESINTEGRACI6 N: 

«Es el tiempo necesario para que se desintegren la mitad de los atomos de 
un cuerpo.» 

T = = 0,693 v 

A 

Principio de incertidumbre (Heisenberg): 

ApAq = h 

«E1 producto de las imprecisiones de la localization y la cantidad de movi- 
miento es igual a la constante de action de Planck.» 


Problema 1 . Determinar la estructura del nucleo de los tres isotopos del uranio 
(masas atomicas: 234, 235 y 238). El numero atomico de U es 92. 


Solucion 


Z + 'N - A 
Z — 92 protones 


A, = 234 => 
A 2 = 235 =J> 
A y = 238 => 


N y = 234 - 92 
N 2 = 235 - 92 
Ny = 238 - 92 


= 142 neutrones 
= 143 neutrones 
= 146 neutrones 


Problema 2. 

Z = 35. 


Determinar la estructura electronica del bromo (Br), sabiendo que 

Solucion 


Siguiendo la regia nemotecnica del formulario, se obtiene: 

\s 2 \ 2 5 2 ; 3p 6 ; 35 2 ; 3p 6 ; 45 2 ; 3rf m ; 4p 5 


luego: 


1 $ 2 - 2s 2 % 2 p 6 - 3$ 2 , 3 p\ 3 d w - 4s 2 4p 5 






Problema 3. Calcular la energia que posee un atomo de hidrogeno excitado al 
absorber luz ultravioleta de longitud de onda 121,6 x 10 -7 m. 

Solucion 

v = — = — 3 * 10 ” — = 2,45 x 10‘ 3 Hz 
_ A 121,6 x 10~ 7 _ 

E = hv = 6,626 x 10" 34 x 2,45 x 10 13 = 1,62 x 10" 20 J 


Problema 4. Calcular la longitud de onda asociada a un electron que se propaga 
con 4 000 km/s de velocidad. 


Solucion 


Vendra dada por la ecuacidn de De Broglie: 

h = 6,626 x 10“ 34 J • s 



mv 


m = 9,11 x KT 31 kg 
v = 4 x 10 6 m/s 


A = 1,82 x 10 _,() m = 1,82 A 


Problema 5. <,Que foton tiene mas energia: el de la luz roja o el de la violeta? 
Calcular ambas energias suponiendo A r = 8 000 A, A v = 4 000 A. 

Solucion 


La velocidad de la luz en unidades angstrom es: 

c = 3 x 10 18 A/s 

La energia de una radiation viene dada por la expresion: 

£ = hv 

donde h = quanto de accion de Planck y v = frecuencia de la radiacidn. 
La frecuencia de la luz roja sera: 


= — 10 15 Hz 
8 x 10 3 8 


La energia del foton rojo sera: 


£ = -L 10 15 x 6,62 x l<r 27 = 2,4825 x 10 12 erg 

O 


La frecuencia de la luz violeta sera: 

c 


V = 


A' 


3 x 10ll< = -L io 15 Hz 

4 x 10 3 4 


La energia del foton violeta sera: 


E = -j- 10' 5 x 6,62 x 1(T 27 = 4,965 x 10' 12 erg 


Como vemos, mayor que la de la luz roja. 












Problema 6. El primer termino de la serie radiactiva 4 n es el torio (masa atomi- 
ca: 232; numero atomico: 90). Las radiaciones sucesivas emitidas hasta llegar al 
plomo son: a, ,3, ,3, a, a, a, a. Distribuir en un encasillado los cuerpos de la serie, 
expresando masa atomica y numero atomico. 

Solucion 

Aplicando las leyes de Soddy: 

90 232 

- 7 . 

1 

88 228 



89 228 

— ,3 

1 

90 228 

— a 

l 

88 224 

— a 

l 

86 220 

— a 

i 

84 216 

— a 

i 

82 212 isotopo del plomo 


Problema 7. El uranio (numero atomico: 92) pierde sucesivamente las siguientes 
particulas: a, /3, a, a, transformandose en radio. Dibujar en un encasillado 
ordenado por numeros atomicos esta transformacion. 


Solucion 


88 

89 

90 

UX. g 

91 

92 

U-l 

I ^ . 

^UX 2 ‘ 

-► U-2 

/ 







Problema XXXVIII-7 


Problema 8. <r,En que difieren los conceptos: constante radiactiva, vida media y 
periodo de semidesintegracion? 

Solucion 

Constante radiactiva A: tanto por 1 de atomos desintegrados en la unidad de tiempo. 

Vida media: tiempo medio que un atomo de cuerpo radiactivo permanece sin desintegrar: 

1 

A 

Periodo de semidesintegracion: tiempo necesario para que se desintegren la mitad de los ato¬ 
mos de un cuerpo. 










Problema 9. Determinar la vida media de un atomo de uranio, sabiendo que su 
periodo de semidesintegracion es 4 500 millones de anos. 

Solucion 

T = 0,693 v => v = q ^ ^ ^ = 6 493 millones de anos 


Problema 10. El periodo de semidesintegracion del 51 Cr es de 27 dias; en un 
momento determinado tenemos N 0 = 6,022 x 10 23 atomos de esta sustancia. 
^Cuantos quedaran transcurridos 5 meses? 


Solucion 


Siendo el periodo de semidesintegraci6n: 

j _ In 2 


=> A = 


ln2 


A T 

y el numero de nuuleos que existe en un instante / sera: 


N = Noe’’' 1 = N 0 e T 


Sustituyendo: 


N = 6,022 x 10 23 e " 27 


= 5,92 x 10 21 nucleos 


Problema 11. Calcular el tiempo que podrian estar alumbrando un millon de 
lamparas de 100 W con la energia producida al desintegrarse completamente 1 kg 
de materia. 

Solucion 


Segun la formula de Einstein, la energia producida en la desintegracidn viene dada por: 

E = me 2 

m = 1 kg = 1 000 g 


c - 3 x 10 10 cm/s 


E = 9 x 10 23 erg = 9 x 10' 6 J 


Este valor tendra que ser igual al producto de la potencia de las lamparas (100 x 10 6 = 10 R W) 
por el tiempo que luzcan: 


9 x 10' 6 = 10*/ =*> 


/ = 9 X 1Q ' 6 = 9 x 10* s ^ 28 anos 

10 * 


Problema 12. Calcular el numero de metros cubicos de agua que se podrian 
calentar de 0° a 100° con la energia proporcionada por 1 g de materia al desinte¬ 
grarse totalmente. 


Solucion 

El calor necesario para calentar 1 m 3 de agua de 0° a 100° C: 

Q = 1 000 x 100 = 100 000 kcal 










que equivalen a: 


W = 427 x 10 5 kgm 

Un gramo de sustancia produce al desintegrarse: 

£ = 9 x 10 20 erg = 9 x 10 13 J = 9 * g 0 ' 3 kgm 

Dividiendo los dos valores, obtendremos el numero de metros cubicos de agua que cumplen la 
condici6n del enunciado: 

n =- 9 X 10 ' 3 = 2 x 10 s m 3 

9.8 x 427 x 10 


Problems 13. La desintegracion del uranio 235 se acelera bombardeando su nu- 
cleo con neutrones. Suponiendo que en la reaccion nuclear de Hahn y Strassman 
hay un defecto de masa atomica, de 0,2154 unidades de masa atomica, calcular en 
erg y en eV la energia producida en la desintegracion de un atomo de uranio. 

Solucion 

E = me 2 

m = 0,2154 x 1,661 x 10“ 24 g 
c = 3 x 10 l ° cm/s 
1 eV = 1,60 x 10 12 erg 

Problems 14. Una de las cargas de proyeccion de una pieza de montana de 
75/22 esta constituida por 300 g de polvora sin humo, y con ella se consigue im- 
pulsar a un proyectil de 7 kg a una velocidad inicial de 350 m/s. ^Que cantidad de 
materia transformada en energia seria necesaria para producir el efecto de la 
carga de polvora? 

Solucion 


E = 0,2154 x 1,661 x 10" 24 x 9 x 10 20 erg = 3,22 x 10~ 4 erg = 2,01 x 10 8 eV 


La energia del proyectil es: 

£ = mv 2 = 7 000 x 35 000 2 = 4 287,5 x 10 9 erg 

E'sta energia seria igual a la producida por m gramos desintegrados (me 2 ): 

4 287,5 x 10 9 = 9m 10 2 ° = 


- — 287,5 x 10 9 = 476 xlQ -„ 
9 x 10 2 ° 


Problems 15. Aceleramos un electron hasta que adquiere una velocidad de 
300 m/s, medida con una precision del 0,01 %. ^Con que precision se puede loca- 
lizar la posicion de este electron? 


Solucion 


El momento lineal del electron sera: 

p = mv = 9,1 x 10" 31 x 300 = 2,7 x 10‘ 28 kg • nt/s 
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La incertidumbre del momento lineal vendra dada por el 0,01 % de este valor: 

Ap = 0,0001 x 2,7 x 10~ 28 = 2,7 x 10“ 32 kg • m/s 
La incertidumbre minima en su localizacion sera: 


Jx- h 

6,62 x 10~ 34 ~ ^ 0 

=-= 2,45 x 10 m = 2,45 cm 

Ip 

2.7 x 10- J2 


Problema 16. Determinamos la position de un electron con una imprecision de 
1 A. ^Cual es la imprecision en la medida de su cantidad de movimiento, de su 
velocidad y de su energia cinetica? (Suponer la masa del electron 9,106 x 10 -28 g 
y no considerar la correction relativista.) 

Solution 

Aq = imprecision en la localizacion = 1 A = 10 -K cm. 

Ap - imprecision en la medida de la cantidad de movimiento. 
h = quanto de action de Planck = 6,62 x 10“ 27 erg • s. 

1) _ 


Ap = J(mv') = mAv = —-— 

■ = 6,62 X 10 ' 7 - 6.62 x 10- 19 g • cnrVs 


10-* 


Jv = -AR -— 62 — 10 '1 = 0.727 x 10 9 cm/s = 7 270 knVh 

m 9,106 x 10-“ 


3) 

-3 t- mrj = mjv’ 2 = mlvlv = vj(mr) = vUp = v6.62 x 10" 19 erg 
(expresado i’ en cm/s)- 
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Capitulo XXXIX 


ELECTRONICA. RAYOS CATODICOS Y RAYOS X 


Problems 1. El filamento de un diodo es de platino, tiene un area de 0,5 cm 2 y 
se pone incandescente a 1 600° K. Sabiendo que la constante de la ley* de Ri- 
chardson-Dushman vale 32 A/cm 2 • °K 2 y que el trabajo de extraction es 5,3 eV. 
Calcular la intensidad de corriente de saturation. 

Solucion 

La ecuacion de Richardson-Dushman es: 

eV w 

-t- = AT 2 e~ kT 


siendo: 

S = 5 x 10" 5 m 2 

A = 32 x 10 4 A/m 2 ■ °K 2 

E w = e V w = 5,3 x 1,6 x 10" 19 J 

obtenemos: 


k = 1,38 x 1(T 23 J/°K 
T = 1 600° K 
e = 2,718 


_ 5.3 x 1.6 x IQ" 19 

/ = 5 x 10~ 5 32 x 10 4 1 600 2 e i.mx io-»i = 4^96 x io 7 £ - 38 * 406 = 8,57 A 


Problema 2. Sobre un haz de rayos catodicos actua un campo electrico y un 
campo magnetico, perpendiculares entre si y perpendiculares a la velocidad de 
estos rayos. Sabiendo que el tubo de produccion de los rayos tiene 1 V de caida 
de potencial, que la carga de un electron es 1,6 x 10“ 19 C y que el valor del 
campo electrico es 6 x 10 5 veces mayor que el magnetico, medidos ambos en el 
SI. Determinar: 

1. ^Cuando no sufriran los rayos desviacion alguna? <-,Que velocidad tienen los 
electrones? 

2. ^Cual es la masa del electron? 


Solucion 


1) Si el campo electrico es £, la fuerza £, (que actua sobre un electrdn de carga e) tiene por 
valor: 

F, = eE 
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direcci6n la del campo y el sentido contrario a el, ya que la carga es negativa. 

Si el campo magnetico es B y el electron se mueve con velocidad v, perpendicular a B, la fuerza 
que actua sobre el por efecto del campo magnetico es: 

F 2 = evB 

la direction de esta fuerza es perpendicular a v y B y el sentido contrario al giro de un sacacor- 
chos que gira de v a B por el camino mas corto, por ser la carga negativa. 

Para que no se produzca desviacion en el electron las fuerzas deben ser iguales y de sentido 
contrario. 



Problema 3. Entre las armaduras de un condensador separadas entre si 2 cm 
establecemos una diferencia de potencial de 200 V. Perpendicularmente al campo 
electrico originamos un campo magnetico de 10“ 3 T (perpendicular al piano del 
papel y hacia el exterior). Entre las armaduras lanzamos un finisimo haz de rayos 
positivos (perpendicular a los dos campos), del que seleccionamos, a la salida de 
estos, un haz por medio de un diafragma cuyo estrecho orificio esta en linea recta 
con el haz primitivo. Habremos realizado asi un «selector» de velocidades. 
Calcular: 

1. La velocidad de las particulas que atraviesan el orificio O. 

2. Si las particulas seleccionadas penetran en un nuevo campo magnetico perpen¬ 
dicular al piano del dibujo, describiendo una trayectoria circular, y sabemos que 
el gas del que proceden los iones positivos es neon, ^cuantos impactos habra en 
una placa fotografica situada en PI (espectrografo de masas de Baimbrige). 

3. Siendo las masas atomicas de los isotopos que forman el neon 20 y 22, el 
campo magnetico uniforme que existe a la salida del selector de velocidades de 
2 T, estando la experiencia realizada en el vacio y el atomo de neon ionizado por 
la perdida de un solo electron, ^cual es la distancia entre los impactos obtenidos 
en la placa PI 



Problema XXXIX-3 


Solution 

1) Para que la particula no se desvi'e de su trayectoria rectilmea que pasa por O es necesario 
que: 


y como: 


Fy = F2 


F> = Eq 
F 2 = B) qv 


=> Eq = B y qv => v 


_E_ 

By 


E = 


V, - V 2 


/ 


200 

0,02 


= 10 4 N/C 


v 



10 7 nVs 
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2) El radio de la trayectoria circular a la salida del orificio O es: 


qB 2 

v = velocidad particulas positivas, igual para todas ellas, debida al «selector» de velocidades. 
q = carga de cada particula, igual para todas ellas si han sufrido la misma ionizacidn. 
B 2 = campo magnetico a la salida del selector de velocidades (constante, por ser el campo 
uniforme). 

El radio de los trayectos es proporcional a la masa de las particulas; se producen, asi, tantos 

+ _ impactos distintos cuantos sean los is6topos del neon (dos, de masas atdmicas 20 y 22). 

2 

3) Como 1 u = 1,66 x 10 -27 kg, las masas en kg de cada particula de ambos isdtopos ser&n: 

m 20 = 20 u = 33,2 x 10" 27 kg m 22 = 22 u = 36,54 x 10" 27 kg 

la carga positiva de cada particula ser£ igual a la del electron (1,6 x 10" 19 C), y la distancia 
Problema XXXIX-3-1.- 1 entre los impactos, d , la diferencia entre los dos diametros; por tanto: 



r 20 


m 20 v 

eB 2 


r 22 = 


m 22 v 

eB 2 


d — 2( r 22 ~ r 2 o) 


{m 22 - m 20 ) 
eB 2 


2 x IQ 7 1,66 x IQ" 27 
1,6 x 10 -19 2 


(22 - 20) m = 20,7 cm 


Problema 4. Hacemos incidir una radiacion de 1 (jl de longitud de onda sobre un 
metal. La velocidad de los fotoelectrones producidos es de 100 km/s. Calcular la 
energia necesaria para arrancar un electron del atomo del cuerpo iluminado. 

Solucion 

La energia de una radiacidn es / 2 v, luego: 

=> £ = JK- = 6 -626 X 10- 34 2,998 x 10» _ % %6 x 1Q _„ } 

v = -4- A 10- 6 

A 

esta energia se emplea en separar al electron del atomo y comunicarle energia cinetica: 

£ = £o + ~y mv 2 => E 0 = E - y mv% 

m = 9,109 x 10‘ 31 kg; v 0 = 10 5 nVs; luego: 

E 0 * 1,986 x 10" 19 - -j- 9,109 x 10" 31 10 ,() = 1,940 x 10" 19 J = 1,2 eV 


Problema 5. Iluminando con radiacion de longitud de onda decreciente el cato- 
do de aluminio de una celula fotoelectrica, se observa que se inicia la corriente al 
incidir sobre el metal una radiacion cuya longitud de onda es 4 700 A. Calcular, 
en eV, el trabajo necesario para arrancar fotoelectrones del atomo de aluminio 
(c = 2,998 x 10 5 km/s; e = 1,602 x 10" 19 C; h = 6,626 x 10" 34 J • s). 
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Solution 


E = /iv 
c 

v = - 

A 


E = h — 
A 


6,626 x IQ' 34 2,998 x 10 8 = ^ g eV 
47 x 10" 10 1,602 x 10" 19 


Problema 6. Dibujar un grafico en el que se relacionen las longitudes de onda 
de las radiaciones que inciden sobre una lamina de aluminio y las velocidades de 
los fotoelectrones. Realizar los calculos para longitudes de onda de 5 500 A, 
4 700 A (longitud de onda «critica»), 4 000 A, 3 000 A y 2 000 A. 


Solution 



A = 3 000 A - V = \/-3lj00-fk = 725 Ws 


A = 2 000 A =J> V = 660,4 - A /--- l - - m/s = 1 119 km/s 

10' 5 V 2 000 4 700 

Problema 7. Demostrar que el producto de la longitud de onda en A de los 
rayos X correspondientes a la maxima intensidad de los rayos heterogeneos, por 
el potencial en voltios del tubo de production, es, aproximadamente, 12 400. 

Solution 

£ = Ve = hv = h - 4 - => V> = — 

A e 

sustituyendo valores: 

Y) = 6,626 x 10 2,998 x 10* ^ 10 __ ^ 4 qq y . \ 

' _ 1,602 x 10~ IV _ 
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Problema 8. ^Que potencial habremos de dar a un tubo de rayos X para que la 
longitud de onda correspondiente a la maxima intensidad de la radiacion hetero- 
genea sea de 10 unidades X? ^Cual sera la frecuencia reducida o numero de 
ondas por cm de la radiacion? 


Solution 


1 ) 


1 uX = 10 -13 m => A = 10 uX= 10- 


de VX = 12 400 V • A = 124 x 10 8 V • m, obtenida en el problema anterior, se obtiene: 


v = _ 124 x 10 8 = 124 x 10 4 y 

io- 12 


2 ) 


10“ 


10 ,f) ondas/cm 






Capitulo XL 


IDEAS SOBRE RELATIVIDAD 


Problema 1 . 1 . Determinar la velocidad relativa de una regia que para un ob- 

servador ligado a ella mide 1 m y para nosotros (observadores que consideramos 
fijos) la medida es de 99 cm. 

2. ^Cual es la masa de un cuerpo de 1 kg en movimiento con la regia, medida 
por nosotros? 

3. El observador ligado al sistema movil lleva consigo un pendulo que «bate»- 
segundos. ^Cual es el periodo de tal pendulo observado desde el sistema fijo? 

4. En un instante determinado (por ejemplo: en el instante en que el sistema 
movil inicia su movimiento a la velocidad determinada en 1) se sincronizan dos 
relojes en las 12; cuando el reloj del observador fijo marca de nuevo las 12, £que 
hora marcara el reloj del sistema movil? 


Solution 


1) x 2 — x\ = distancia entre dos puntos en la direction de la velocidad, medida por un obser¬ 

vador ligado al sistema mdvil. x 2 — *i = distancia entre los mismos puntos para un obser¬ 
vador exterior con respecto al cual se desplaza el sistema mdvil a velocidad v. 

c = velocidad de la luz en el vado: 

x 2 — x\ = — 1 - => V = c -y / 1 - [~ x 2 ~ x \ 1 = c A ~ I" 99 "1 

Vl - v 2 /c 2 V [ jc; - J V L 100 J 

v = 42 300 km/s 

2 ) 


0,141c 


m 



_ ^ _ 

\/l- \ « 300, T 
V L 300 000 J 


= l,010m„ 


m = 1,010 x 1 000 = 1 010 g 


3) Llamando T () al periodo para nosotros y T = 2 s el periodo para el sistema movil: 


Tn = 



1,010 7 =$> 70 = 2,020 5 


4) Para el observador del sistema fijo han transcurrido 12 x 60 x 60 = 43 200 fenomenos 
periodicos de un segundo de duracion y 12 x 60 x 60/1,010 fenomenos periodicos iguales 
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en el sistema m6vil; si por cada semiperiodo en uno y en otro una saeta avanza una 
divisidn de un reloj, a la que llamamos segundo, se habr^n sucedido en el sistema mdvil 
(para el observador del fijo) un numero de segundos dado por el cociente anterior, e igual 
a 42 772, el reloj del sistema mdvil se «retrasa» para el observador exterior: 
43 200 - 42 772 = 4 280 = 7 m 8 s , marcando, por tanto: 

ll h 52'52" 


Problems 2. Calcular la velocidad, con respecto a nosotros, de un sistema para 
que la masa de los cuerpos situados en el se nos duplique. ^Que longitud adquiri- 
ran los cuerpos medida desde nuestro sistema en la direction del movimiento? 
^Que fenomeno se presentarfa en la medida del tiempo? 


Solution 


1 ) 


2 ) 


2 m 0 = 


Vl - j8 2 1 - p 2 c 



yr 

2 


Si / es la longitud que tiene 1 m situado en el sistema m6vil, observado desde el fijo se 
verifica: 


Vl -/3 2 


Las longitudes en la direccidn del movimiento se reduciran para nosotros a la mitad. 


/= Vl - J 2 = 


; V^T-i 


3) El tiempo t transcurrido entre dos sucesos seria para nosotros, suponiendo un tiempo 
unidad en nuestro sistema para el mismo fendmeno: 


vi-,8 2 vr 

Los sucesos del sistema m6vil consumir^n, para nosotros, doble tiempo que los acaecidos 
en nuestro sistema. 


Problems 3. La masa de un electron en reposo es m — 9,109 x 10 -28 g. 
Calcular: 

1. La masa del electron a 210 000 km/s. 

2. Su energfa total. 

3. La energfa debida a su masa. 

4. Su energfa cinetica. 

5. La longitud de onda asociada a estos electrones. 

Solucion 





= 1,400m,, => 


m = 12.753 x 10- :k g 
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2) 


£ = m<r = 12.753 x 10' 2 * 9 x 10 2 " = 114.777 x 10"* erg 
3) 

£„ = m lt r = 9.109 x 10" 2 * 9 x 10 2 ° = 81.981 x 10' 8 erg 


4) 

5) 


La energia cinetica sera: 

r =£-£n = 32.796 x 10"* erg 


h Vl - vVc 2 


6.626 x 10" 34 


m 0 v 


12,753 x 10' 31 21 x 10 7 


= 0.025 A 
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SIMBOLOGIA Y NOMENCLATURA UTILIZADAS 
EN EL TEXTO 


A . Amperimetro. 

Amperio. 

Amplitud. 

Aumento visual de un aparato optico. 
Constante de Richardson. 

Dimension de una intensidad de corriente. 
Masa atomica. 


A . Vector area o superficie. 

A. Agnstrom (1 A= lO* 10 m). 

a . Ano. 

Area (la = 10 2 m 2 ). 

Como prefijo es Atto... (10‘ 18 ). 

a . Distancia objeto en lentes. 

a' . Distancia imagen en lentes. 

a . Vector aceleracion. 

a n . Vector aceleracion normal. 

a r . Vector aceleracion tangencial. 

a . Vector aceleracion media. 

arc. Arco... 

atm . Atmosfera (1 atm = 10129280 Pa). 

a(x,y, z) . Intensidad de un campo escalar. 

B . Modulo de compresibilidad. 

B . Vector campo Magnetico. 

b . Baria (1 b = 1 dyn/cm 2 = 10 -1 Pa). 

b . Distancia. 

bar. Bar (1 bar = 10 5 Pa = 10 6 b). 

C. Culombio (1 C = 1A • s). 

“C . Grado Celsius. 

C . Camino optico. 

Capacidad electrica. 

Centro de curvatura de un espejo o 
dioptrio. 

Precio, costo. 

c . Como prefijo es Centi... (1 O' 2 ). 


Ciclo. 

c . Calor especifico. 

Velocidad de la luz. 
Velocidad de la onda. 
Velocidad del sonido. 
Coeficiente de restitution. 
Concentration molar. 


c . Velocidad cuadritica media. 

c p . Calor especifico a presion constante. 

c v . Calor especifico a volumen constante. 


Co. 


cal. 

- Caloria (1 cal — 4,18 J). 

cd . 


CG . 


CGS . 

- Sistema cegesimal. 

CM. 

- Centro de Masa. 

cm. 

- centimetro (1 cm — 1 O’ 2 m). 

Unidad de capacidad en UEE 
(1 cm = 1/9 X 10" F). 

c.q.d. 

- Como queriamos demostrar. 

cos. 

- Coseno. 

cosec . 

- Cosecante. 

cte. 

- Constante. 

CV . 

.... Caballo de Vapor (1 CV-75X9,8 W). 

D . 

.... Diametro. 

Longitud de la division de la regia de un 
nonius. 

Paso de rosea de un nonius circular. 

D . 

- Vector desplazamiento electrico. 

d . 

- Dia. 

Como prefijo es deci... (lO -1 ). 

d . 

- Carga del deuteron. 

Derivada. 

Diametro. 

Distancia. 

Flecha. 

Longitud de una division del nonius. 

d» . 


dv . 

- Distancia entre vientres. 

da . 

- Como prefijo en deca... (10). 

dam. 

- Decametro (1 da — 10 m). 

db . 

- Decibel. 

div . 

- Operador divergencia. 

dm. 

- Derimetro (1 dm — 10*' m). 

dp . 

- Dioptria. 

dyn . 

- Dina (1 dyn — 10* 5 N). 

E . 

- Empuje. 

Energia. 

Error relativo. 

Espejo. 

Humedad relativa. 

Iluminacion. 

Modulo de Young. 


858 






















































E . 

Vector campo electrico. 

h . 

e . 

Base de los In (e - 2,718281828). 



Carga del electron 

(e = -1,6021892 X 10* ,9 C). 

Entrehierro. 

Espesor. 

h . 

E c . 

Energia cinetica. 

h t • 

. 

Equivalente quimico. 

he, 

£w . 

Trabajo de extraction. 

ha 

erg. 

Ergio (1 erg — 10* 7 J). 

hm 

eV . 

Electronvoltio (1 eV — 1,602 X 10' 19 J). 

Hz 

E(x,y.z) . 

Campo vectorial. 

I . 

F . 

Faradio (1 F — 1 A-s/V). 


F . 

Constante de Faraday (9,648455 C-mol* 1 ). 
Dimension de una fuerza. 



Foco emisor de ondas. 

Foco objeto. 

7 • 

r 

F . 

Vector fuerza. 

/ 

F' . 

Foco imagen. 

z .. 

C F . 

Grados Fahrenheit. 


f. 

Como prefijo es fetito... (10 15 ). 

i .. 

T 

/. 

Distancia focal objeto. 


Flecha del esferometro. 

*0 • 
J 


Tension maxima de vapor. 

/c * 
/c * 

Ic, 

r . 

Distanria focal imagen. 

/. 

Fuerza. 

F B . 

• • • Fuerza debida al campo magnetico. 

i. 

F c . 

• • • Fuerza centripeta y centrifuga. 

1 L 

F e . 

Fuerza debida al campo electrico. 

in . 
[/] 

Fext . 

• • • Fuerzas exteriores. 

F x . 

• • • Fuerzas interiores. 

i 

FEM . 

Fuerza electromotriz. 

J . 

r 

fm . 

Fermi (1 fm = 10* 15 m). 

J . 

r 

ft. 

... Pie(l ft = 0,3048 m). 

J . 

G. 

Como prefijo es Giga... (10 9 ). 

j 

G . 

Constante de gravitation universal 
(6,672 X 10 " N*m 2 /kg 2 ). 

Galbanometro. 

Gasto, caudal. 

Modulo de deslizamiento, cizalladura o 
torsion. 

K . 

g . 

Gramo (1 g = 10° kg). 


g . 

Intensidad del campo gravitatorio. 


So . 

Intensidad del campo gravitatorio terrestre 
en la superficie. 


g-f. 

Gramos fuerza o gramospondio. 

k . 

gP . 

Gramospondio. 

k . 

grad . 

Operador gradiente. 


H. 

... Henriod H = 1 Wb/A). 


H . 

Presion atmosferica. 

k : 


Punto principal objeto. 

*0 

H' . 

Punto principal imagen. 


H . 

Excitacion. Vector intensidad del campo 

C K 


magnetico. 

kc 


Como prefijo es hecto... (10 2 ). 

Hora. 

Altura. 

Coeficiente de radiation de una substancia. 
Quantum de action de Plank 
(6,626176 X 10 34 J s). 

Perdida de carga. 

Altura del centro de gravedad. 

Hectarea (1 ha = 10 4 m 2 ). 

Hectometro (1 hm = 10 2 m). 

Herz (1 Hz = 1 revolucion/segundo). 

Intensidad. 

Intensidad de corriente. 

Intensidad luminosa. 

Momento de inercia. 

Rayo incidente. 

Expresion fasorial de la intensidad. 
Impulso mecanico. 

Angulo de incidencia. 

Intensidad de corriente. 

Unidad imaginaria (V—1). 

Vector unitario en la direccion del eje OX. 
Intensidad maxima. 

Intensidad de corriente a la eapacitancia. 
Intensidad de corriente altema eficaz. 
Momento de inercia respecto a un eje que 
pasa por el cm. 

Intensidad de corriente a la inductancia. 
Pulgada (1 in = 2,54 X 10 2 m). 

Forma compleja de la intensidad de 
corriente. 

Julio (15=1 N*m). 

Constante de Joule (1 J = 4,18 J/cal). 
Vector densidad de corriente. 

Vector momento angular. 

Vector unitario en la direccion del eje OY. 


EFiciencia de un frigorifico. 

Coeficiente de conductividad. 

Coeficiente de solubilidad. 

Coeficiente de variation de la resistencia 
con la temperatura. 

Constante. 

Constante de la ley de Coulomb. 
Constante de la ley de Hooke. 

Constante de tiempo de un circuito. 
Numero entero. 

Como prefijo es kilo... (10 3 ). 

Coeficiente de velocidad. 

Constante de Boltzman 

(1,380662 X 10* 23 J/°K). 

Numero de ondas. 

Vector unitario en la direccion del eje OZ. 
Constante de la ley de Coulomb para el 
vado (9 X 10 9 N*m 2 /C 2 ). 

Grados Kelvin. 

Kilociclo (1 kc = 1 kHz = 10 3 Hz). 
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kg . Kilogramo. 

kgm. Kilogrametro (1 kgm = 9,8 J). 

km. Kilometro (1 km = 10 3 m). 

kp . Kilopondio o kilogramo fuerza 

(1 kp = 9,8 N). 

kW . Kilovatiod kW = 10 3 W). 

kW-h. Kilovatio por hora 

(1 kW-h = 3,6 X 10 6 J). 

L . Autoinduccion. 

Brillo o luminancia. 

Dimension de una longitud. 

Lente. 

1. litro (11= 10' 3 m 3 ). 

/. Angulo limite o de reflexion total. 

Arco sobre una circunferencia. 
Calor latente de cambio de estado. 

/. Vector longitud. 

lb. Libra-masa (1 lb = 0,4536 kg). 

lm . Lumen (1 lm = 1 cd-sr). 

In. Logaritmo neperiano. 

log. Logaritmo decimal. 

be. Lux (1 lx = 1 lm/m 2 ). 

M . Como prefijo es mega... (10 6 ). 

M . Dimension de una masa. 


Coeficiente de Induccion Mutua. 
Fuerza magnetomotriz. 

Masa. 

Masa molecular. 


M . Vector Imanacion. 

m. Como prefijo es mili (10* 3 ). 

Metro. 

m . Masa. 

m . Vector momento magnetico. 

m c . Masa del electron en reposo 

(9,10953 X 10* 31 kg). 

m n . Masa del neutron en reposo 

(1,674954 X 10* 27 kg). 

m p . Masa del proton en reposo 

(1,672648 X 10- 27 kg). 

M 0 . Masa de la Tierra. 

A/ai . Masa atomica. 

mb. Milibar (1 mb = 10 3 bar = 10 3 b). 

mile. Milla (1 mile = 1609 m. Una mile 

marina = 1 852 m). 

min . Minuto (1 min = 60 s). 

mm . Milimetro (1 mm = 10° m). 

mva . Movimiento vibratorio armonico. 

m n . Milimicra (1 m/i = 10 9 m). 

N. Newton (1 N = 1 kg-m/s 2 ). 

N . Numero de Abogadro 

(6,022045 X 10 23 mol '). 

Numero de espiras por unidad de longitud. 
Numero de neutrones del nucleo. 

N . Vector momento de una fuerza. 

Fuerza normal a una superficie. 
n . Como prefijo es nano... (10' 9 ). 


n . Indice de refraccion. 

Numero de divisiones del nonius. 

Numero de espiras de un solenoide. 
Numero de moles. 

Numero de protones del nucleo. 

Numero de rendijas por unidad de longitud. 


n c . Numero. 

n 6 . Vector unitario en la direccion de la 

normal. 

N c . Momento de un vector con respecto a un 

eje. 

N r . Momento del par de rodadura. 

Momento minimo de un sistema de 
vectores deslizantes. 

n x . Frecuencia de un dato. 

O . Origen de un sistema de referenda. 

Centro geometrico. 

ob . Observador 

Oe. Oersted (1 Oe = 10 3 /47r A-m'). 

OXYZ . Sistema de ejes cartesianos hortogonales. 

P . Poise (1 P = 0,1 Pa-s). 

P . Potencia mecanica. 

P . Peso de un cuerpo. 

Vector Polarizacion electrica. 

p . Como prefijo es pico... (10* 12 ). 

p . Carga del proton (1,6021892 X 10* 19 C). 


Esfuerzo de tracdon. 
Predsion de un aparato. 
Presion. 

Tension de vapor. 


p . Vector momento dipolar. 

Vector momento lineal o cantidad de 
movimiento. 

Pa . Potencia activa. 

Pa . Peso aparente. 

Pm . Potencia motor. 

Pr . Potencia reactiva. 

Pj . Potencia teorica. 

P\j . Potencia util. 

Pa . Pascal (1 Pa = 1 N/m 2 ). 

pc . Parsec (1 pc = 3,07 X 10 16 m). 

pF . Picofaradio (1 pF = 10* 12 F). 

proy. Proyeccion. 

ptas. pesetas. 

Q . Carga electrica. 

Calor. 

q . Carga electrica. 

R . Coeficiente de ruptura. 


Constante de los gases perfectos 
(0,082 atm-l/ Q K-mol). 
Numero de Reinolds. 

Radio. 

Reluctancia. 

Resistencia. 




































































Resultante de un sistema de vectores 
deslizantes. 

Vector de posicion del cm. 

Fuerza de rozamiento. 

Angulo de reflexion. 

Angulo de refraction. 

Radio. 

Vector de posicion. 


. Grados Reaumur. 

Ro . Radio terreste. 

r o . Vector de posicion del origen de los tiempos. 

R' . Fuerza de rozamiento estatico. 

. Fuerza de rozamiento dinamico. 

rad. Radian. 

rot . Operador rotacional. 

S . Coeficiente de seguridad. 

Centro optico. 

Entropia. 

S . Vector area o superficie. 

s . Segundo. 

s . Espacio. 

Distancia objeto. 

s' . Distancia imagen. 

s 0 . Espacio inicial. 

sec. Secante. 

sen. Seno. 

sr. Estereorradian. 

T. Tesla (I T = 1 Wb/m 2 = 1 kg/A-s 2 ). 

Como prefijo es Tera... (10 12 ). 

T . Dimension del tiempo. 

Energia cinetica. 


Temperatura absoluta. 
Periodo. 


T . Tension mecanica. 

t. Tonelada (1 t = 10 3 kg). 

t . Temperatura centigrada. 

Tiempo. 

T 0 . 273 °K. 

T tnl . Energia cinetica interna. 

tag. Tangente. 

U . Energia potencial. 

u . Unidad de masa atomica 

(1 u= 1,661 X 10 27 kg). 

u . Energia de la unidad de volumen. 

uee . Sistema de unidades electrostatico. 

U ( r) . Energia potencial de punto. 

utm . Unidad tecnica de masa (1 utm = 9,8 kg). 

uX. Unidad X (1 uX = 10 ,3 m). 

U (x, y, z) . Energia potencial de punto. 

V . Voltio (1 V= 1 J/C). 

V . Funcion Potencial. 


Tension electrica. 

Voltimetro. 

Volumen. 


V . Vector velocidad 

v . Valencia. 

Vida media. 

Volumen molar, 
v . Vector velocidad. 

V . Forma fasorial del potencial. 

V 0 . Potencial maximo de una corriente alterna. 

t'o. Volumen de 1 mol en condiciones 

normales (22,4 1). 

v 0 . Vector velocidad inicial. 

v . Vector velocidad media. 

v 12 . Velocidad relativa del sistema 1 respecto 

del 2. 

Vc . Potencial a la capacitancia. 

K . Potencial eficaz. 

V L . Potencial a la inductancia. 

Fs . Volumen sumergido. 

V* . Potencial de extraccion. 

V\ . Potencial a la Reactancia. 

V K . Factor de eficiencia o luminosidad relativa. 

V(P) . Potencial en un punto. 

V(r) . Potencial en un punto. 

V (x, y, z) . Potencial en un punto. 

[V] . Forma compleja del potencial. 

W . Vatio (1 W = 1 J/s). 

W . Trabajo, energia. 

W nx . Trabajo de las fuerzas exteriores. 

W m . Trabajo de las fuerzas interiores. 

fV M . Trabajo motor. 

W R . Trabajo de las fuerzas no conservativas. 

Trabajo resistente. 

W\j . Trabajo util. 

Wb . Weber (1 Wb = 1 V-s = 1 N-m/A). 

X . Reactancia. 

x . Abcisa de un punto. 

Elongacion. 

x . Media aritmetica. 

Xi. . Capacitancia. 

XI . Inductancia. 

Xc> . Abcisa del centro de gravedad. 

x, . Dato numero i 

y . Ordenada de un punto. 

Tamano del objeto. 

/ . Tamano de la imagen optica. 

yc, . Ordenada del cg. 

yd . Yarda (1 yd = 0,9144 m). 

Z . Conjunto de los numeros enteros. 

Impedancia 
Numero atomico 

z . Coordenada eje OZ. 

Distancia Foco-objeto. 

z' . Distancia Foco-Imagen. 

Zcq . Impedancia equivalente. 

Z(j . Coordenada del cg. 
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or 


Angulo. 


Angulo del prisma o de refringencia. 
Angulo de torsion. 

Coeficiente de dilatacion lineal. 
Coeficiente de temperatura (1/273,16). 
Poder rotatorio. 

ft . Aceleracion angular 

[a]. Poder rotatorio especifico. 

P . Angulo. 


Aumento lateral. 

Coeficiente de dilatacion superficial. 
Relation v/c. 

Sensation sonora o sonoridad. 

y . Angulo. 

Aumento angular. 

Coeficiente de dilatacion cubica. 
Coeficiente de las adiabaticas 
(Cp/c v = 1,41). 

Modulo de Coulomb. 


p' . Permeabilidad relativa al vacio. 

p 0 . Permeabilidad del vacio (47r/10 7 N/A 2 ). 

p<i . Coeficiente dinamico de rozamiento. 

p c . Coeficiente estatico de rozamiento. 

v . Frecuencia. 

7 T . Numero (3,141592654). 

p . Coeficiente de resistencia a la rodadura. 

Densidad volumetrica. 

Radio de curvatura. 

p r . Densidad relativa. 

£ . Sumatorio. 

o . Constante de tension superficial. 

Densidad superficial. 

Modulo de Poisson. 

t . Tiempo. 

Volumen. 

r° . Vector unitario en la direction de la 

tangente. 


A. Incremento, variation. 

Intervalo optico (distancia F{ F 2 ). 
Operador laplaciana. 

6 . Angulo. 

Angulo de desviacion del prisma optico. 

Constante de una red de difraccion (1 /n). 
Desplazamiento del rayo luminoso en 
laminas planoparalelas. 

6 m . Angulo de minima desviacion en un 

prisma. 


e . Angulos de incidencia, reflexion y 

refraction. 

Base de los In. 

Constante dielectrica de un medio. 
Error absoluto. 

e' . Constante dielectrica relativa al vacio. 

eo. *... Constante dielectrica del vacio 

(1/4 tt 9X 10 9 C 2 /N*m 2 ). 
e r . Error relativo. 

rj . Coeficiente de viscosidad. 

Rendimiento. 

6 . Angulo. 

X . Susceptibilidad electrica. 

X M . Susceptibilidad magnetica. 

T. Circulacion. 

K . Densidad lineal. 

Longitud de onda o periodo espacial. 
Ao . Longitud de onda de la luz en el vacio. 

Ijl . Como prefijo es micro... (lO" 6 ). 

Densidad lineal. 

Micra (1 p = 10^ m). 

Permeabilidad magnetica. 


4> . Diametro. 

Flujo. 

Flujo luminoso de un foco puntual. 

. Angulo. 

Convergence de un sistema optico. 
Correccion de fase. 

a . Flujo de energia o flujo radiante. 

4/ . Elongacion de la onda. 

4/o . Amplitud de la onda. 

n Ohmio(l n= 1 V/A). 

(o . Angulo solido. 

Pulsacion o frecuencia angular. 

(o . Velocidad angular. 


5 . Grado. 

. Minuto. 

2 . Segundo. 

. Media de una magnitud. 

Fasor de una magnitud en altemas. 

% . Tanto por ciento. 

[ ] . Ecuacion de dimensiones. 


Magnitud compleja. 

I I . Modulo de un vector. 

Valor absoluto de una magnitud. 

•. Producto escalar. 

X. Producto vectorial. 

^. Mayor o igual. 

^. Menor o igual. 

.. Entonces, luego, por tanto, implica que. 

^ . equivalente. 


£. Pertenece a ... 

FEM 

Co . fem maxima de una corriente altema. 
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£ c . fem eficaz. 

£ . Fasor de la fem. 

[£] . Expresion compleja de la fem. 

d . Derivada parcial. 

V . Operador Gradiente. 

. Operador Laplaciana. 


/. Integral. 

/c. Integral de Hnea. 

fc *. Integral de Hnea cerrada. 

/ A . Integral de area. 

<f A . Integral de area cerrada. 

/v. Integral de volumen. 


CONSTANTES FISICAS FUNDAMENTALES 


Nombre 

Simbolo 

Valor en unidades SI 

Carga electrica elemental 

e 

1,6021892 X 10 I9 C 

Constante de Avogradro 

N 

6,022045 X 10“ mol' 1 

Constante de Boltzmann 

k = R/N 

1,380662 x 10- 23 J-°K-' 

Constante de Faraday 

F= N • e 

9,648455 X 10 4 C • mol-' 

Constante de los gases ideales 

R 

8,31441 J • mol' 1 • °K'' 

Constante de Planck 

h 

6,626176 X 10 M J • s 

Constante dielectrica del vatio 

Co 

1/47T 9 X 10 9 C 2 ■ N' 1 • m' 2 

Constante gravitatoria 

G 

6,6720- 10-" N • m 2 • kg 2 

Masa del electron en reposo 


9,109534 X lO 31 kg 

Masa del neutron en reposo 

m n 

1,6749543 X 10- 27 kg 

Masa del proton en reposo 

m P 

1,6726485 X 10 27 kg 

Permeabilidad del vaci'o 

Mo 

4rrl0- 7 N-A- 2 

Unidad de masa atomica 

u 

1,6605655 X 10' 27 kg 

Velocidad de la luz en el vaci'o 

c 

2,997 924 58 X 10 8 m-s-' 

Volumen molar de un gas perfecto 



(T 0 = 273,15 1 atm) 

Vo 

2,241 383 X lO' 2 m 3 
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ALFABETO GRIEGO 


A 

a 

Alfa 


s 

f 

Xi 

B 

fi 

Beta 


N 

V 

nu 

r 

y 

Gamma 


0 

0 

Omicron 

A 

8 

Delta 


n 

7T 

Pi 

E 

e 

Epsilon 


p 

P 

Rho 

Z 

i 

Zeta 


2 

O 

Sigma 

H 

V 

Eta 


T 

T 

Tau 

0 

6 

Theta 


Y 

V 

Upsilon 

I 

L 

Iota 


$ 

<P 

Fi 

K 

X 

Kappa 


X 

X 

Ji 

A 

k 

Lambda 


’P 

* 

Psi 

M 


Mu 


n 

CO 

Omega 





